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Losungen zu Blatt 6

Aufgabe 21:

Man berechne die Lésung der Anfangsrandwertaufgabe fiir die folgende Warmeleitungs-
gleichung;:

uo ()
Uy = Uy fir 0<z<3,
0<t<T,
1
w(0,t) = 0 =wu(3,t) fir 0<t<T \
u(z,0) = wup(x) fir 0<x<3. : : —
0 1 2 3

Bild 21  Anfangsfunktion wuy

Losung: (VD-Klausur 19.02.02 Aufgabe 1)
Der Produktansatz w(z,t) = X (x)T(t), eingesetzt in die Differentialgleichung, ergibt

() _ X'(x)
Tt  X(x)

=: —\ = (konst) .

Man erhélt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
T"+AXT'=0 und X"+ XX =0.
Die Randbedingungen
0=u(0,t) = X(0)T(t) und 0=wu(3,t)=X(3)T(t)
liefern X (0) =0= X(3).

Die gewohnliche Randeigenwertaufgabe in X besitzt nur fiir A > 0 nichttriviale Losun-
gen:

X (z) = acos(Vzx) + bsin(VAz) .
Einsetzen des Randwertes X (0) = 0 ergibt a =0 und X (3) = 0 liefert die Eigenwerte
k*m?
9

mit £ > 1 und zugehorigen Eigenfunktionen

Ak

k
Xk(l’) = bk sin? .



Setzt man A in die Differentialgleichung fiir 7' ein, so erhélt man dort die Losungen

2.2
Ti(t) = exp (—k; t) :

Aus dem Produktansatz und Superposition ergibt sich damit die Losung

Mit der noch nicht verwendeten Anfangsbedingung werden die fehlenden Koeffizienten
b, berechnet.

Aus dem Bild in der Aufgabenstellung ergibt sich die Anfangsvorgabe
uo(z) = 1 fir 1<2<2,
3—z fir 2<z<3.

Die Anfangsbedingung fiihrt damit auf

o) = ula, 0) = 3 by - sin (’”T"”) |

k=1

Die b ergeben sich also als Fourier-Koeffizienten

k
up(z) sin (?) dx

1 2 3
k k k
rsin 2L d:ic—l—/ sin ot dx+/(3—x)sin L
3 3 3
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Aufgabe 22:
Man berechne die Losung der Anfangswertaufgabe

U = Uy, fur x€IR und t>0,

uw(z,0) = 71 fir zeR.

a) unter Verwendung der Fundamentallésung und

b) mit Hilfe eines Produktansatzes.

Loésung:

a) Fiir die Dimension n = 1 lautet die Fundamentallosung der Warmeleitungsglei-

chung
6—932/(415)

= At

0 fir z€e R und t<0.

fir z€R und ¢t >0,

KA

(x,t

~—

Mit der Fundamentallosung kann die Losung der Warmeleitungsgleichung fiir
t > 0 dargestellt werden durch

%0 00 o (a—y)?/ (41
u(z,t) = / O(x—y,t) u(y,0)dy = i e* 1 dy
< +12ty) p
= ex
/—47r p Y

= exp

\/E

B (y — (z + 6t))% + 2% — (z + 6t)%)
=/ eXp( X )

( (y —2x+6t)y+:c)) a0

_ 3x49t-1 (y — (z +6t))?
= e \/E / exp < pm dy

o0 [e.o]

= 63”9“/ Oy — (z +6t),t) dy = 63”9“/ O(p,t) dp

00 —00
e3a:+9t—1

b) Der Produktansatz u(x,t) = X(x)T(t) eingesetzt in die Differentialgleichung,
ergibt

7'(t)  X"(x)

T(t)  X(2)

=: = (konst) .
Man erhélt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
T —uT=0 = T(t)=Ce",

X'"—puX =0 = X(z)=aeV +aye VF*



und damit die Losung aus dem Produktansatz
u(z,t) = Ce' (areV™ + age™ Vi) |
Einsetzen der Anfangsbedingung und Koeffizientenvergleich ergibt
et =eMet = y(2,0) = C (ale‘/ﬁ‘” + age_\/ﬁ“:) = Ca; =e 1, V= 3,a2 = 0.
Die Losung aus dem Produktansatz lautet also

u(a:,t) — e3a:+9t—1 )



Aufgabe 23:

Man berechne die Losung der Anfangsrandwertaufgabe fiir die folgende Wirmelei-
tungsgleichung mit Hilfe eines Produktansatzes:

Uy =  Au fir (x,y) €]0,1[x]0,2[, 0<t,
u(0,y,t) =0 =u(l,y,t) fiir ye 0,2, 0<¢t,
w(z,0,t) =0 =u(x,2,t) rze 0,1, 0<t¢t,
uw(z,y,0) =  7sin(27x)sin(my) fiir (x,y) € [0,1] x [0,2]

+(3sin(rx) — 4sin®(7x)) sin(37y/2)

Wie verhélt sich die Losung fiir ¢ — oo ?

Loésung:

Der Produktansatz wu(x,t) = X(x)Y(y)T(t) eingesetzt in die Differentialgleichung
Up = Uy + Uy, ergibt

Yy _ X'z  Y'(y)

T -~ X)) T Y =: —\ = (konst) .

Fiir T erhdlt man eine gewohnliche Differentialgleichung:
T+MX=0 = Tt =Ke™,
Nach weiterer Trennung ergeben sich gewohnliche Differentialgleichungen in X un Y

X'x) _ Y'(y)

— A= —u = (konst) .

X(@) Yy

Die Randbedingungen
0 = u(0,y.1) = XOYWT),
0 = ullyt) = XYW,
0 = u(z,0,t) = X(x)Y(0)T(t),
0 = u(z,2,t) = X(@)Y(2)T(t)

liefern X(0) =0= X(1) und Y(0) =0=Y(2).
Die gewohnliche Randwertaufgabe in X
X"(z) +pX(z)=0 mit X(0)=0=X(1)
besitzt nur nichttriviale Losungen fiir g > 0
X(z) = acos(y/px) + bsin(\/uz) .

Einsetzen des Randwertes X (0) = 0 ergibt a = 0 und X(1) = 0 liefert u; = k>
mit k> 1 und Xy(x) = by sin(knrz) .



Die gewohnliche Randwertaufgabe in Y
Y'(y)+ (A=Y (y) =0 mit Y(0) =0=Y(2)
besitzt nur nichttriviale Losungen fiir A —p >0

Y (y) = ccos(v/ A — py) + dsin(v/ A — py) .

Einsetzen des Randwertes Y (0) = 0 ergibt ¢ =0 und Y (2) = 0 liefert A, ,—puy =

j27T2

4

Y

mit 7 > 1 und Yi(y) = disin <%) )
Setzt man A; in die Differentialgleichung fiir 7" ein, so erhélt man dort die Losungen

T;i(t) = Ke ™ W45/t

Aus dem Produktansatz und Superposition ergibt sich damit die Losung

u(z,y,t) = Z Z AkJe’”Q(kQ”Q”)t sin(kmz) sin <J%) .
k=1 j=1
Mit der Anfangsvorgabe ergibt sich
7 sin(2mx) sin(ry)+ (3 sin(rx) —4 sin® (7)) sin(37y/2) = u(z,y,0) = Z Z Ay jsin(kmx) sin (J%) .
k=1 j=1

Wegen sin3a = 3sina — 4sin® o gilt

(3sin(rx) — 4sin’(7x)) sin(37y/2) = sin(37z) sin(37y/2)

und man erhélt mit einem Koeffizientenvergleich Ay, = 7, As3 = 1 und A;; = 0
sonst, also die Losung

w(z,y,t) = 7" sin(2rx) sin(my) + e 574 sin(37x) sin(37y/2) .

Wegen  lim et =0 und lim e 7/ =0 gilt

t—o0 t—o00

lim u(z,y,t) =0.

t—o0



Aufgabe 24:

Man berechne die Losung der Anfangswertaufgabe

Uy — Ugy = —4T, relR, t>0,
u(z,0) = 1, reIR,
ug(z,0) = coszx, xR

und bestétige die Losung durch Einsetzen in die Anfangswertaufgabe.

Hinweis: Man bestimme zunéchst eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung
in Polynomform und verwende anschlieBend das Superpositionsprinzip.

Loésung:

Eine Losung der inhomogenen Differentialgleichung wuy — u,, = —4x raten:
w(z,t) = —2xt

Probe: wy — wy, = —4x — 0= —4x

Transformation durch  w(z,t) = w(x,t) + v(x,t)  in ein Anfangswertproblem mit
homogener Differentialgleichung in v:

Transformation der Differentialgleichung:

Ut — Ugy = Wit — Wag + Vpt — Vg = —4T = Vg — Uy =0
Transformation der Anfangsbedingungen:

u(z,0) = w(x,0) + v(x,0) = v(z,0) =1

ur(z,0) = wy(z,0) + v(x,0) = vy(x,0) = cosz

Die d”Alembertschen Losungsformel ergibt (¢ =1):

T+t
v(z,t) = % (1+1)+ % /_t cos £d€
~ 14 % (sin(z + ) — sin(z — ))

Damit ergibt sich die Losung der Anfangswertaufgabe nach dem Superpositionsprinzip
durch:

u(z,t) = w(x,t) +v(zr,t) = —22t* + 1+ % (sin(z +t) — sin(x — t))
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Bild 25.6.5 Losung u(x,t)

Probe:
in die Differentialgleichung einsetzen

Ut — Uggy = Wyt — Wag + Vi — Vsg

1 1
= —4dx + 3 (—sin(x 4+ t) +sin(z — t)) — 5 (—sin(x 4+ t) + sin(z — t)) = —4x
in die Anfangsbedingungen einsetzen

1

u(z,0) = w(x,0) +v(x,0) =1+ 5 (sinz —sinz) =1

ur(2,0) = wy(z,0) + v(2,0) = = (cosx + cosx) = cos x

N —

Abgabetermin: 27.06.06 (zu Beginn der Ubung)



