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Aufgabe 13:

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

uxx − (2 sin x)uxy − (cos2 x)uyy − (cos x)uy = 0 .

a) Man bestimme den Typ der Differentialgleichung.

b) Man transformiere die Differentialgleichung auf Normalform.

c) Mit den Daten aus b) bestimme man die allgemeine Lösung der Differentialglei-
chung.

Lösung:

a) Ein Vergleich von

uxx − (2 sin x)uxy − (cos2 x)uyy − (cos x)uy = 0

mit der Standardform

auxx + 2buxy + cuyy = f(x, y, u, ux, uy)

ergibt a = 1, b = − sin(x), c = − cos2(x) .

Wegen ac − b2 = − sin2(x) − cos2(x) = −1 < 0 ist die Differentialgleichung in
ganz IR2 hyperbolisch.

b) Die Transformation der gegebenen Differentialgleichung in u auf die 2. hyperbo-
lische Normalform

ũξη = f̃(ξ, η, ũ, ũξ, ũη)

in ũ(ξ, η) := u(x(ξ, η), y(ξ, η)) ⇔ ũ(ξ(x, y), η(x, y)) = u(x, y) erfolgt nach der
Kettenregel:

ux = ũξξx + ũηηx

uy = ũξξy + ũηηy

uxx = ũξξ(ξx)
2 + 2ξxηxũξη + ũηη(ηx)

2 + ũξξxx + ũηηxx ,

uxy = ũξξξxξy + (ξxηy + ξyηx)ũξη + ũηηηxηy + ũξξxy + ũηηxy ,

uyy = ũξξ(ξy)
2 + 2ξyηyũξη + ũηη(ηy)

2 + ũξξyy + ũηηyy .
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Die allgemeine transformierte Gleichung lautet daher:

auxx + 2buxy + cuyy

= a(ũξξ(ξx)
2 + 2ξxηxũξη + ũηη(ηx)

2 + ũξξxx + ũηηxx)

+2b(ũξξξxξy + (ξxηy + ξyηx)ũξη + ũηηηxηy + ũξξxy + ũηηxy)

+c(ũξξ(ξy)
2 + 2ξyηyũξη + ũηη(ηy)

2 + ũξξyy + ũηηyy)

= (aξ2
x + 2bξxξy + cξ2

y)︸ ︷︷ ︸
=A

ũξξ + 2 (aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy)︸ ︷︷ ︸
=B

ũξη

+ (aη2
x + 2bηxηy + cη2

y)︸ ︷︷ ︸
=C

ũηη + (aξxx + 2bξxy + cξyy)︸ ︷︷ ︸
=D

ũξ

+ (aηxx + 2bηxy + cηyy)︸ ︷︷ ︸
=E

ũη

= f(x(ξ, η), y(ξ, η), u(x(ξ, η), y(ξ, η)), ũξξx + ũηηx, ũξξy + ũηηy)

Um die Normalform zu erhalten werden die Koeffizienten A und C gleich Null
gesetzt, d.h. man hat folgende partielle Differentialgleichung 1. Ordnung in z ,
die sich in zwei lineare homogene faktorisieren lässt, zu lösen:

0 = az2
x + 2bzxzy + cz2

y = a(zx − w1zy)(zx − w2zy) ,

mit w1,2 = − b

a
±
√

b2 − ac

a
und reellen w1 6= w2 , wegen b2 − ac > 0 .

Die beiden zugehörigen Phasendifferentialgleichungen lauten

y′ = −wj =
b

a
∓
√

b2 − ac

a
= − sin(x)∓ 1

⇒ y1,2 = cos(x)∓ x + C1,2 ⇒ C1,2 = y − cos(x)± x .

Sind ϕj(x, y) = Cj die Lösungen, dann wählt man als neue Koordinaten:(
ξ
η

)
=

(
ϕ1(x, y)
ϕ2(x, y)

)
=

 y − cos(x) + x

y − cos(x)− x

 .

Die Koeffizienten A und C sind per Konstruktion gleich 0. Die Berechnung
der anderen Koeffizienten erfordert die partiellen Ableitungen von ξ(x, y) und
η(x, y) :

ξx = sin(x) + 1 , ξy = 1 , ξxx = cos(x) , ξxy = 0 , ξyy = 0 ,

ηx = sin(x)− 1 , ηy = 1 , ηxx = cos(x) , ηxy = 0 , ηyy = 0 .

Damit ergibt sich

B = aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy

= (sin(x) + 1)(sin(x)− 1)− sin(x)(sin(x) + 1 + sin(x)− 1)− cos2(x) = −2
D = aξxx + 2bξxy + cξyy = cos(x)
E = aηxx + 2bηxy + cηyy = cos(x)
f = (cos x)uy = cos x(ũξξy + ũηηy) = cos x(ũξ + ũη)

Die Normalform lautet daher

−4ũξη + cos(x)ũξ + cos(x)ũη = cos x(ũξ + ũη) ⇒ −4ũξη = 0 ⇒ ũξη = 0 .
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c) Die allgemeine Lösung der transformierten Gleichung aus b) ist gegeben durch
(zweimalige Integration, erst nach ξ und dann nach η oder umgekehrt):

ũ(ξ, η) = f(ξ) + g(η) ,

mit noch unbekannten Funktionen f und g . Rücktransformation liefert die all-
gemeine Lösung der Ausgangsgleichung.

u(x, y) = ũ(ξ(x, y), η(x, y)) = f (y − cos(x) + x) + g (y − cos(x)− x) .
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Aufgabe 14:

Man finde partikuläre Lösungen der Differentialgleichung

uxx + 2uxy + uy = 0

mit Hilfe eines Produktansatzes der Form u(x, y) = v(x) · w(y) .

Lösung:

u(x, y) = v(x) · w(y) in die Differentialgleichung eingesetzt liefert

v′′w + 2v′w′ + vw′ = 0 .

Dividieren durch v · w und umformen ergibt:

v′′

v
+ 2

v′w′

vw
+

w′

w
= 0

⇒ v′′

v
+ (

2v′

v
+ 1)

w′

w
= 0

⇒ λ := −w′

w
=

v′′

v
(
2v′

v
+ 1)−1 =

v′′

2v′ + v
.

Man erhält die beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen

v′′ − 2λv′ − λv = 0 und w′ + λw = 0

Der übliche Ansatz zur Lösung v(x) = exp(γx) eingesetzt in die Differentialgleichung
liefert das charakteristische Polynom

γ2 − 2λγ − λ = 0 =⇒ γ = λ±
√

λ2 + λ

und damit dann für λ 6= 0,−1 die Lösung

v(x) = Ae(λ+
√

λ2+λ)x + Be(λ−
√

λ2+λ)x .

Mit der Lösung w(y) = e−λy für die zweite Differentialgleichung erhält man

u(x, y) = v(x) · w(y) =
(
Ae(λ+

√
λ2+λ)x + Be(λ−

√
λ2+λ)x

)
e−λy .
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Aufgabe 15:

Die Telegraphengleichung utt−uxx +2ut +u = 0 beschreibt den zeitlichen Verlauf
einer Signalspannung u am Ort x > 0 in einem langen Übertragungskabel.

Gesucht ist die Signalspannung u(x, t) , wenn am Rand x = 0 des Übertragungskabels
ein periodisches Signal der Form u(0, t) = 3 sin(2t) , für t ≥ 0 , eingespeist wird.
Außerdem soll die Signalspannung u für x→∞ beschränkt sein.

a) Man zeige, dass ein Produktansatz der Form u(x, t) = X(x) ·T (t) nicht zu einer
Lösung führt.

b) Man versuche den Lösungsansatz u(x, t) = u0e
−ax sin(2t− bx) mit a, b ∈ IR und

a > 0 .

Lösung:

a) Der Produktansatz u(x, t) = X(x) · T (t) in Verbindung mit der Randbedingung

u(0, t) = 3 sin(2t) ergibt T (t) =
3

X(0)
sin(2t) . Setzt man dies in die Differenti-

algleichung ein, so erhält man

0 = utt − uxx + 2ut + u

= −12X(x)

X(0)
sin(2t)− 3X ′′(x)

X(0)
sin(2t) +

12X(x)

X(0)
cos(2t) +

3X(x)

X(0)
sin(2t)

=

(
−9X(x)

X(0)
− 3X ′′(x)

X(0)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

sin(2t) +

(
12X(x)

X(0)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

cos(2t) .

Einzige Lösung ist damit X ≡ 0 . Dies führt auf u ≡ 0 , der Produktansatz liefert
hier also keine Lösung.

b) Der Lösungsansatz u(x, t) = 3e−ax sin(2t − bx) erfüllt die Randbedingungen
und a > 0 sorgt für die Beschränktheit von u für x → ∞ . Eingesetzt in die
Differentialgleichung ergibt sich

0 = utt − uxx + 2ut + u

= e−ax

sin(2t− bx)
(
3(b2 − a2)− 9

)︸ ︷︷ ︸
=0

+ cos(2t− bx) (12− 6ab)︸ ︷︷ ︸
=0

 .

Das resultierende nichtlineare Gleichungssystem ab = 2 ∧ b2 − a2 = 3
besitzt die Lösungen a = 1 und b = 2 , und die Lösung der Telegraphengleichung
lautet u(x, t) = 3e−x sin(2t− 2x) .
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Aufgabe 16:

Man berechne durch einen Separationsansatz der Form u(x, y) = f(x) · g(y) eine
Lösung der Anfangsrandwertaufgabe

∆u = 0 , x ∈ (0, π), y > 0,

u(x, 0) =
4

n
sin 5nx , x ∈ [0, π],

uy(x, 0) = 0 ,

u(0, y) = 0 , y ≥ 0 ,

u(π, y) = 0 .

und begründe damit, warum keine stetige Abhängigkeit von den Anfangsdaten vorliegt,
die Aufgabe also nicht korrekt gestellt ist.

Lösung:

Der Separationsansatz in die Differentialgleichung eingesetzt

f ′′(x)g(y) + f(x)g′′(y) = 0 ⇒ −f ′′(x)

f(x)
=

g′′(y)

g(y)
=: λ

liefert zwei gewöhnliche Differentialgleichungen

f ′′(x) + λf(x) = 0 und g′′(y)− λg(y) = 0

Der Separationsansatz in die Randbedingungen eingesetzt liefert

0 = u(0, y) = f(0)g(y) ⇒ f(0) = 0 (sonst gilt g ≡ 0 ⇒ u ≡ 0 )

0 = u(π, y) = f(π)g(y) ⇒ f(π) = 0

Zunächst löst man die gewöhnliche Randwertaufgabe

f ′′(x) + λf(x) = 0 mit f(0) = 0 = f(π)

a) λ = 0 : f ′′(x) = 0 ⇒ f(x) = ax + b

Mit den Randbedingungen ergibt sich f ≡ 0 ⇒ u ≡ 0 , d.h. keine Lösung .

b) λ < 0 : f(x) = eµx ⇒ p(µ) := µ2 + λ = 0 ⇒ f(x) = ae
√
−λx + be−

√
−λx

Einsetzen in die Randbedingungen ergibt:(
1 1

e
√
−λπ e−

√
−λπ

)
︸ ︷︷ ︸

= A

(
a
b

)
=

(
f(0)
f(π)

)
=

(
0
0

)
det A 6=0⇒

(
a
b

)
=

(
0
0

)

f ≡ 0 ⇒ u ≡ 0 , d.h. keine Lösung.

c) λ > 0 : f(x) = eµx ⇒ p(µ) := µ2 + λ = 0

⇒ f(x) = a sin(
√

λx) + b cos(
√

λx)
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Mit den Randbedingungen ergibt sich

0 = f(0) = a sin(0) + b cos(0) = b und

0 = f(π) = a sin(
√

λπ) ⇒
√

λπ = kπ ⇒ λ = k2

oder a = 0 ⇒ f ≡ 0 ⇒ u ≡ 0 , d.h. keine Lösung.

Alle nichttrivialen Lösungen der Randwertaufgabe in f sind also gegeben durch

fk(x) = ak sin kx mit k = 1, 2, 3, · · ·

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung g′′(y)− k2g(y) = 0 lautet daher:

gk(y) = c̃ke
ky + d̃ke

−ky = ck sinh(ky) + dk cosh(ky)

Damit erhält man folgende Lösungen der Ausgangsgleichung:

uk(x, y) = (Ak sinh(ky) + Bk cosh(ky)) sin kx

und durch Superposition ergibt sich

u(x, y) =
∞∑

k=1

(Ak sinh(ky) + Bk cosh(ky)) sin kx

Die verbleibenden Anfangsbedingungen ergeben:

4

n
sin 5nx = u(x, 0) =

∞∑
k=1

(Ak sinh(0) + Bk cosh(0)) sin kx =
∞∑

k=1

Bk sin kx

⇒ B5n =
4

n
und Bk = 0 für 5n 6= k

0 = uy(x, 0) =
∞∑

k=1

kAk cosh(0) sin kx =
∞∑

k=1

kAk sin kx ⇒ Ak = 0 .

Damit wird die Aufgabe gelöst durch

un(x, y) =
4

n
cosh(5ny) sin 5nx

Da die Lösung u0(x, y) zu Nullanfangsbedingungen

u(x, 0) = 0 und uy(x, 0) = 0

durch u0 ≡ 0 gegeben ist und für die Lösung aus der Aufgabenstellung

lim
n→∞

un(x, 0) = lim
n→∞

4

n
sin 5nx = 0 und (un)y(x, 0) = 0

gilt, liegt für die Anfangsdaten ein stetiger Übergang vor.

Dies gilt jedoch nicht für y > 0 , denn

lim
n→∞

4

n
cosh 5ny =∞ .

Für y > 0 folgt lim
n→∞

un 6≡ u0 , die Lösung hängt damit nicht stetig von den Anfangs-

daten ab, ist also nicht korrekt gestellt.

Abgabetermin: 23.05.06 (zu Beginn der Übung)


