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L6sungen zu Blatt 4

Aufgabe 13:

Gegeben sei die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung

Uy — (2810 T)Uyy — (cos® )1y, — (cosz)u, = 0.

a) Man bestimme den Typ der Differentialgleichung.
b) Man transformiere die Differentialgleichung auf Normalform.

¢) Mit den Daten aus b) bestimme man die allgemeine Losung der Differentialglei-
chung.

Losung:

a) Ein Vergleich von
Uy — (280 2)Uyy — (cO8* )1y, — (cosz)u, = 0
mit der Standardform
gy + 2bUyy + cuy, = f(2,y,u, uy, uy)

ergibt a =1, b= —sin(z), c = — cos?(z).

Wegen ac — b = —sin?(z) — cos?(z) = —1 < 0 ist die Differentialgleichung in
ganz IR? hyperbolisch.

b) Die Transformation der gegebenen Differentialgleichung in w auf die 2. hyperbo-
lische Normalform

aﬁﬂ = f(faﬁvﬂaﬂ&an)
in a(§,n) = u(x(&n),y&n) & al(r,y),n(z,y)) = u(z,y) erfolgt nach der

Kettenregel:
Uy = Ugly + Uy
Uy = Uy + Upyny

Ugw = aé&(ﬁaz)Q + 282 Ma gy + ann(nx)Q T Uelag + Uz
Uy = Ugebay + (Eatly + EyMa) gy + UnyTaly + Uelay + Uty

= aé&(gy)2 + 28y tiey + ann(ny)Q + ey + Uynyy -
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Die allgemeine transformierte Gleichung lautet daher:

gy + 20Uyy + Cliyy

= a@&f(fx)Q + 25907790@&7 + ﬂnn(%)g + Uelpn + anﬁaa)
+2b(tee€aly + (Eamly + EyMa)Uey + UnyaTly + Uelay + Uylay)
+e(tiee (§y)” + 26y Tlen + Ty (M) + ey + TyTlyy)

= (a&} + 2068, + Cﬁzzﬂgg + 2 (alene + b(Eanly + Eylia) + CEyly) Uy

N

—A =B
—i—Eani + 2bm,m, + cnizam + £a§mz + 208, + c&yy) e
—C —D
+ (A7)0 + 2010y + c1)yy) tin
-E

= f(@(&n),y(&n),w(x(&,n),y(€,n)), tee + Uy, Uy + Uyny)

Um die Normalform zu erhalten werden die Koeffizienten A und C' gleich Null
gesetzt, d.h. man hat folgende partielle Differentialgleichung 1. Ordnung in z,
die sich in zwei lineare homogene faktorisieren lésst, zu l6sen:

0= az?+ 2bz,2, + czi = a(zy — w12y) (2 — W22y) ,

. b b2 — ac ,
mit w; 9 = —— £ ——— und reellen w; # wo, wegen b —ac >0 .
a a

Die beiden zugehorigen Phasendifferentialgleichungen lauten

, b VP —ae
Yy =—-wj=—-F —— = —sin(z) F1
a a
= yra=cos(x) Fr+Cip = Cip=y—cos(r)Ltx.

Sind ¢;(x,y) = C; die Losungen, dann wéhlt man als neue Koordinaten:

OEED Y~ cosla) ¥
Die Koeffizienten A und C' sind per Konstruktion gleich 0. Die Berechnung
der anderen Koeffizienten erfordert die partiellen Ableitungen von £(z,y) und

n(z,y):
gx — Sin(ﬂf) + 1 5 gy - 1 ) 51‘1‘ = COS(CI;) ’ §$y = 0 ) Eyy = O )
Ne =sin(z) =1, n,=1, ne =cos(x), Ny =0, ny=0.
Damit ergibt sich

B = a&me +b(&my + §yna) + cEyny
= (sin(z) + 1)(sin(z) — 1) — sin(x)(sin(x) + 1 + sin(z) — 1) — cos?(z) = —2
D = a&uy + 26,y + &y = cos(z)
E = ang + 2bng, + cny, = cos(x)
[ = (cosx)u, = cosx(Uey, + Uyny,) = cos x(te + )
Die Normalform lautet daher

—40g, + cos(x)te + cos(z)h, = cosz(te +0,) = —4Ug =0 = g =0.
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c¢) Die allgemeine Losung der transformierten Gleichung aus b) ist gegeben durch
(zweimalige Integration, erst nach ¢ und dann nach 7 oder umgekehrt):

a(&,m) = f(§) +gn),

mit noch unbekannten Funktionen f und g. Riicktransformation liefert die all-
gemeine Losung der Ausgangsgleichung.

u(w,y) = w(€(z,y),n(x,y)) = f(y —cos(x) + x) + g (y — cos(x) —x) .
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Aufgabe 14:
Man finde partikulédre Losungen der Differentialgleichung
Ugy + 2Uzy + uy =0

mit Hilfe eines Produktansatzes der Form u(z,y) = v(z) - w(y) .

Losung:

u(z,y) = v(x) - w(y) in die Differentialgleichung eingesetzt liefert
v'w + 20" +vw’ = 0.

Dividieren durch v -w und umformen ergibt:

,Ul/ ,Ulwl wl

Man erhélt die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen
V' —=2XM" X =0 und w' +Aw=0

Der iibliche Ansatz zur Losung v(x) = exp(yx) eingesetzt in die Differentialgleichung
liefert das charakteristische Polynom

VoY —A=0 = ~y=AEVAZFA\
und damit dann fiir A # 0, —1 die Losung

v(:v) _ Ae()\+\/>\2+)\)x + Be()\—\/AQ-&-)\)z‘
Mit der Losung w(y) = e~ fiir die zweite Differentialgleichung erhilt man

u(z,y) =v(z) - wly) = <Ae(””2+m + Be—V 2“)"'“") e M
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Aufgabe 15:

Die Telegraphengleichung  wy — uzr +2u; +u =0 beschreibt den zeitlichen Verlauf
einer Signalspannung v am Ort x > 0 in einem langen Ubertragungskabel.

Gesucht ist die Signalspannung u(x,t), wenn am Rand 2 = 0 des Ubertragungskabels
ein periodisches Signal der Form  u(0,t) = 3sin(2¢), fiir ¢ > 0, eingespeist wird.
AuBlerdem soll die Signalspannung u fiir £ — oo beschrinkt sein.

a) Man zeige, dass ein Produktansatz der Form w(x,t) = X (x)-T(t) nicht zu einer
Losung fiihrt.

b) Man versuche den Losungsansatz u(x,t) = upe™** sin(2t —bx) mit a,b € IR und
a>0.

Losung:

a) Der Produktansatz u(z,t) = X (x)-T(¢) in Verbindung mit der Randbedingung
u(0,t) = 3sin(2t) ergibt T'(t) =

sin(2t) . Setzt man dies in die Differenti-

X(0)
algleichung ein, so erhélt man
0 = Uy — Ugy +2u; +u
12X (x) . 3X"(x) . 12X (x) 3X(x) |
— 2t) — 2t) + ——= 2t 2t
X0) sin(2t) X0) sin(2t) + X(0) cos(2t) + X0) sin(2t)
9

_ (_ j((((g;) - 3§(é‘;")) sin(20) + (1?(();")) cos(21) .
. _ y X0/

=0 =0

Einzige Losung ist damit X = 0. Dies fithrt auf « = 0, der Produktansatz liefert
hier also keine Losung.

b) Der Losungsansatz wu(z,t) = 3e *sin(2t — bx) erfiillt die Randbedingungen
und a > 0 sorgt fiir die Beschréanktheit von w fiir x — oo. Eingesetzt in die
Differentialgleichung ergibt sich

0 = Uy — Upy +2u +u
= e "< sin(2t — bx) (3(b* — a®) — 9) + cos(2t — bx) (12 — 6ab)

N -~ 2 N\’
=0 =0

Das resultierende nichtlineare Gleichungssystem ab =2 A b —a®> =3
besitzt die Losungen a = 1 und b = 2, und die Losung der Telegraphengleichung
lautet u(x,t) = 3e*sin(2t — 2z) .
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Aufgabe 16:

Man berechne durch einen Separationsansatz der Form wu(z,y) = f(x) - g(y) eine
Losung der Anfangsrandwertaufgabe

Au = 0, ze (0,m), y>0,
uw(z,0) = —sinbnz, x € [0, 7],
n
uy(z,0) = 0,
u©,y) = 0, y=0,
u(m,y) = 0.

und begriinde damit, warum keine stetige Abhéngigkeit von den Anfangsdaten vorliegt,
die Aufgabe also nicht korrekt gestellt ist.

Loésung:

Der Separationsansatz in die Differentialgleichung eingesetzt

@) 9"
fle)  gly)

f(@)gly) + f(x)g"(y) =0 =
liefert zwei gewohnliche Differentialgleichungen

f(x) + Af() =0 und  g"(y) — Ag(y) =0
Der Separationsansatz in die Randbedingungen eingesetzt liefert
0=u(0,y) = f(0)gly) = f(0)=0 (sonstgilt ¢g=0= u=0)
=u(my) = f(r)gly) = [f(m)=0
Zunéchst 16st man die gewdhnliche Randwertaufgabe

f@) + Af(x) =0 mit f(0)=0= f(m)

a) A=0: f'(z)=0= f(z)=ax+0b
Mit den Randbedingungen ergibt sich f =0 = u =0, d.h. keine Losung .
b) A<0: flz)=e" = p(p) =2 +A=0 = f(z) =aeV ™ +be Ve
Einsetzen in die Randbedingungen ergibt:

(ot o) ()= (30) - (0) 27 (3) - (3)

-~

-A

f=0 = u=0, d.h. keine Losung.

c) A>0: f(x)=e"" = pu):=p> +A1=0
= f(z) = asin(vAz) + bcos(v )
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Mit den Randbedingungen ergibt sich
0= f(0) =asin(0) + bcos(0) =b  und
0= f(n) =asin(v/Ar) = VAt =kr = \=k?

oder a=0 = f=0 = u=0, d.h. keine Losung.

Alle nichttrivialen Losungen der Randwertaufgabe in f sind also gegeben durch

fr(x) = agsinkr mit k=1,23,---

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ¢”(y) — k?g(y) = 0 lautet daher:
Ge(y) = &€ + dpe™ = ¢, sinh(ky) + dj, cosh(ky)
Damit erhélt man folgende Losungen der Ausgangsgleichung:
ug(x,y) = (A sinh(ky) + By, cosh(ky)) sin kx
und durch Superposition ergibt sich

(e 9]

u(z,y) = Z<Ak sinh(ky) + By, cosh(ky)) sin kz
k=1

Die verbleibenden Anfangsbedingungen ergeben:

4 [e.@] oo
— sinbnx = u(x,0) Z (Ag sinh(0) + By cosh(0)) sinkx = Z By, sin kx
k=1

n
k=1

4
= B5n:E und By =0 fiir 5n £ k
O):ZkAkcosh(O) sin kx :ZkAksinkx = Ay =0.

Damit wird die Aufgabe gel6st durch
up(x,y) = % cosh(bny) sin bna
Da die Losung wug(x,y) zu Nullanfangsbedingungen
w(z,0) =0 und wu,(z,0)=0

durch ug = 0 gegeben ist und fiir die Losung aus der Aufgabenstellung

4
lim u,(x,0) = lim —sinbnex =0 und (u,),(z,0) =0
n—0o0 n—oo M,

gilt, liegt fiir die Anfangsdaten ein stetiger Ubergang vor.

Dies gilt jedoch nicht fiir y > 0, denn

4
lim — cosh bny = oo

n—oo M
Fir y > 0 folgt lim wu, # ug, die Losung héngt damit nicht stetig von den Anfangs-
daten ab, ist also nicht korrekt gestellt.

Abgabetermin: 23.05.06 (zu Beginn der Ubung)



