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o INHALTE KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH

Inhalte Komplexe Funktionen.
Funktionentheorie bzw. Komplexe Analysis:
e Funktionen einer komplexen Variablen
e Modbius-Transformationen
e Komplexe Differentiation und Integration
e Ebene Potentialprobleme
e Konforme Abbildungen
e Cauchysche Integralformel und Anwendungen
e Taylor- und Laurent-Reihenentwicklungen
e Isolierte Singularititen und Residuen
e Integraltransformationen: Fourier- und Laplace-Transformation

e Shannon-Abtasttheorem
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o KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH

1 Komplexe Zahlen

Ausgangspunkt: Wir wollen alle Gleichungen der Form

x? =a firaeR

losen konnen.

Gute Nachricht:
Fiir nichtnegative a € [0, 00) gibt es stets (mindestens) ein x € R mit x* = a.

Schlechte Nachricht: Fiir negative a € (—o0,0) gibt es kein x € R mit x? = a.

Beispiel: Fiir a = —1 gibt es keine reelle Zahl x mit
X2 +1=0.
2

Was nun? Um alle Gleichungen der Form x“ = a losen zu kdnnen, miissen wir
den Zahlbereich der reellen Zahlen erweitern. Diese Zahlbereichserweiterung

fliihrt uns zum Korper der komplexen Zahlen, C.

Im folgenden wird die (algebraische und geometrische) Struktur von C diskutiert.
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Erste ldeen zur Einfithrung der komplexen Zahlen.

Startpunkt: Verwende symbolische Lésung i fiir Gleichung x? +1 =0, so dass
i =—1.

Die Zahl 1 heiBt imagindre Einheit.

Nachster Schritt: Mit der imaginaren Einheit bildet man nun die Zahlenmenge
C:={a+1ib|a,b € R}.

Dann fiihrt man die folgenden Rechenoperationen auf C ein.

e Addition:

(a7 +ib1) + (a2 +1ib2) = (a1 + az) +i(b7 + b2) fir a;,az,bq,b2 € R.

e Multiplikation:

(a;+ib1)(az+ibs) = (ajaz—b1bs)+i(a;br+arbq) fir a7, a2,b1,by € R.

Damit besitzt C eine algebraische Struktur.
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Prinzipielle Fragen zu den komplexen Zahlen.

e Was ist eigentlich 17

e Kann man mit den obigen Rechenoperationen widerspruchsfrei rechnen?

e Sind die Rechenoperationen konsistent mit den bekannten Rechenregeln in R?
e Kann man die komplexen Zahlen anordnen?

e Gibt es alternative Darstellungen fiir komplexe Zahlen?

e Sind mit Rechenoperationen in C geometrische Interpretationen verbunden?

° ...

e \Warum beschaftigen wir uns eigentlich mit komplexen Zahlen?

e ...und spater mit komplexen Funktionen?

e Gibt es hierzu interessante Anwendungen in den Ingenieurwissenschaften?
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Erinnerung: Die reellen Zahlen R bilden zusammen mit der Addition und der
Multiplikation einen Kérper. Es gelten folgende Kérperaxiome.

e Axiome der Addition.

Assoziativgesetz vx,y,z € R: x+(y+z) = (x+y)+z
Kommutativgesetz vx,y e R: X+y = y+x
Existenz der Null VxeR d0eR: x+0 = x
Existenz des Inversen Vxe€R d—xéeR: x+(—x) = 0

e Axiome der Multiplikation.

Assoziativgesetz Vx,y,z e R: (xy)z = x(yz)
Kommutativgesetz vx,y e R: Xy = yYx
Existenz der Eins VxeR d1eR: x-1 = x
Existenz des Inversen Vx € R\{0} Ix ' eR: xx~!' = 1.

e Distributivgesetz x(y + z) = xy + xz fiir alle x,y,z € R.
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o KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH

Zur Konstruktion der komplexen Zahlen.
Ausgangspunkt: Betrachte die Menge R? ={(a,b)|a,b € R} mit Addition

(a1,b1) + (az,b2) :== (a1 + az,b1 + b2) fiir (a7,b1), (az,b2) € R?
und Multiplikation
(a1,b1)-(az,b2) := (a1az—byb2,ar1by+azby) fiir (a7,b1), (az,b2) € R?.
Beobachtung: Die Multiplikation ist assoziativ und kommutativ; weiterhin gilt
(a,b)-(1,0) = (a, b) fiir (a,b) € R?,
d.h. (1,0) € C ist neutrales Element der Multiplikation. Die Gleichung
(a,b) - (x,y) = (1,0) fir (a,b) # (0,0)

besitzt die eindeutige Losung, das multiplikative Inverse zu (a,b),

a —b
=\ @ e )
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Zur Struktur der komplexen Zahlen.

Bemerkung: Die Menge R? bildet mit der Addition und Multiplikation einen
Korper, den Kérper der komplexen Zahlen, ab sofort bezeichnet mit C.
Ubung:

Weise Axiome der Addition und Multiplikation sowie Distributivgesetz nach. [

Beobachtung: Die Abbildung ¢ : R — C, definiert durch ¢(a) = (a,0) ist
injektiv. Fir alle aj,a, € R gilt
¢(a; +az2) = (a1 +az0)=(a,0)+ (az,0)=¢(ar)+ ¢(az)
¢(araz) = (ajaz,0)=(as,0)-(az2,0) =¢@(ar)- ¢(az)

Fazit:
e Konnen die reellen Zahlen mit komplexen Zahlen der Form (a, 0) identifizieren;
e Die reellen Zahlen bilden einen Unterkorper von C;

e Die Rechenregeln in C sind konsistent mit den Rechenregeln in R.
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o KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH

Der Korper der reellen Zahlen ist angeordnet.

Bemerkung: Die reellen Zahlen bilden einen angeordneten Koérper; es gelten

die folgenden Anordnungsaxiome.

e Fiir jedes x € R gilt entweder x > 0 oder x = 0 oder x < 0;
e Firx>0undy>0giltx+y >0;

e Fiir x >0 undy > 0 gilt xy > 0.

Frage: Ist der Kérper der komplexen Zahlen, C, angeordnet?
Antwort: NEIN!

Denn in einem angeordneten Korper sind von Null verschiedene Quadratzahlen
positiv. Ware C angeordnet, so folgt aus

0< 1% =1 und 0<i? =—1

der Widerspruch 0 < 1+ (—1) = 0. H
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Zur einfacheren Notation der komplexen Zahlen.
Vereinfachung der Notationen:

e Fiir a € R schreiben wir a statt (a,0);

e Die komplexe Einheit (0, 1) notieren wir mit 1i;

e Damit lasst sich jede komplexe Zahl (a, b) schreiben als
(a,b) = (a,0) 4+ (b,0)-(0,1) =a+b-1=a+1ib.

und es gilt
i2=1-1=(0,1)-(0,1) = (—1,0) = —1.

Fazit: Wir haben mit C einen Korper konstruiert, der R umfasst. Die Gleichung
X2 +1=0

ist in C losbar. Die einzigen beiden Losungen lauten 41.
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M KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH
Realteil und Imaginarteil.
Ab sofort bezeichnen wir komplexe Zahlen mit z oder w. Fiir
z=x+1y eC firx,y e R
heit x der Realteil und y der Imagindrteil von z, kurz
x = Re(z) und y =Im(z)
Es gelten die folgenden Rechenregeln
Re(z+w) = Re(z)+ Re(w) fir zy,w € C
Im(z+w) = Im(z)+ Im(w) fir zy,w e C
Re(az) = aRe(z) firzeC,aeR
Im(az) = alm(z) firze C,aeR
und weiterhin ; N J
Z:xz%—yz_ixz%—yz fir z #£ 0.
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A KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN

TUHH

Die komplexe Zahlenebene.

Geometrische Veranschaulichung: Wir stellen z = (x,y) € C als Punkt in der

komplexen Zahlenebene (GauBsche Zahlenebene)

dar, gegeben durch das kartesische Koordinatensystem des R?, mit einer

reellen Achse, R, und einer imagindren Achse, i-R.

Geometrische Veranschaulichung der Addition:

Durch iibliche Addition der Ortsvektoren nach der Parallelogrammregel.

45+

Z1+Z2

3.5

2sf y4

Addition zweier komplexer Zahlen.
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o KAPITEL 1: KOMPLEXE ZAHLEN TUHH

Konjugation komplexer Zahlen.

Ordne durch Spiegelung an reeller Achse jeder komplexen Zahl z = x 4+ iy mit
z:=x—1y e€C
konjugierte komplexe Zahl zu.

Es gelten die folgenden Rechenregeln.

WH+z = WHzZ firw,z e C

Wz = W-Z fiir w,z € C

zZ) = z firz e C

2z = x*+y? firz=x+1y e C
Re(z) = (z+42z)/2 firz e C
Im(z) = (z—12z)/(21) firze C

Insbesondere gilt z =z genau dann, wenn z € R.
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Die Betragsfunktion.

Setze
z| = Vz2zZ = /x2 + 4?2 firz=x+1y € C

fiir den Betrag von z sowie |w — z| fiir den Abstand zweier Zahlen w,z € C in
der komplexen Zahlenebene.

e Somit stellt |z] = |z — 0| den euklidischen Abstand von z zum Ursprung dar.
e Fiir z € R stimmt |z| mit dem ({iblichen) Betrag fiir reelle Zahlen iiberein.

e Es gelten die folgenden Abschatzungen.

—|z| < Re(z) < |z und — Izl < Im(z) < |z fur z € C.

Satz: Die Betragsfunktion liefert eine Norm auf C, denn es gelten die Relationen
e |z| > O fiir alle z € C und |z| = 0 genau dann, wenn z = 0;

o [w+z| < |w|+ |zl fiir alle w,z € C (Dreiecksungleichung);

o |[wz| =|w|- |z fiir alle w,z € C.
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Die Eulersche Formel.

In der komplexen Zahlenebene gilt fiir
z=x+1y
mit den Polarkoordinaten
(x,y) = lz[(cos(@),sin(¢))
die Eulersche Formel
z = |z|exp(i@) = |z[(cos(¢) +isin(¢@)),

wobei ¢ € (—m, 7 fiir z £ 0 den (eindeutigen) Winkel zwischen der positiven
reellen Achse und dem Strahl von 0 durch z = (x,y) darstellt.

Der Winkel ¢ € (—m, 7] wird ebenso als Argument von z # 0 bezeichnet, kurz

@ = arg(z) € (—m, 7.

2

Beispiel: i = (0,1) = exp(in/2), —1 = 1% = exp(in), somit gilt | e +1 =0 |
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Zur Geometrie der Multiplikation und Division.

Mit der Verwendung von Polarkoordinaten lasst sich die Multiplikation zweier
komplexer Zahlen w,z € C als Drehstreckung in der komplexen Zahlenebene
interpretieren, denn fiir

w = [w|(cos(1),sin()) und z = |z[(cos(@),sin(¢))
gilt
wz = |wl|-|z|(cos(p) +isin(1p))(cos(@) + isin(¢p))
= W[ |z|(cos(P + @) +1isin(P + @)) = W] - |z]exp(i(P + @))

bzw. mit der Eulerschen Formel
wz = [w| - |z|exp(iY) - exp(i@) = [w| - [z| exp(i(Y + @)).

Fiir die Division zweier komplexer Zahlen w,z € C mit z # 0 gilt analog

wow Y

— = —exp(i(h — @) = — (cos(P — @) +isin(P — @)).
z Z] |
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Potenzen und Einheitswurzeln.

Fiir die n-te Potenz z™, n € N, von z € C gilt die Darstellung

z" = (|zlexp(i))"™ = |zI™ exp(ing) = |z|™ (cos(ne) + isin(ne)).

Die Gleichung

zZ" =1

besitzt die n paarweise verschiedenen Losungen

2mk
zk:exp<i%> firk=0,...,n—1.

Diese Losungen werden als n-te Einheitswurzeln bezeichnet.
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2 Komplexe Funktionen

Wir betrachten komplexwertige Funktionen f einer komplexen Variablen.

2.1 Begriff und geometrische Deutung

Definition: Eine komplexe Funktion ist eine Funktion, deren Definitions- und
Wertebereich jeweils Punktmengen der komplexen Ebene sind. []

Bemerkung: Eine komplexe Funktion f: A — B mit Definitionsbereich A C C
und Wertebereich B C C ordnet jedem z € A ein eindeutiges w = f(z) € B zu.

Im konkreten Fall ist diese eindeutige Zuordnung
f:z— f(z2) firze A

durch eine explizite Abbildungsvorschrift gegeben.

Allerdings lassen sich (komplexe) Funktionen auch implizit definieren.
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Beispiele fiir komplexe Funktionen.

o f(z) = (3z+1)? fiir z € C;

o f(z) =exp(ix)+y firz=x+1y € C;

o f(z) =1/z fir z € C\{0}.
Man verwendet iiblicherweise das Symbol z € C fiir das Urbild und w € C fiir
den Wert von f, also w = f(z). Weiterhin notieren wir z = x + iy und

w=u+1iv d.h. u = Re(w) und v = Im(w)

bzw.

u(z) = Re(f(z)) und v(z) = Im(f(z)).

Frage: Wie stellen wir f graphisch dar?

Antwort: Wir skizzieren den Definitionsbereich und den Wertebereich in zweli
verschiedenen komplexen Ebenen, der z-Ebene (Urbildebene) und der
w-Ebene (Bildebene).
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Komplexe Funktionen einer reellen Variablen.

Wir betrachten gelegentlich komplexwertige Funktionen f : I — C mit einer
reellen Variablen, d.h. fiir einen Definitionsbereich I C R,

f:t— f(t) e C fur t € L.

Beispiele.
o f(t) = a+ bt fiir a,b € C, wobei b # 0;

o f(t) =exp(iwt) fir w € (0,00) C R;
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2.2 Lineare Funktionen

Definition: Eine komplexe Funktion f heiBt 1inear, falls f fiir feste komplexe
Konstanten a,b € C, a # 0, eine Darstellung der folgenden Form besitzt.

f(z) =az+Db fiir z € C

Frage: Wie konnen wir lineare Funktionen geometrisch deuten?

Spezialfall 1: Die Wahl a = 1 fiihrt zu einer Translation um b,

f(z) =z+D firze C

Spezialfall 2: Die Wahl a € (0,00) und b = 0 fiihrt zu einer Streckung
bzw. Stauchung,
f(z) = az firz e C

d.h. das Urbild z wird gestreckt (a > 1) oder gestaucht (0 < a < 1).
Allgemein spricht man von einer Skalierung mit Skalierungsfaktor a > 0.
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Spezialfall 3: Die Wahl a € C mit |a] =1 und b = 0 fiihrt zu einer Drehung
(bzw. Rotation)

f(z) = az firze C

genauer: Drehung um Winkel o € [0, 27t), wobei o« = arg(a), bzw. a = exp(ix).
Spezialfall 4: Die Wahl a € C, a # 0, und b = O fiihrt zu einer Drehstreckung
f(z) = az firz e C

die wir als Komposition einer Rotation und einer Skalierung verstehen.

Genauer gilt: Fiir

a = |ajexp(ix) mit o = arg(a)

handelt es sich um eine Rotation um Winkel o € [0, 27t) und Skalierung um |a/.
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Allgemeiner Fall: Fiir a,b € C, a # 0, lasst sich jede lineare Funktion
f(z) =az+b=|alexp(ix)z+ b

als Komposition
f = f3 ©) fz O f]

von drei Abbildungen schreiben:
e f1(z) = exp(ict)z eine Drehung um den Winkel « € [0, 271);
e f5(z) = |alz eine Streckung um den Skalierungsfaktor |a| > 0;
e f3(z) =z + b eine Verschiebung um den Vektor b.

Bemerkung: Drehung f; und Streckung f; kommutieren, d.h. lassen sich
vertauschen, denn es gilt
fz O f] = f] O fz

und somit
f=fz3o0fyof; =f30f; of).
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2.3 Quadratische Funktionen

Definition: Eine komplexe Funktion f heiSt quadratisch, falls f fiir feste
Konstanten a,b,c € C, a,b £ 0, eine Darstellung der folgenden Form besitzt.

f(z) =az?+bz+c fiir z € C
]

Wir betrachten zunachst das geometrische Verhalten der quadratischen Funktion

f(z) = z* fir z € C.

Dazu betrachten wir die Bilder der achsenparallelen Geraden unter f.

Setze w = z?. Dann ergibt die fiir z = x 4+ iy und W = u + iv die Darstellung
Y

2

w=u+iv =1z = (x +iy)* =x* —y? + 2ixy

und somit
u=x"—y und v = 2xy.
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — z°.

Fiir das Bild einer zur x-Achse parallelen Geraden y = yo bekommt man somit

u = x*—y;

v = 2xyo
Fiir yo = 0 (die x-Achse) bekommen wir u = x? und v = 0.

Fiir yo # 0 kénnen wir x mit x =v/(2yg) eliminieren, und bekommen somit

LG
T

eine nach rechts geoffnete Parabel, symmetrisch zur u-Achse mit Brennpunkt
Null, und den Schnittpunkten u = —y3 (mit u-Achse) und v = £2y3 (v-Achse).

Fazit: Die Schar zur x-Achse paralleler Geraden wird durch die quadratische
Funktion f(z) = z? auf eine Schar konfokaler (d.h. gleiche Symmetrieachse,
gleicher Brennpunkt) nach rechts gedffneter Parabeln abgebildet.

Die Geraden y =yp und y = —yo werden auf die gleiche Parabel abgebildet.
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — z°.

Fiir das Bild einer zur y-Achse parallelen Geraden x = x¢p bekommt man somit

o= Xy
v = 2xo0y
Fiir xo = 0 (die y-Achse) bekommen wir u = —y? und v = 0.

Fiir xo # 0 kdnnen wir y mit y =v/(2xo) eliminieren, und bekommen somit
2
v
u = X% )
4x35

eine nach links geoffnete Parabel, symmetrisch zur u-Achse mit Brennpunkt
Null, und den Schnittpunkten u = —x% (mit u-Achse) und v = 4-2x3 (v-Achse).

Fazit: Die Schar zur y-Achse paralleler Geraden wird durch die Funktion
f(z) = z* auf eine Schar konfokaler nach links gedffneter Parabeln abgebildet.

Die Geraden x = xp und x = —xo werden auf die gleiche Parabel abgebildet.

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2025 (© ARMIN ISKE 27



UH
o KAPITEL 2: KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH

Bilder achsenparalleler Geraden unter z — 27,

_ I I I I I
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20

Urbild. Bild von f(z) = z°.
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Allgemeine quadratische Funktionen.
Fir a,b,c € C, a,b # 0, und mit der Darstellung
2
5 b
f(z) = az +bz+c:a<z+—> ——4c
2a
setzt sich jede quadratische Funktion als Komposition
f:f40f30f20f1
von vier Abbildungen zusammen:
e der Translation f1(z) =z + 2%;
e der quadratischen Funktion f,(z) = z?;
e der Drehstreckung f3(z) = az;
e der Translation f4(z) =z — % + C.
[]
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2.4 Die Exponentialfunktion

Definition: Die komplexe Exponentialfunktion exp:C — C ist definiert
durch

exp(z) = e* = e = eX(cos(y) + isin(y)) flir z = x + 1y.

Beachte: Es gilt das Additiontheorem
e?1 %2 = g%1 g2 fir z1,z, € C.
Frage: Wie sieht die komplexe Exponentialfunktion z — exp(z) aus?
Fir w =exp(z), z=x+ 1y und w = u + iv bekommen wir
w=u+iv =e* = e*(cos(y) + isin(y))

und somit
u = e~ cos(y) und v =-e"sin(y).
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — exp(z).

Fiir das Bild einer zur x-Achse parallelen Geraden y = yo bekommt man somit
u = e*cos(yo)

v = e*sin(yo)

e Fiir festes yo ergibt dies ein vom Ursprung ausgehenden Strahl,
der mit der positiven x-Achse den Winkel ygo einschlieBt.

e Fiir Winkel yo und yy, die sich um ein Vielfaches von 27t unterscheiden, d.h.
Y1 = Yo + 27k fiir ein k € Z

ergibt sich der gleiche Strahl.

e Genauer: Wegen der Periodizitat von exp(z) gilt
eZ F2Tk — oZe2TK — o2 (cog(27tk) + isin(27k)) = €% - 1 = 2.

d.h. zwei Punkte mit gleichen Realteilen, deren Imaginarteile sich um ein
Vielfaches von 27t unterscheiden, werden auf den gleichen Punkt abgebildet.
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z — exp(z).

Fiir das Bild einer zur y-Achse parallelen Geraden x = x¢ bekommt man

u=e%cosly) und  v=e¥sin(y)

o Fiir festes x¢ ergibt dies einen Kreis um Null mit Radius e*°.

e Beachte: Der Nullpunkt liegt nicht im Bild der Exponentialfunktion, d.h. es
gibt kein Argument z € C mit exp(z) = 0. Somit gilt e* =~ 0 fiir alle z € C.

e Beobachtung: Die Exponentialfunktion bildet Rechtecksgitter im kartesischen
Koordinatensystem auf Netz von Kurven ab, die sich rechtwinklig schneiden.

e Genauer: Kurven, die sich im kartesischen Koordinatensystem rechtwinklig
schneiden, werden unter der Exponentialfunktion exp auf Kurven abgebildet,
die sich ebenso (im jeweiligen Schnittpunkt) rechtwinklig schneiden.

e Noch allgemeiner: Die Exponentialfunktion ist in C \ {0} winkeltreu
(bzw. konform). Genauere Details dazu spater.
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Bilder achsenparalleler Geraden unter z —— exp(z).

| | | | | I I I I I I _ i i i i i
-1 -08 -06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 -3 -2 -1 0 1 2 3

Urbild. Bild von f(z) = exp(z).
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2.5 Die Umkehrfunktion

Definition: Eine komplexe Funktion f(z) heift eineindeutig (injektiv),
wenn es zu jedem Punkt w € C ihres Wertebereichs genau einen Punkt z € C
ihres Definitionsbereichs gibt mit f(z) = w. ]

e Injektive Funktionen nehmen jeden Wert ihres Wertebereichs genau einmal an.

e Man nennt injektive Funktionen auch schlicht.

Beispiele.
e die lineare Funktion f(z) = az+ b, a # 0, ist injektiv.

e die quadratische Funktion f(z) = z2 . ist nicht injektiv, denn es gilt
f(z) = f(—z) fur alle z € C.

e die komplexe Exponentialfunktion exp(z) ist nicht injektiv, denn es gilt
exp(z) = exp(z + 2mik) fiir alle k € Z und alle z € C.

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2025 (© ARMIN ISKE 34



o KAPITEL 2: KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH

Einschrankung des Definitionsbereichs.

Bemerkung: Eine nicht injektive Funktion wird ggf. durch eine geeignete

Einschrankung ihres Definitionsbereichs injektiv.

Beispiel: Betrachte die quadratische Funktion
f(z) = z* fir z € C mit Re(z) >0

auf der rechten Halbebene {z € C|Re(z) > 0}. Hier ist f injektiv.
Weiterhin ist in diesem Fall der Bildbereich gegeben durch die
aufgeschnittene komplexe Ebene
C~ = {ze€Cl|Ilm(z) #0 oder Re(z) > 0}
= C\{zeR|z<0}

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2025 (© ARMIN ISKE 35



UH
o KAPITEL 2: KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH

Wertebereich von z — z? auf rechter Halbebene.

Die rechte Halbebene Die aufgeschnittene komplexe Ebene C™

(Definitionsbereich) (Wertebereich)
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Umkehrfunktion.

Definition: Sei f eine injektive Funktion mit Definitionsbereich D(f) und
Wertebereich W(f). Dann ist die Umkehrfunktion f~' : W(f) — D(f) zu f
diejenige Funktion, die jedem Punkt w € W(f) den (eindeutigen) Punkt
z € D(f) mit f(z) =w zuordnet, d.h. es gilt =1 (w) =z bzw.

(f1of)(z) = z fiir alle z € D(f)

(fof (w) = w fur alle w € W(f)

Beispiel: Fiir den Definitionsbereich

D(f)={z=1e'* €Clr>0und —7/2 < ¢ < 7/2}

existiert die Umkehrfunktion f=! von f(z) = z? mit Wertebereich W(f) = C~.

Fiir den Hauptwert der Wurzel f~': W(f) — D(f) gilt

w=1{f"1(z) = ret®/?

fiir z =re'® mit ¢ = arg(z) € (—n/2,7/2).
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Umkehrfunktion der n-ten Potenz.

Beispiel: Die Potenzfunktion
f(z) =2z" firzeC, n>2

ist fir den Definitionsbereich

D(f):{ZEC‘ —E<arg(z)<f}
n n

injektiv. Fiir den Wertebereich bekommt man in diesem Fall W(f) = C~.

Fiir die Umkehrfunktion f=! : W(f) — D(f) gilt

. . T T
w="~1"1(z) = Yret®/" fir z=1re'? mit @ = arg(z) € (_E’ E) :
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Beispiel n = 4: Betrachte die Funktion z — z*.

{z e C|arg(z) € (—m/4,t/4)} Die aufgeschnittene komplexe Ebene C—
(Definitionsbereich) (Wertebereich)
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2.6 Der komplexe Logarithmus und allgemeine Potenzen

Ziel: Umkehrung der komplexen Exponentialfunktion
f(z) = exp(z).
Beachte: Die Exponentialfunktion exp(z) ist fiir alle z € C erklart, und es gilt
D(exp) =C und W(f) = C\ {0}

fur den Definitions- und Wertebereich.

Aber: Die Exponentialfunktion ist nicht injektiv auf C.

1

Also: Zur Konstruktion einer Umkehrfunktion exp™' von exp miissen wir den

Definitionsbereich von exp geeignet einschranken.

Frage: Sei z =x +1iy € W(exp). Welche Werte w = u + iv kommen in Frage,
so dass

gilt?
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Konstruktion des komplexen Logarithmus.
Ausgangspunkt: Fiir z = x + iy € W(exp) soll gelten

eV =2z fir ein w=u-+1v € C.

Dann gilt

W|_

e™] = [e"] =1z

und somit u = log(|z|), wobei log : (0,00) — R der reelle Logarithmus.

Weiterhin gilt
arg(e™) = arg(e“ V) = arg(e%e™) = v

und somit v = arg(z). Daher besteht die Menge der Lésungen von eV = z aus

den komplexen Zahlen
w = log(|z|) + i(arg(z) + 27k) firk € Z

und jedes w € C mit " = z heiBt Logarithmus von z. Fiir z € C bezeichnet
die Menge {Log(z)}:={w € C|e"™ = z} den mengenwertigen komplexen
Logarithmus von z. ]
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Der mengenwertige komplexe Logarithmus.
Beispiel 1: Wie sieht der komplexe Logarithmus {Log(—1)} von —1 aus?
Zunachst gilt log(] — 1]) = log(1) = 0.

Die Zahlen £, 437, 457, ... sind die Argumente von —1. Somit gilt

{Log(—1)} ={i(2k+ 1)t |k € Z}

fiir die Werte des Logarithmus von —1.

Beispiel 2: Wie sieht der komplexe Logarithmus {Log(—1 4+ 1)} von —1 + 1 aus?

__3m

Zunichst gilt | — 1 4+ 1] = v/2 und weiterhin ist arg(—1 +1) = =7 ein mogliches
Argument von —1 4 1. Somit gilt

37

{Log(—1+1)} = {Iog(\fZ) +1 (T + 27tk> |k € Z}

fiir die Werte des Logarithmus von —1 4+ 1.

Beispiel 3: Fiir x > 0 gilt {Log(x)} = {log(x) + 2mik |k € Z}.
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Der Hauptwert des Logarithmus.

Die vorherigen Uberlegungen zur Gleichung
z=-¢e"
zeigten, dass die Exponentialfunktion auf dem Streifen
S=welC| —n<Imw) <m}
injektiv ist. Der zugehorige Wertebereich ist C™.
Der einzige Wert von {Log(z)}, der zu dem Streifen S gehort, ist

w = log(|z]) +iarg(z) mit — 7 < arg(z) < .

Dieser Wert heiBt der Hauptwert des Logarithmus von z, kurz Log(z). []

Bemerkung: Der Hauptwert des Logarithmus ist nur in der aufgeschnittenen
komplexen Ebene C™ definiert. Auf der negativen reellen Achse und bei z =0
ist Log(z) nicht definiert. Auf der positiven reellen Achse stimmt Log(z) mit
dem reellen Logarithmus log(x) liberein. []
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Die allgemeine Potenz.

Definition: Fiir a,b € C bezeichnet {a®} die Menge der komplexen Zahlen
ebiloglal) fiir a # 0
wobei {Log(a)} = {log(|a|) + i(arg(a) + 27tk) | k € Z}. Somit gilt

{ab} _ {eb[log(lal)—|—i(oc—|—27tk)} ’k c Z}

wobei o = arg(a). Liegt a in der aufgeschnittenen komplexen Ebene, a € C—,
so enthilt die Menge {a®} den Wert

blLog(a) b(log(la])+ix)

e —=e mit « = arg(a) € (—m, 7).

Dieser Wert heiBt der Hauptwert von {a®}. O
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Beispiele.
1.) Sei a =re'* € C\ {0} und b =n € N. Dann gilt
{Clb} _ {en(log(r)—|—ioc—|—27tik) ’k c Z} _ {en log(r)+inoa+2mikn ’ k € Z}
_ {rneinocebrikn ’ = Z} _ (reioc)n _ Tneinoc —a-...-q
n-mal

2.) Fiir x > 0 ist e-°8(*) = cos(log(x)) + isin(log(x)) Hauptwert von {x'}.
3.) Sei a =re** € C\ {0} und n € N. Dann gilt

{a1/n} _ {6(1/n)(log(r)+ioc+27cik) ’k c Z} _ {Tj/neioc/neZTtik/n ’ = Z}
_ {T1/neioc/n627rik/n ‘ 0 < k < Tl}
d.h. die Werte z von {a'/™} sind die n-ten Wurzeln von a, so dass z™ = a, kurz
z= Va

mit Hauptwert r'/™et*/™ fiir /1 = arg(a)/n € (—n/n, t/N). ]
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Bemerkung.

Die aus der reellen Analysis bekannte Funktionalgleichung
log(ab) = log(a) + log(b) fir alle a,b >0

gilt fiir Hauptwerte des komplexen Logarithmus im Allgemeinen nicht, d.h. es
gibt a,b € C™ mit
Log(ab) # Log(a) + Log(b),

Beispiel: Fiir a =1 und b = —1 4+ 1 bekommen wir
: : L TC .3 .5
Log(i) + Log(—14+1) = 5 + log(V2) + Lym= log(V/2) + LT
~£  log(V2) — i%ﬂ — Log(—1 —1) = Log(i(—1 +1)).
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Weitere Bemerkung. Es gilt die Gleichung

Hauptwert von {a®} - Hauptwert von {a®} = Hauptwert von {a®"¢}.

Beweis: Mit « := arg(a) € (—, ) ist

A — ebllogllal)+iad

der Hauptwert von {a®} = {eb['og(|a|)+i(oc+27fk)]} . Genauso ist

B :— ecllogllal)+ial

der Hauptwert von {a‘} und

C:— e(b+c)[|og(|a|)+io¢]

der Hauptwert von {a®*¢}.

SchlieBlich gilt

A-B= eb[log(lal)—|—ioc] _ ec[log(lal)—|—io¢] _ e(b—|—c)[Iog(|(1|)—|—ioc] — C.
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2.7 Die Joukowski-Funktion

Die Joukowski-Funktion, definiert durch

1 ]
flz) =z (z+ - firz#0
(z) > ( + Z) ir z # 0,
ist im Zusammenhang mit Stromungsproblemen von Interesse (Details spater).

Beobachtung: Es gilt die Symmetrie

f(z) =f(1/z) fiir z #£ 0.
Ziel: Analysiere das geometrische Verhalten der Joukowski-Funktion.

2\ 2

die Bilder der Kreise |z| = const und der Strahlen arg(z) = const.

Bestimme dazu fur
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Geometrisches Verhalten der Joukowski-Funktion.

Fur
z =T1e'? und w=1u-+1v

bekommen wir 1 1
u+iv == (rei‘p + —ei“)>

2 T
und somit
1 1 1 1Y\ .
u=—=|r+ - cos(y) und v=—=|(1r——]sin(p).
2 T 2 T
Fiir das Bild des Kreises 1 = 19 > 0 bekommen wir die Parameterdarstellung
u = 3 (ro + :—O) cos(¢) \
> 0 < < 2m,
v = 3 (To—:—()) sin(@) )

fur den Einheitskreis 1o = 1 somit u = cos(¢), fiir 0 < ¢ < 2m, und v = 0, also
die Strecke zwischen den Punkten —1 und 1, die zweimal durchlaufen wird. [
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Geometrisches Verhalten der Joukowski-Funktion.

Fiir ro #% 1 konnen wir ¢ eliminieren, womit man die Ellipse

mit den Halbachsen

1 1 1
a:—<T0+—) Und b:_
2 To

und Brennpunkten +1 bekommt.

Fazit: Die Joukowski-Funktion bildet eine Schar von Kreisen r = const auf eine
Schar kofokaler Ellipsen ab. Die beiden Kreise r = 1o und r = 1/1y werden
dabei auf die gleiche Ellipse abgebildet. [
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Geometrisches Verhalten der Joukowski-Funktion.

Fiir das Bild eines Strahls ¢ = @y bekommt man

\

u = I(r+1)cos(po)
> 0<T< 00,
v = 2 (r—1)sin(eo) )
fiir die positive x-Achse @o = 0 somit
.
_ 1 1
w o= 3(r+7)
> 0<T< o0,
v = 0

/

das Stiick {(u,0) |1 <u < oo} der u-Achse.
Analog erhalten wir fiir die negative x-Achse ¢y = 7t das Stiick —oco < u < —1.

Die Strahlen @y = 7t/2 (positive y-Achse) und @o = 371/2 (negative y-Achse)
werden auf die komplette v-Achse abgebildet.
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Geometrisches Verhalten der Joukowski-Funktion.

Falls @ ¢ {0, 7t/2, 7, 31t/2}, so kdnnen wir T eliminieren, womit wir die Hyperbel

u? B V2 1
cos? (o) sinz((po)
mit den Halbachsen
a = |cos(@o) und b = [sin(@o)

bekommen. Der Abstand der Brennpunkte der Hyperbel von Zentrum betragt

VvV a? +b? = \/cosz((po) +sin®(@o) = 1.

Somit liegen die beiden Brennpunkte bei £1.
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Bilder unter der Joukowski-Funktion.

Urbild.

Bild der Joukowski-Funktion.
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Weitere Bemerkungen zur Joukowski-Funktion.

Bemerkung und Fazit: Die Joukowski-Funktion bildet das
Polarkoordinatennetz auf ein Netz von Ellipsen und Hyperbeln ab, die sich
jeweils im rechten Winkel schneiden. Die Joukowski-Funktion ist winkeltreu.

Bemerkung: Die Joukowski-Funktion ist auf ihrem Definitionsbereich C \ {0}
nicht injektiv, denn fiir jedes z € C \ {%1,0} gilt z % 1/z, aber f(z) = f(1/z).

Bemerkung: Auf den folgenden zwei Einschrankungen ihres Definitionsbereichs
ist die Joukowski-Funktion injektiv.

(a) Auf dem Komplement des Einheitskreises D(f) ={z € C||z| > 1}.
(b) Auf der oberen Halbebene D(f) ={z € C|Im(z) > 0}.

Bemerkung: Die Umkehrfunktion w = f~1(z) der Joukowski-Funktion f(w)
bekommt man durch Auflosen resultierenden der quadratischen Gleichung

w2 —2zw+1 =0

nach w in dem jeweiligen Definitionsbereich D(f), somit w =z + vz —1. 0O
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2.8 Komplexe trigonometrische Funktionen

Die Beziehungen der Eulerschen Formel sind fiir x € R schon bekannt.

e

—1X

€

1x

cos(x) + isin(x)

cos(x) — isin(x)

Hieraus ergeben sich durch Addition bzw. Subtraktion die Formeln

COSX

sin X

C(ere ™) firxeR
% (e —e™ ™) firx e R

Die rechten Seiten sind jedoch auch fiir beliebige komplexe Argumente definiert.

Somit setzen wir

COoSs zZ

sin z

(eiZ + e_iz) fir z € C

_ N =

(eiZ — e_iz) fir z € C

2i
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Rechenregeln fiir trigonometrische Funktionen.

Es gilt
cos(z +2m) = % (ei(z+2“) + e_i(Z+2”))
_ % (eizezm 4 e—ize—27d>
_ ey
— cos(z)
fir alle z € C. Analog zeigt man
sin(z + 271) = sin(z) fur alle z € C.

Fazit: Die komplexen trigonometrischen Funktionen sin und cos sind (genauso
wie die reellen trigonometrischen Funktionen) periodisch mit Periode 27t. []
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Weitere Rechenregeln.

Symmetrie.

cos(z) = cos(—z) fur alle z € C

sin(z) = —sin(—z) fur alle z € C

Phasenverschiebung.

T 1 : : 1 . . .
i _ — i(z+m/2) _ —i(z+7t/2)) _ iz im/2  —iz —17'(/2)
sin <z+ 2) % (e e ) % (e e e e
1 - 1z ) ,—1z ] 1z —iz
= 5 (ie” — (—1)e %) = 3 (e 4+ e~ %) = cos(z)

Zerlegung der Eins.
cos®(z) 4 sin®(z) = 1 fur alle z € C.
Additionstheoreme.

cos(z1 +z2) = «cos(z7)cos(za) —sin(z1)sin(z2) fur alle z1,z, € C

sin(z1 +2z2) = sin(z7)cos(zz) + cos(z7)sin(z7) fur alle z1,z, € C.

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2025 (© ARMIN ISKE 57



UH
o KAPITEL 3: MOBIUS-TRANSFORMATIONEN TUHH

3 Mobius-Transformationen

3.1 Die stereographische Projektion

Vorbemerkungen: Bei der Untersuchung rationaler Funktionen

R(z) = @ mit Polynomen p,q: C — C
q(z)
ist es sinnvoll, die Liicken des Definitionsbereichs (d.h. die Nullstellen von q(z))
dadurch zu schlieBen, dass man R(z) dort den “Wert” oo zuordnet, sofern nicht

gleichzeitig der Zahler p(z) dort verschwindet.

Notation: Falls z* € C Nullstelle von ¢, d.h. q(z*) =0, und p(z*) # 0, so
schreibt man R(z*) := oo, d.h. der Wertebereich von R wird um die “Zahl” oo
erweltert.

Definition: /n der Erweiterung C* = C U {0} der komplexen Zahlenebene wird
o0 als unendlich ferner Punkt bezeichnet. []
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Erweiterung der Rechenregeln fur C*.

Auf der erweiterten komplexen Zahlenebene C* werden folgende Rechenregeln
(zusatzlich zu den iiblichen Rechenregeln in C) vereinbart.

at+oo = o firae C
a-oo = o0 fir a € C\ {0}
a/oo = 0 fira e C

Warnung: Die Verkniipfungen 0 - oo und oo = oo lassen sich nicht sinnvoll
(d.h. nicht widerspruchsfrei) definieren.

Topologische Bedeutung: Die erweiterte komplexe Zahlenebene C* ist ein
topologischer Raum. Fiir eine komplexe Zahlenfolge {zn }n, zn # 0, gilt

Zn — oo firn — oo — 1/z = 0  firn — oo

C* ist folgenkompakt, d.h. jede Folge in C* besitzt (mindestens) einen
Haufungspunkt. Daher wird C* als Kompaktifizierung von C bezeichnet. [
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Die stereographische Projektion.

Definition: Die stereographische Projektion ist diejenige Abbildung
P:S? — C* der Riemannschen Zahlenkugel S* ={X € R?|||X|| = 1} auf

die erweiterte komplexe Ebene C*, die jedem Punkt X € S X = N = (0,0, 1 )T,

den DurchstoBpunkt P(X) der Geraden durch X und N durch die X1-X;—Ebene
zuordnet, und weiterhin P(N) := oo.

Die stereographische Projektion besitzt die folgende analytische Darstellung.

X7 4 iX
z=P(X) = 11 _+>‘<32 c C* fiir X = (Xq,X2,X3)T € §2.

Bemerkungen:
e Die stereographische Projektion P : S — C* ist bijektiv.
e Die Umkehrabbildung P~ von P ist gegeben durch

z+z z—z zz—1
1+221(1+22)" 1+ 2z

.
X=P1(z):( ) e S? fur z € C*.
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Die stereographische Projektion P : S* — C*.

e Die obere Hilfte der Sphire S? (die obere Halbkugel) wird durch P auf |z| > 1
abgebildet, die untere Halfte (untere Halbkugel) wird auf |z] < 1 abgebildet.
Der Aquator

A={XeS*|X=(X1,X2,0)"}
bleibt fest, d.h. jeder Punkt a € A ist Fixpunkt von P, so dass P(a) = a. [
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Geometrie der stereographischen Projektion.

Unter einem sphédrischen Bild U einer Menge B C C* verstehen wir im
folgenden das Urbild unter der stereographischen Projektion, so dass P(U) = B.

Satz: Fiir die stereographische Projektion gelten folgende Eigenschaften.

e Das spharische Bild einer Geraden in C* ist ein Kreis auf S2. der durch N
geht.

e Ein Kreis auf S?, der durch N geht, wird durch die stereographische
Projektion auf eine Gerade in C* abgebildet.

e Das spharische Bild eines Kreises in C ist ein Kreis auf S2. der nicht durch
N geht.

e Ein Kreis auf S?, der nicht durch N geht, wird durch die stereographische
Projektion auf einen Kreis in C abgebildet.

e Die stereographische Projektion ist kreistreu.
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3.2 Mobius-Transformationen

Definition: Eine rationale Abbildung der Form

b
w=T(z) = (cli—td mit ad # bc

heift Mobius-Transformation. L]

Bemerkungen: Fiir eine Mobius-Transformation T : C* — C* gilt:
e /Zahler und Nenner haben verschiedene Nullstellen.

e T(—d/c) = o0 und T(oco) = a/c.

e T(z) ist bijektiv mit Umkehrabbildung T~' : C* — C*,

T Tw) = V=P
—Cw + a
Beachte: ] . ] )
a b ] d -—b
c 4! ad—bc| o 4
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TUHH

Komposition von Mobius-Transformationen.

Satz: Die Komposition zweier Mébius-Transformationen ist eine

Mobius- Transformation. Genauer gilt:

az+ b

=T = fii b
w 1(z) —— iir ad # bc
L= (ToT)(z) =Thw) = TP e 2p
= (l20oh = 12 T w4 Y
_ Az+B
~ Cz+D
mit i i i o i
A B | |« B a
C D Yy O C
]
64
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Kreistreue von Mobius-Transformationen.

Satz: Mébius- Transformationen sind kreistreu, d.h. (verallgemeinerte) Kreise in
C* gehen durch Mébius-Transformationen in (verallgemeinerte) Kreise iiber.

Beweis: Sei T(z) = % mit ad # bc eine Mdbius-Transformation.

Fall (a): Fiir c =0 ist T linear und somit kreistreu.
Fall (b): Fiir ¢ # 0 zerlegen wir T wie folgt.
az+b a ad—bc |

cz+d ¢ c cz+d

T(z) =

Im Folgenden zeigen wir, dass f(z) = 1/z kreistreu ist.
Denn: Dann ist T(z) (als Komposition kreistreuer Abbildungen) kreistreu.

Um zu zeigen, dass f kreistreu ist, wenden wir die (kreistreue!) stereographische
Projektion auf w =1/z an.
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Es gilt

_ _ _ T
zZ+7z z—z zz—1
+ ) c S?

X=P '(z2) =
) (1+zz’i(1+zz)’1+zz

Fiir das Bild von 1/z unter P~ bekommen wir somit

X = FX)=P ' (1/z2)

B ( 1/24+1/Z 1/2—1/z (1/z)(1/z)—1)T
1+ (0/201/2) 100+ (1/2)(1/2)) 1+ (1/2)(1/7Z)

B z+z z—-Z _zZ—] T
- \1+4+22° i(1+2zz)) 142z

= (X1,—X2,—X3)"

Beachte: F(X) beschreibt eine Drehung um die X;-Achse um den Winkel 7.
Die Abbildung F(X) ist offensichtlich kreistreu, und somit ist die Komposition

f(z) =PoFo P!

kreistreu. |
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Bemerkungen zu Madbius-Tranformationen.

Bemerkung: Fiir eine Mobius-Transformation

az+b
=T(z) = It b
w (z) Ztd mit ad # bc

gelten die folgenden Eigenschaften.

o (Verallgemeinerte) Kreise durch den Punkt —d/c werden durch T auf

Geraden in der w-Ebene abgebildet.

e Alle Geraden der z-Ebene werden durch T in (verallgemeinerte) Kreise der

w-Ebene durch den Punkt a/c abgebildet.

e Kreise, die nicht durch den Punkt —d/c gehen, werden durch T in Kreise

abgebildet, die nicht durch den Punkt a/c gehen.
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Doppelverhialtnisse und Mobius-Tranformationen.

Satz: Seien z1,z7,z3 € C* und wi,wy, w3 € C* jeweils paarweise verschieden.
Dann gibt es genau eine Mébius-Transformation w = T(z), die die
Interpolationsbedingungen

wj = T(z;) fir j=1,2,3

erflillt.

Die interpolierende Mébius-Transformation T(z) ist gegeben durch die

Dreipunkteformel

W — Wi .W3—W1 _Z—Z1 .23—21

W—Wy W3—W>r Z—2r Z3—2Zy

[]
Definition: Der Ausdruck
Z0 —Z1 Z3 — Z1
D(zo,21,22,23) = : :
Z0 —Z2 Z3— 22
heiBt das Doppelverhdltnis der Punkte zp,z1,22,23. []
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Beispiel.
Gesucht:
Eine Mobius-Transformation T(z) mit T(1) =1, T(i) = —i und T(0) = 0.
Nach der Dreipunkteformel bekommt man
w—1i 0—1 z—1 0-1
wH+i 0+1 z—1 0—-1
und somit (durch Auflésen nach w)
(T4+1)z
p— T j—
w=TE= .o n
Ubungsaufgabe:
Uberpriife die Giiltigkeit der obigen Interpolationsbedingungen an T(z). []
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Symmetrie zum Kreis.

Liegen die Punkte z und z’ wie in der folgenden Abbildung, so sagt man, die
Punkte z und z’ liegen symmetrisch zum Kreis C ={z € C||z —z¢| = R}

Die Punkte z und z' liegen symmetrisch zum Kreis C.
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Bemerkungen zu Symmetrien zum Kreis.

e Die Abbildung z —— 2z’ heiBt Inversion am Kreis bzw.

Spliegelung am Kreis.

e Ein Punkt z mit |z — zp| < R ist stets zu einem Punkt z/ mit |2/ — zo| > R

symmetrisch.
e Gilt |z—zo| =R, so ist z zu sich selbst symmetrisch, d.h. z/ = z.

e Der Punkt z =z ist zu 2/ = 0o symmetrisch.

o Esgilt (z—2z0)(z/ —z0) = R?%.
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Mobius-Transformationen und Kreissymmetrien.

Satz:
Mébius- Transformationen erhalten Symmetrien zu (verallgemeinerten) Kreisen.

Genauer gilt:

Ist C ein (verallgemeinerter) Kreis in C* und liegen z und z' symmetrisch zu C,
so liegen die Bilder von z,z' unter einer Mébius- Transformation symmetrisch zu
demjenigen (verallgemeinerten) Kreis in C*, der das Bild von C darstellt. []
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BEiSpiEl. Gesucht ist eine Mobius-Transformation w = T(z), die den Kreis
1z| = 2 auf den Kreis [w + 1] = 1 abbildet mit T(—2) =0 und T(0) =i.

-2 -1 0 1 2

Losung: zo = 0 und z3 = oo liegen symmetrisch zu |z| = 2. Daher miissen die
Bilder wo, =1 und w3 = T(oco) symmetrisch zum Kreis [w + 1] = 1 liegen.
Somit gilt (wy +1)(w3z 4+ 1) =1 und damit w3 = 0.5(—1 +1).

Mit der Dreipunkteformel folgt nun
w—0 w3—0 z+2 z3+2

W—i.Wg—i Z—O.Zg—o

)
Z3—0O0

und somit )
z
= T = — . l:l
W (z) (1T+1i)z+ 21
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BEiSpiEl. Gesucht ist eine Mobius-Transformation w = T(z), die die obere

Halbebene Im(z) > 0 auf die Kreisscheibe |w| < T abbildet und einen gegebenen
Punkt z7 mit Im(z7) > 0 auf w; = 0 abbildet.

Losung: Aus Symmetriegriinden muss z, = z7 auf w, = oo abgebildet werden.
Daraus folgt
Z— Z1

W=¢—r mit |c| = 1.
Z— Z1
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Beispiel.
Fir b > a > 0 betrachten wir die Mobius-Transformation
w=T(z) = ZTPp wobei p = Vab € (a,b)
—z+p

Fiir die folgenden Auswertungen von T bekommen wir

21,2::|:‘p — W])ZZOO,O
b
23)4:(1,b — W3,4::|:\/a+\/7::|:p mit p > 1
Vb —/a
b— ]
Z56 = —a,—b — Ws5 6 = if va = +—
a++vb P
Z7.8 :0,00 — Z7.8 = 1,—].
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Fortsetzung des Beispiels.
e Die x-Achse wird durch T auf die u-Achse abgebildet.

e Punkte, die symmetrisch zur x-Achse liegen, werden auf Punkte abgebildet,

die symmetrisch zur u-Achse liegen.

o Kreise, die symmetrisch zur x-Achse liegen, werden auf Kreise abgebildet,

die symmetrisch zur u-Achse liegen.

-5 0 ] -2 -1 0 1 2

Relevante Anwendung: Das elektrostatische Feld im AuBeren von zwei
stromdurchflossenen parallelen Leitern wird in das Feld eines
Zylinderkondensators abgebildet. []
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4 Analytische Funktionen

4.1 Komplexe Differenzierbarkeit

Fragen:
e Wie differenziert man (sinnvollerweise) komplexe Funktionen?
e Wie definiert man Grenzwerte im Komplexen?
e Was bedeutet Stetigkeit einer komplexen Funktionen?
Ansatz: Sei f(z) : D — C eine komplexe Funktion mit

f(z) =u(z) +iv(z)

wobei u,v: D — R reellwertig. Setze weiterhin z = x + 1y, so dass

flz) =flx,y)  ulz)=ulxy)  v(z) =vixy).
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Komplexe Differentiale.
Voraussetzungen:
e Sei zp = Xo + 1yo ein fester Punkt im Definitionsbereich D(f) von f.

e Es gebe eine (offene) Umgebung um zy, in der die reellen Funktionen
u=u(x,y), v=v(x,y) jeweils stetige partielle Ableitungen nach x,y haben,
d.h. die partiellen Ableitungen u,, uy, vx und vy sind stetig um (xo,Yo).

Dann gilt:
e Es existieren die (totalen) Differentiale du und dv in (xg,Yo).

e Mit dx =x —xp und dy =y —yo gilt (aus der reellen Analysis)
du = ux(XO>yO)dX+uy (XO>yO)dy
dv = vy(x0,Yo0)dx +vy(x0,yo)dy.

Definition: Unter dem Differential der Funktion f = u + 1v im Punkt
zo = Xo + Wy verstehen wir die (in dx und dy) lineare Funktion

df = du + idv.
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Differentiale und partielle Ableitungen.

Mit df = du + 1dv hat das Differential von f in zp die Form

df = [uy (x0,Yo) + vx (x0,Yo)] dx + [y (x0,Yo) + vy (x0,Yo)]l dy.

Wir stellen die Koeffizienten von df (bez. dx und dy) nun durch entsprechende
partielle Ableitungen fy, fy von T dar. Es gilt

f(xo + h,yo) — f(x0,Yo)

fx(XO>yO) — }leﬂjo n y h—0
—  lim u(xo + hyyo) — wu(xo,yo) +1iv(xo + hyyo) — v(xo0,yo)]
. h—o0 h
~ i Mo+ yyo) —ulxo,Yo) 4 VX0 + hyyo) — vixo, Yo
h—0 h h—0 h

und somit gilt

fx(X0,Yo) = Ux(x0,Yo) + ivx(x0,Yo).
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Zur weiteren Form des Differentials.
Entsprechend gilt

fy (X0,Yo) = uy(x0,Yo) + ivy(x0,Yo)

und somit bekommen wir insgesamt

df = fx(XO>UO)dX + fy (XO>yO)dy°

Nun: Stelle df in Abh&ngigkeit von dz (statt von dx und dy) dar. Schreibe dazu
dz=2z—2z0 = (x +1y) — (x0 + iyo) = dx + idy.

Beachte: Es gilt

dz=z—2zp = dx —1dy

und somit

] — 1 _
dx = 3 (dz + dz) und dy = 5 (dz—dz).
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TUHH

Komplexe Differenzierbarkeit.

Damit bekommen wir weiterhin die Darstellung

df = Adz + Bdz,

wobel
1 . ] .
A = z(fX(ZO) —ify (20)) und B = E(f (z0) + ify(20))
und es gilt
. f(z) —f(z0) — df
lim = Q.
Z—ZQ dZ

Definition: Die Funktion f heiBt komplex differenzierbar in zg, falls

df = (fX(Zo) — ify (Zo))dZ

N —

d.h. falls B = 0.
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Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen.
Falls f in zo komplex differenzierbar, so gilt (mit B = 0)
fx(zo) +ify(z0) =0

somit
Uy (20) + 1vx(zo) + iluy (zo) + vy (20)] =0
bzw.

Uy (20) — vy (20) + iluy (z0) +vx(z0)] = 0.

Trennt man nach Real- und Imaginarteil, so bekommt man die

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen

Fazit: Die Funktion f =u + 1iv ist genau dann in zo komplex differenzierbar,
wenn u und v in zo die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillen. [
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Punktweise Differenzierbarkeit.
Beobachtung: Falls f in zo komplex differenzierbar, so gilt

df = Adz mit A = (fx(zo) —ify(z0))/2
und daher gilt fiir den komplexen Zuwachs dz = {

flzo +4€) — f(zo) = AL+ O({)

lim % — 0 bW, i f(zo +4£) — f(zo)

t—o0 ¢ 0—0 ) = A

Definition: Der Grenzwert

i f(Zo —+ €) — f(Zo)
lim
—0 {

heiBt die Ableitung von f in zp, kurz

df
/
f'(zo0), —-(20), Df(zo)
dz
[]
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Komplexe Differenzierbarkeit und Ableitungen.

Bemerkungen:

e Wir bilden Ableitungen einer komplexen Funktion wie im Reellen,
namlich unter Verwendung von Differenzenquotienten.

e Im Reellen lasst sich die Ableitung geometrisch als Tangentensteigung
interpretieren. Wie verhilt sich dies im Komplexen? (Antwort spater!)

e Aus der komplexen Differenzierbarkeit folgt die Existenz einer Ableitung.
e Umgekehrt: Aus der Existenz einer Ableitung folgt die Differenzierbarkeit.
Denn: Aus der Existenz der Ableitung in zo = xo + 1yo folgt insbesondere

f(xo + h,yo) — f(x0,Yo)

f'(z0) = A@O - = fx(20)
o fx +h) — f(x 1

und somit (B = 0)
fx(zo) = —ify(zo0)
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Zusammenfassung der bisherigen Diskussion.

Satz: Sei f = u + iv eine komplexe Funktion mit Definitionsbereich D(f).
Weiterhin sei zo € D(f), so dass u, v in einer Umgebung von z stetig partiell
nach x, y differenzierbar sind. Dann sind die folgenden Aussagen aquivalent.

(a) f ist komplex differenzierbar in zy,
(b) w und v geniigen den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen;

(c) Die Ableitung von f existiert in zg.

[]
Bemerkung: Weiterhin folgt (aus der bisherigen Diskussion) die Beziehung
df = f'(z0)dz
falls f in zo komplex differenzierbar. SchlieBlich gilt
f'(z0) = ux(2z0) + vx(20).
[]
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Beispiel.
Fiir f(z) = z? gilt
f(x,y) = f(z) = 2% = (x +iy)* = x* —y~ + 2ixy
und somit
fr(x,y) = 2x + 21y und fy(x,y) = —2y + 2ix = ifx(x,y)
Fiir jedes z = z¢ gilt B =0 und A = 2z, d.h.
df = 2zydz.

Somit ist f(z) in zo komplex differenzierbar, und es gilt

f'(z0) = 220 fiir zo € C.

Etwas direkter:

_ 222 2 §
f(zo+€% f(zo) _ (Zo+€€) 0 _ ZO€€+€ =2zo + 0 — 2z fiir { — 0.

[]
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Beispiel.
Fir f(z) =z gilt

und somit
fr(x,y) =1 und fy(x,y) = —i.
Fiir jedes z = z¢ gilt
1 1 1 —1i2

A= z(fx(x>y) _ify (X>y)) =0 und B = E(fx(x>y) "|_ify (X,U)) — — 1)

also A=0, B+#0 und df = dz.

Fazit: Die Funktion f(z) = z ist in keinem Punkt der komplexen Ebene komplex
differenzierbar, die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind nirgends
erfiillt, und die Ableitung von f existiert in keinem Punkt. []
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Beispiel.
Fiir f(z) = |z]* = zzZ gilt
f(X>y) :|Z|2:X2+yz> fx(x>y) = 2x fy(x>y) :Zy

und somit fur zog € C

und
(fx(z0) +ify(z0)) = 2o

und somit
df =zodz + zpdz.

Fazit: Die Funktion f(z) = |z|? ist nur im Nullpunkt zp = 0 komplex
differenzierbar, die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen sind nur im
Nullpunkt erfiillt, und die Ableitung von f existiert nur im Nullpunkt mit

f'(0) = 0. []
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Beispiel.
Fiir f(z) = exp(z) gilt mit f = u + iv die Zerlegung

x-+1y

f(x,y) =e*=e = e (cos(y) + isin(y)),

somit
u(x,y) =e* cos(y) und v(x,y) = e*sin(y)

und weiterhin
ux(x,y) = e*cos(y) = Vy (%,y)

uy(x>y) — _eXSin(U):_vx(x>U)-

Somit sind die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen in jedem Punkt
der komplexen Ebene erfiillt, d.h. die Funktion f(z) = exp(z) ist tiberall komplex
differenzierbar. Fiir die Ableitung gilt

f'(z) = Uy (z) + ivx(z) = e*(cos(y) +isin(y)) = e* = f(z).
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4.2 Analytische Funktionen

Nun: Lassen als Definitionsbereiche nur Gebiete zu.

Definition: Ein Gebiet ist eine zusammenhangende offene Punktmenge der
komplexen Ebene. []

Beispiele: Die folgenden Punktmengen komplexer Zahlen sind Gebiete.
e die komplexe Ebene C;
e die aufgeschnittene komplexe Ebene C—;
e die komplexe Ebene ohne die Punkte z1 =0, z, =1, z3 = 1i;
e die offene Einheitskreisscheibe {z € C||z| < 1};
e cin Kreisring ohne Rand, z.B. {z € C|3 < |z| < 7}.
Aber:

Eine Kreisscheibe mit Rand ist kein Gebiet, eine solche Menge ist nicht offen. [
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Analytische (Holomorphe) Funktionen.

Definition: Eine komplexe Funktion f(z), z € D(f), heiBt analytisch
(bzw. holomorph), falls die beiden folgenden Bedingungen erfiillt sind.

e D(f) ist ein Gebiet;

o f ist in jedem Punkt z € D(f) komplex differenzierbar.

[]

Bemerkung: Die obige zweite Bedingung ist jeweils aquivalent zu den beiden
folgenden Bedingungen.

e Real- und Imaginarteil von f geniigen in jedem Punkt z € D(f) den

Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen;

e die Funktion f besitzt in jedem Punkt z € D(f) eine Ableitung.
Bemerkung: Eine analytische Funktion ist in jedem Punkt ihres
Definitionsbereichs stetig. []
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H KAPITEL 4: ANALYTISCHE FUNKTIONEN

Differentiationsregeln fiir analytische Funktionen.

Satz: Die Funktionen f und g seien analytisch in einem Gebiet G. Dann sind die
Funktionen f + g und fg ebenfalls analytisch in G. Gilt g(z) # 0 fiir alle z € G,
so ist weiterhin f/g analytisch in G. Es gelten die folgenden

Differentiationsregeln.

(f+9) = f'+¢
(fg) = f'g+fg
() - e
g g-
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Ganze Funktionen.

Definition: Eine Funktion, die in der komplexen Ebene analytisch ist, heiBt
ganze Funktion ]

Bemerkung: Jedes komplexe Polynom
p(z)=ao+a1z—|—a2z2+...+anzn ag,...,an € C

ist eine ganze Funktion.

Denn: Konstanten f.(z) = ¢ € C sind ganz mit f/.(z) = 0. Weiterhin ist die
ldentitdt g(z) = z ganz mit g’(z) = 1. Da sich jedes Polynom p(z) als
Komposition von Funktionen f. und g schreiben lasst, ist p(z) ganz mit

p'(z) =a; +2az+ ... +napz™ .

Bemerkung: Die komplexe Exponentialfunktion f(z) = exp(z) ist ganz. n
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TUHH

Zusammensetzung analytischer Funktionen.
Betrachte analytische Funktionen

g:D(g) — W(g) und f:D(f) — W(f)
mit W(g) C D(f).

Satz: Die Komposition f o g zweier analytischer Funktionen f und g mit
W(g) C D(f) ist analytisch, und es gilt die Kettenregel

(fog) =(f"og)g’
bzw.

(fog)'(zo) =f(9(20))g'(20) fiir alle zo € D(f o g) = D(g).
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Umkehrung analytischer Funktionen.

Betrachte bijektive analytische Funktion
f:D(f) — W(f)

mit Umkehrfunktion
=1 : W(f) — D(f).

Satz: Die Umkehrfunktion =1 einer bijektiven analytischen Funktion f ist

analytisch, und es gilt
() = 5
f! o f—1

bzw.

(F1) (wo) = f/(f11)(w()) fiir alle wo € D(f7') = W(f).
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Beispiele.
Beispiel 1: Betrachte f(z) = z? auf der rechten Halbebene {z € C|Re(z) > 0}.
Dort ist f injektiv mit Wertebereich C~. Die Umkehrfunktion f='(z) = 1/z ist

der Hauptwert der Wurzelfunktion, und es gilt

1
/ .. _
(\/2) — 2—\/5 fur aIIe Z & C .

Beispiel 2: Betrachte f(z) = exp(z) auf dem Streifen
S={ze C| —m<Im(z) < mt}. Dort ist f injektiv mit Wertebereich C~. Die

Umkehrfunktion f~'(z) = Log(z) ist der Hauptwert des Logarithmus, und es gilt

A T .
(Logz) = Togs) — fir alle z € C.

Beispiel 3: Fiir f(z) = z%, den Hauptwert von {z%}, z € C~ und a € C fest, gilt

(z%) = az®"! fur alle z € C.
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4.3 Geometrie der komplexen Differenzierbarkeit

Sei f: D(f) — W(f) eine analytische Funktion und zo € D(f) ein Punkt.
Weiterhin sei

={z(t) = x(t) +iy(t) [t € [«, B]} C D(f)
eine Kurve, die zg enthilt, d.h. zg = I'(tg) fiir ein ty € [, B].

SchlieBlich seien x(t) und y(t) in to differenzierbar. Dann ist z(t) in tg
differenzierbar mit Ableitung

Z'(to) = x'(to) + 1y’ (to).
Im folgenden setzen wir z'(tg) # O voraus.

Frage: Wie verhilt sich die Kurve ' unter der Abbildung f7?
Betrachte dazu das Bild

M ={w(t) = f(z(t)) |t € [, B]}

mit w(tg) = f(z(tg)), kurz wo = f(zp).
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Geometrische Interpretationen.

Beachte: Der Tangentenvektor w'(tg) von I'* in wg berechnet sich nach der
Kettenregel zu
W (to) = f'(z0)2'(to).

Fiir f'(zo) # 0 gilt dann

arg(w'(to)) = arg(f'(zo0)) + arg(z'(to)).

bzw.
=0+ w

fir o = arg(w'(tp)), o = arg(z’(to)) und w = arg(f'(zo)).

Geometrische Interpretationen:

e Man erhalt den Tangentenvektor von I'* durch Drehung von I' um Winkel w;
e Der Drehwinkel w hangt von f und zy ab, aber nicht von T;

e Der Tangentenvektor jeder Kurve durch zy wird durch die Abbildung f
um den Winkel w = arg(f’(zo)) gedreht. ]
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Winkeltreue (Konforme) Abbildungen.

Definition: Eine Abbildung f: D(f) — W(f), unter der alle Winkel (inklusive
deren Orientierung) erhalten bleiben, nennt man winkeltreu bzw. konform. [J

Satz: Eine analytische Funktion f : D(f) — W(f) ist in jedem Punkt

zo € D(f) mit f'(z9) # 0 konform. O]
Weiterhin gilt die folgende Umkehrung des Satzes.

Satz: Sei f: D(f) — WI(f) in zo € D(f) konform. Weiterhin seien Real- und

Imaginarteil w(z) und v(z) von f = w -+ 1iv in einer Umgebung von zy stetig
differenzierbar. Dann ist f komplex differenzierbar mit f'(zo) # 0. []
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5 Ebene Potentialprobleme

Ziel: Losung ebener Potentialprobleme mit konformen Abbildungen f.

Methode: Konstruktion von konformen Transformationen.

5.1 Konforme Transformation von Potentialen

Ausgangssituation:
e Sei f: G — G’ analytisch, bijektiv, und konform, fiir Gebiete G, G’ C C.

e Somit gibt es eine Umkehrabbildung f~1: G’ — G mit

z=F"T(w) firw=f(z) wobei z=x+1y € G,w=u+iv e G'.

e Weiterhin sei in G eine reellwertige zweimal stetig differenzierbare Funktion
D:(x,y) — dO(x,y) =D(z) R firz e G

definiert.
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Konforme Transformationen.

Dann gibt es eine Abbildung
V:=0(f"):G—R
bzw.

Y (u,v) — Y(u,v) =¥Yw)=0(f 'T(w)) eR fiir w e G’

Definition: Die obige Konstruktion von ¥ nennt man konforme
Transformation von ® mit der Abbildung f. []

Physikalische Anwendungen: Im folgenden sind ® und ¥ Potentiale, z.B.
e eclektrostatische Potentiale;
e Stromungspotentiale;

e Temperaturfelder etc.

Dabei sind die Vektoren (@, ®y) und (Y, ¥, ) von besonderem Interesse.
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Komplexe Gradienten.

Definition: Unter dem komplexen Gradienten grad(®) von ® verstehen wir
die Funktion
grad(((D)(X>y)) — (Dx(x>y) + iq)y (X>y)

Bemerkungen:

e Der komplexe Gradient fasst den iiblichen Gradienten als komplexe Zahl auf.

e Entsprechend ist der komplexe Gradient grad(V¥) von ¥ gegeben durch

grad((¥)(u,v)) = ¥y (u,v) +i¥y(u,v).

Frage:
Wie verhalten sich komplexe Gradienten bei konformen Transformationen?
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Transformationen von komplexen Gradienten.
Ausgangspunkt: Sei @(x,y) = ¥Y(u(x,y),v(x,y)) mit
u(x,y) =ulz)  vixy)=v(z)  u(z)+iv(z) =1(z).

Dann gilt (nach Kettenregel)

O, = W, (ulxy),vixy)ux(xy) + ¥ (ulx,y),vix,y))vx(x,y)
O, = Y, (ulx,y),vix,y))uy(x,y) + ¥ (ulx,y),v(x,y))vy(x,y)
und somit

grad(®@) = Oy +1iD, =V (ux +iuy) + Wy vy +ivy),
bzw. mit Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen u, = vy, uy = —v, gilt
grad(®) = (VY +1i¥,) (uyx —ivy) = grad(¥) - (ux — ivy).

Erinnerung: Es gilt

f'(z) = uy (z) + vi(2) und f(z) = uy(z) — vk (2).
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Erster Transformationssatz.

Satz: Geht VY durch Transformation mit der analytischen Abbildung f aus @
hervor, so gilt

grad(®)(z) = grad(¥)(w) - f'(2)
wobei w = f(z). H

Bemerkung: Bei vielen Potentialproblemen ist die GroBe
AD =A, 0 = O, + Dy,

bekannt.

Frage: Wie verhilt sich die Transformation W unter dem Laplace-Operator A?
D.h. welcher Werte ergibt sich fiir

AY =A ¥V =V, +W,, 7
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Anwendung des Laplace-Operators.

Mit erneuter Anwendung der Kettenregel gilt

D = \yuu(ux)z + 2V v u vy + Wy (VX)Z + Woux + Wovix
Qyy = 1l’uu(uy)z +2¥Y uyvy + Yy, (vy)z +Yuuyy + Wyvyy.

Insgesamt folgt durch Addition

A, O = Wy [(ux)z - (uy)z] + 2W . [ug vy + uyvy]
+ Wy [(ve)® 4+ (vy)?] + YulAu + YA, .

Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, u, = vy, uy = —vy, liefern
A @ = (Wyy + W) (2)1* + Wudu + WyA,v

wobei [f'(2)]? = (uy(z))? + (v¢(z))? verwendet wurde.
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Zweiter Transformationssatz.

Satz: Geht 'V aus @ durch konforme Transformation mit der Abbildung f

hervor, so gilt
A D =AY -|f(2))

wobei w = f(z).
Beweis: Es gilt
A, D = (W + VYo )IF (2))7 + Yy A, u+ YAy,
und weiterhin folgt
Uxx = Vyx und Wyy = —Vxy
aus den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, somit
AU = Uyy + Uyy =0,

und analog gilt A,v = 0. Insgesamt bekommt man somit die Behauptung. |
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Harmonische Funktionen.
Folgerung: Geniigt ® der Laplace-Gleichung A® = 0, so folgt AY = 0.

Beweis: Mit der Konformitat von f folgt f'(z) # 0. Daraus bekommt man die
Behauptung direkt mit der Identitit A,® = A, ¥ - [f'(2)|*. H

Definition: Eine Funktion f, die in einem Gebiet G der Laplace-Gleichung
Af = 0 geniigt, nennt man harmonisch in G. []

Somit konnen wir die obige Folgerung entsprechend umformulieren.

Folgerung: Bei konformer Transformation gehen harmonische Funktionen in
harmonische Funktionen (iber. []

Wie bereits mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen gezeigt, gilt
Satz: Falls f =u+iv, f € C*(R?), analytisch auf einem Gebiet G, so gilt

Au=1Uy +uyy =0 aufG und AV =vyx +vyy =0 aufG

d.h. Real- und Imaginarteil von f sind jeweils harmonisch auf G.

Beweis: Au = 1, +uyy = (Ux)x + (Uy)y = Vyx —Vxy = 0. Analog Av =0. B
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Existenz der konjugiert harmonischen Funktion.
Es gilt die folgende Umkehrung des vorigen Satzes.

Satz: Ist u = u(x,y) auf einem Gebiet G harmonisch, Au =0 in G, so gibt es
eine Funktion v = v(x,y), so dass die Abbildung f = w+1iv auf G analytisch ist.

Beweis: Sei u = u(x,y) mit Au=0 in G. Somit suchen wir v = v(x,y) mit
Vx = —Uy und Vy = Uy,

so dass die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt sind, woraus

folgen wiirde
grad(v) = (vx,vy) = (—uy, uy) =V = (V1, V3)

Somit suchen wir ein Potential v mit grad(v) = V. Mit der
Integrabilitatsbedingung

oV, 0V,
rot(V) = o oy = Uyxx + Uyy = Au =0
ist die Existenz eines solchen Potentials gesichert (vgl. Analysis I1). H
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Skizze zur Losung ebener Potentialprobleme.

Hilfsmittel: Transformationssitze.

Vorgehensweise: Konforme Transformation.

e Gegeben:
Potentialproblem in der z-Ebene, der physikalischen Ebene.

e Transformation:
Transformiere das Problem konform in die w-Ebene, die Modellebene.

e Vereinfachung:
L6se das Problem (/eicht?) in der Modellebene.

e Losung:
Riicktransformation in z-Ebene liefert Losung in der physikalischen Ebene. []
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Temperaturverteilung in homogenem Zylinder.

Gegeben:
ein homogener Zylinder senkrecht zur z-Ebene mit beliebigem Querschnitt Q.

e Die Oberflachentemperatur des Zylinders sei zeitunabhangig.

e Die Oberflachentemperatur sei konstant bei konstantem z.

Frage: Wie sieht die Temperaturverteilung im Inneren des Zylinders aus?
e dabei werde am Rand die Temperatur ®y(z), z € I', gemessen.

Modellierung: Die Temperatur @ geniigt nach der Warmeleitungsgleichung der
Laplace-Gleichung
AD =0 in G.

Zusatzlich gelten die Dirichlet-Randbedingungen

D(z) = Oy(z) fir alle z € T.

Mathematische Aufgabenstellung: Lose das obige Dirichlet-Problem.

Annahme: Das Problem gut gestellt, d.h. es gibt eine eindeutige Losung. []
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Vereinfachung des Dirichlet-Problems.
e Ziel: Bilde das Gebiet G eineindeutig und konform auf den Einheitskreis ab.

e Bemerkung: Unter geeigneten Bedingungen ist dies mit einer analytischen
Funktion f moglich, so dass

Y(w) =0(f ' (w)) fur (w| <1

die transformierte Temperatur liefert.

e Im Inneren des Einheitskreises erfiillt ¥ somit die Laplace-Gleichung
AY =0 fur (w| < 1.
e Weiterhin nimmt ¥ auf dem Kreisrand die transformierten Randwerte an:

Y(el%) =W, (et?) = 0y (f ' (e'?)) fiir 0 < 0 < 2m.

e Einfachere Aufgabe: Lose das Dirichlet-Problem fiir ¥ auf dem Einheitskreis.
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Losung des einfacheren Dirichlet-Problems.

e Voraussetzung: Sei ¥, hinreichend glatt, und durch
\yo(eie) _ Z aneine
n=—oo
in eine komplexe Fourier-Reihe entwickelt, mit den Fourier-Koeffizienten
] 27t ) )
a, = —J Y,y(et®)e 0 do.
27'[ 0

e Dann kann die Losung des Dirichlet-Problems direkt angegeben werden mit

Y(w) = Z an,p™etm® firw=pe® mto<p<1.

n=—oo

e Riicktransformation: Die Lésung des urspriinglichen Problems ist somit

D(z) = Y(f(z)) = i an[f(z)|Metnd mit ¢ = arg(f(z)). O

n=—oo
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5.2 Ebene stationare Stromungen von Fliissigkeiten

Betrachten:
e zeitunabhangige ebene Stromungen von

e idealen (d.h. reibungsfeien) und inkompressiblen Fliissigkeiten;
e die Stromungen seien quellenfrei und wirbelfrei;

e dabei bezeichne
q(x,y) — (Ch (X>y)> qz(X>U))
den Geschwindigkeitsvektor der Stromungen im Punkt (x,y).

e Quellenfreiheit bedeutet

. dq1 042
d — = 0.
iv(q) ™ + oy 0
e Wirbelfreiheit bedeutet
092 0q1 _
rot(q) = ™ o =3}
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Zur Existenz von Potentialstromungen.

Analysis Ill: Mit der Wirbelfreiheit rot(q) = 0 ist das Differential

q1(x,y)dx + q2(x,y)dy

integrabel, d.h. es gibt eine Funktion @ : R? — R? mit

q = grad(®)
bzw.
0D q oD
= — n = —.
LU P 127 3y
Definition: Die Funktion ® mit q = grad(®) heift Potentialstromung
bzw. das Geschwindigkeitspotential der Stromung. []

Erinnerung: Eine Potentialstrémung ist stets wirbelfrei, denn rot(q) = 0 folgt
unmittelbar aus q = grad(®D). ]
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Zur Quellenfreiheit von wirbelfreien Potentialen.

Beobachtung: Verwendet man die Bedingung (an die Wirbelfreiheit von q)

020
T = 35 y 42 = oy’
so gilt fiir die Quellenfreiheit, div(q) = 0, die Bedingung
0’0 %D
AD = =0
ox? i oy?

Zusammenfassung: Das Geschwindigkeitspotential @ einer quellen- und
wirbelfreien Stromung einer idealen kompressiblen Fliissigkeit ist harmonisch,
d.h. es gilt

AD = 0.

Umkehrung: Jede harmonische Funktion ®, AD® = 0, lasst sich als
Geschwindigkeitspotential einer quellen- und wirbelfreien Stromung
interpretieren. []
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Neumannsches Randwertproblem.
Voraussetzungen:

e Sei I" der Rand des durchstromten Gebiets G (begrenzende Wand);
e die Stromung verlduft dann tangential zum Rand T, d.h.

e der Geschwindigkeitsvektor grad(®) ist der Tangentenvektor von T’;
e dann verschwindet die Normalenableitung von @ langs I

e Dies fiihrt insgesamt zu dem Neumannschen Randwertproblem

A(D) = 0
o] ()
on — Y

das mit der Methode der konformen Transformation gelost werden kann.

e Im folgenden entwickeln wir diesen Losungsweg.
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Losung des Neumannschen Randwertproblems.
e Bilde G bijektiv und konform mit f: G — G™ auf einfacheres Gebiet G* ab;

e [ransformiere das Potential ® von G nach G*, womit
Y(w) = o(f T(w)) fur alle w € G*.
e Nach dem zweiten Transformationssatz ist ¥ harmonisch, d.h. es gilt
AY =0

e Falls f sogar auf dem Rand I' von G konform ist, so gilt

oV
=3
on*

fir die Normalenableitung des Randes I'* von G*.

e Lose nun das einfachere Neumannsche Randwertproblem

AY =0 in G* und a;():Oaufl“*
on*

e Die Losung in G bekommt man durch Riicktransformation. []
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Stromung durch einen Kanal variabler Breite.

e Physikalische Ebene: ein Kanal G variabler Breite;
e Modellebene: ein gerader Kanal G*;

e Wirbelfreie Stromungen im geraden Kanal sind homogen mit Potential
Y(w) = VRe(w)
wobei V der Betrag des (konstanten) Geschwindigkeitsvektors ist,
der die Geschwindigkeit liefert.

e Aufgabe:
Bilde physikalischen Kanal inklusive Rand konform auf den geraden Kanal ab.

e Lose die Neumannsche Randwertaufgabe im geraden Kanal;

e Erhalte die Losung im physikalischen Kanal durch Riicktransformation. []
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Umstromung eines Hindernisses.

Voraussetzungen fiir die physikalische Ebene:

e homogene Stromung mit Geschwindigkeit V in Richtung der reellen Achse;
e umstromt werde ein zylindrisches Hindernis mit beschranktem Querschnitt;
Frage:

e Wie sieht das Stromungsbild der gestorten Stromung aus?

Beachte:

e die Stromung bleibt im Unendlichen ungestort und somit gilt
grad(®(z)) — V fir z — o©

fir den Geschwindigkeitsvektor, kurz grad(®(co)) = V.
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Umstromung eines Hindernisses.

Vereinfachte Modellebene:

e Ist das Hindernis eine unendlich diinne Platte parallel zur reellen Achse,

so wird die Stromung nicht gestort.
e in diesem Fall ist das Potential gegeben durch ¥(w) = VRe(w).

e Problem: Bilde das in der physikalischen Ebene durchstromte Gebiet auf
aufgeschnittene Ebene C\ [a, b] ab mit analytischer Funktion f, wobei

f(oco) = 00 und f'(00) = 1.

e Dann gilt mit dem ersten Transformationssatz

grad(®@(z)) = grad(¥(w))-f'(z)
grad(®(oc0)) = grad(¥(o0)) fir z — oo
so dass wir in der physikalischen Ebene und in der Modellebene dieselbe
homogene Stromung im Unendlichen bekommen. []
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Umstromung des Einheitskreiszylinders.

e Betrachte die Stromung um den Einheitskreiszylinder;

e Mit der gestreckten Joukowski-Funktion

1
f(z)=z+£ fur |z| > 1

geht das AuBere des Einheitskreises iiber in die aufgeschnittene Ebene

C\{z € C|Im(z) = 0 und Re(z) € [-2,2]}

e dabei gilt f(oco) = oo und f'(c0) = 1.
e fiir das Potential in der physikalischen Ebene bekommt man somit

D(z) =Y¥Y(f(z)) = VRe <z+ 12)

bzw.

X
) =V
(%,y) (X+x2+y2)
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Umstromung des Einheitskreiszylinders.

e Mit grad(W(w)) =V und f'(z) =1 — ;—2 erhalten wir

q(z) = grad(®(z)) = grad(¥Y(f(z))) - f'(z) =V (1 — lz)

fiir den Geschwindigkeitsvektor bzw. in Polarkoordinaten

q(ret®) =V (1 — leZi“’)

72
e Speziell an der Zylinderoberflaiche bekommen wir das Geschwindigkeitsfeld
q(e'?) = V(1 —e*t?)
mit Geschwindigkeit
q(e'®)| = V1 —e?*?| = 2V[sin(¢)

e Fiir § =0 und ¢ = 7 ist die Geschwindigkeit Null (Staupunkte);
e Fiir = £7/2 ist die Geschwindigkeit maximal, namlich 2V. []
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6 Komplexe Integration

Ziel: Berechne fiir komplexe Funktion f: D — W C C Integral der Form

J f(z)dz =7
r
wobei I' C D C C ein Weg im Definitionsbereich von f.

Fragen:

e Wie ist ein solches komplexes Integral sinnvollerweise zu definieren?
e Wie sind komplexe Integrale der obigen Form einfach zu berechnen?

e Fiir welche Funktionen f kann man das Integral einfach bestimmen?

e Wie hangt der Wert des komplexen Integrals vom Weg I" ab?

e Kann man eine komplexe Funktion mittels komplexer Integration darstellen?
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6.1 Definition und Berechnung komplexer Integrale

Ausgangspunkt:
e Sei f: D — W eine komplexe Funktion mit Definitionsbereich D C C;
e Sei [' C D eine beschrankte orientierte Kurve mit Parametrisierung
MN:tr—z(t)eD t € [o ]
wobei z(a) Anfangspunkt und z(f3) Endpunkt der Kurve T.
e Nun zerlegen wir " in . Teilkurven, jeweils durch Anfangs- und Endpunkte
zo = z(to),z1 = z(t1),22 = z(t2),.. ., Zn—1 = z(tn—1),2n = z(tn),

definiert, wobel x =ty < t1 < ... <th_1 <tn =p.

o Mit Az = zy 11 — 2Kk, 0 <k <n—1, bilden wir die Partialsumme

n—I1
Sn=) f(G)Az  fir (€T,
k=0

Zx yZk 41
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Definition komplexer Kurvenintegrale.
e Nun verfeinern wir die Zerlegung, so dass maxp<x<n |Az| — 0 fiir n — oo.
e Betrachte die Grenzwerte lim 00 S;u = 7

Definition: Falls fiir jede Zerlegungsfolge zo,...,zn fiir I' mit

max |Azy| — 0 firmn — oo
0<k<n

und fiir jede Wahl von Zwischenpunkten (. € F][Zk -
) —+
limn_ o0 S1v der Partialsummen S,, jeweils existiert und stets denselben Wert

: der Grenzwert

ergibt, so wird der Grenzwert

n—1
im Sp= lim » f(Ck)Azy ::J f(z) dz
n—oo n—oo I
k=0
als das Integral der Funktion f langs der Kurve [ bezeichnet.
In diesem Fall spricht man von einem komplexen Kurvenintegral, f heiBt

Integrand und I' heiBt Integrationsweg. ]
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Bemerkungen zu komplexen Kurvenintegralen.

o Ist f reellwertig auf der reellen Achse und ist I' = [, 3] C R ein beschranktes
Intervall der reellen Achse, so stimmt das komplexe Kurvenintegral mit dem
entsprechenden Riemannschen Integral iiberein:

&
J f(z)dz = J f(x) dx.
I x
e Das komplexe Kurvenintegral exisitiert unter den folgenden Bedingungen.
(a) f ist stiickweise stetig langs T’;

(b) T besitzt eine Parametrisierung z(t), t € [«, ], die stiickweise stetig
differenzierbar ist, so dass z/(t) £ O fiir alle t € [«, B].

Geometrische Interpretation von (b):
Die Tangente der Kurve T variiert stetig langs I" bis auf endlich viele
Knickstellen, d.h. I ist stiickweise glatt.

e Im folgenden setzen wir die Bedingungen (a) und (b) stets voraus.
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Beispiel. Wir berechnen das Integral |z dz, wobei

e [ der im positiven Sinn einmal durchlaufene Einheitkreisrand.

e Verwenden mit q = e?”™/™ die n + 1 Punkte
zZk=q 0<k<n

zur Zerlegung von I" sowie die Zwischenpunkte (i = z.

e Fiir die n-te Partialsumme bekommen wir

n—1 n—1 n—1
S = ) flG)Azc=) z(ze—z) =) q4(g* —g¥)
k=0 k=0 k=0
n—1 n—1
= (q—=1)) g*=(q—-1)) (¢*)"
k=0 k=0
und somit R R
IR et ¢ el
Sn = (¢ 1)q2_] R

Wegen q?™ = %™ =1 folgt S, = O fiir alle 1 und somit frzdz = 0.
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Noch ein Beispiel. Wir berechnen nun das Integral [.Zdz, wobei
e |" erneut der im positiven Sinn einmal durchlaufene Einheitkreisrand.

e Mit der gleichen Zerlegung und den gleichen Zwischenpunkten bekommen wir

S, = Z k+1 k)

fiir die Partialsummen. Mit @ = e 2™/™ = 1/q folgt somit

n—I1

Sn=) (q—1)=n(qg—1)=n(e?™/™—1).

k=0

Mit der Substitution £ = 27ti/n berechnen wir nun den Grenzwert

. 2 t_1
im So = fim n(e2™/™ 1) = fim 2 (e — 1) = 27ti lim &' = 271,
n—oo n—oo t—0 ¢ {—0
Somit gilt
J zdz = 2.
I’
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Ein weiteres Beispiel.

Wir berechnen nun das Integral

1
J—dz
r £

wobei I wieder der im positiven Sinn einmal durchlaufene Einheitkreisrand.

Beachte, dass fiir jeden Punkt z auf dem Einheitskreisrand gilt

1
ZZZ fur alle z € C mit |z| = 1.

Somit bekommen wir unter Verwendung des vorigen Beispiels

]
J —dz:J zdz = 2mi.
r z r
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Zur einfacheren Berechnung komplexer Integrale.
Ziel: Reduziere Berechnung eines komplexen Integrals auf zwei reelle Integrale.

Start: Sei f: D — W eine stetige komplexe Funktion. Der Integrationsweg I’
besitze Parametrisierung

M t— z(t) = x(t) +iy(t) fira<t<p

Weiterhin: Zerlegung des Parameterintervalls [c, 3] mit Parametern
tr=a<ti<...<th1<th =03
liefert entsprechende Zerlegung von I' mit Teilpunkten

zo = z(to),z1 = z(t1)y ..oy Zn—1 = z(tn—1), zZn = z(tn).

Setze
Atk = tk_|_1 — tx und AZk — Zx4+1 — Zx

firk=0,1,...,n—1.
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Zur einfacheren Berechnung komplexer Integrale.

Dann gilt
Azy =zx41 — 2z = z(tg1) — z(tk)
= [x(tkg1) —x(t)] +ily(ter1) =yt )]
= [X'(te) + iy (t )] Atk + Dy
= Z/(ti ) Atk + Dy
mltllmk_moA—k—Ofurk o, 1,....,n—1.

Mit den Zwischenpunkten (; = z(tk) — 7 bekommen wir

n — Z f Ck AZk = Z f tk tk)Atk + (Dk]

fur die n-ten Partialsummen mit Grenzwert

&
lim S, = J f(z)dz = J f(z(t))Z' (1) dt.
r

n—oo
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Rezept zur Berechnung eines komplexen Integrals.

Aufgabe: Berechne komplexes Kurvenintegral
J f(z) dz
r

Losungsweg:
(a) Stelle den Integrationsweg I" in Parameterform dar
Mt — z(t) firao <t <3
(b) Substituiere im Integral z = z(t), somit dz = Z/(t) dt;
(c) Ersetze den Integrationsweg I' durch die reellen Grenzen o und f3.

(d) Berechne das Integral
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Beispiel.

Wir berechnen nun erneut das Integral

J zdz
r

iber den im positiven Sinn einmal durchlaufenen Einheitskreisrand T'.

e \Wahle als Parametrisierung

M:t— z(t) =e't fur 0 <t <2m

e Dann gilt dz = Z/(t)dt = ie'*dt und somit

27T

27t _ 2t 1 .. 1
J zdz = J eltielt dt = IJ eth dt = _621’5 _ _
I 0 0 2 0 2
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Weitere Beispiele.

Wir berechnen nun erneut die Integrale

1
J zdz und J —dz
r r z

jeweils liber den im positiven Sinn einmal durchlaufenen Einheitskreisrand T'.

Mit der gleichen Parametrisierung wie im vorigen Beispiel ergibt sich fiir das

erste Integral
27t . . 27T
J zdz = J e He't dt = iJ 1dt =2mi
r 0 0
und fiir das zweite Integral bekommt man entsprechend den Wert

-I 27T ] ) 27T
J —dz = J e ‘He't dt = iJ 1dt = 2mi.
r Z 0 0

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2025 (© ARMIN ISKE 134



UH
o KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION TUHH

Eigenschaften des komplexen Kurvenintegrals.

e Additivitat beziiglich des Integranden.
Fir zwei komplexe Funktionen f und g gilt

Jr(f(z) +glz) dz = |

f(z) dz + J g(z) dz.
r

I

e Homogenitat beziuglich des Integranden.
Fiir eine komplexe Funktionen f und eine Konstante ¢ € C gilt

Jr cf(z)dz=c Jr f(z) dz.

e Additivitat beziiglich des Integrationsweges. Seien 7 und I, zwei
Kurven, wobei der Endpunkt von I'T mit dem Anfangspunkt von I
libereinstimmt. Dann gilt fiir die zusammengesetzte Kurve I'7 4+ 15

Jr1 . f(z)dz = Jr1 f(z)dz + Jrz f(z) dz.
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Weitere Eigenschaften des komplexen Integrals.

e Homogenitat beziuglich des Integrationsweges.

Sei —I" die zu I' in entgegengesetzter Richtung durchlaufene Kurve. Dann gilt

J—r f(z)dz = — Jr f(z) dz.

e Obere Schranke fir den Betrag des Integrals.
Sei L die Lange der Kurve I'. Dann gilt die Standardabschidtzung

< L max|[f(z)]
zel

Jr f(z) dz

Beweis: Mit M = max,¢r |f(2)| gilt die Abschatzung

n—I1 n—I1 n—1
Sal=1|) flG)Az| < ) If(G)lAZ <M ) Az | < ML
k=0 k=0 k=0

fur die n-te Partialsumme und somit |S,,| < ML fiir alle n € N.
Durch den Grenziibergang n — oo folgt die Behauptung.
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6.2 Integrale analytischer Funktionen

Grundvoraussetzung:
e f:D — W sei analytisch.

Weitere Voraussetzung:
e Das Definitionsgebiet D von f sei offen und einfach zusammenhingend.

Weitere Begriffe:
e Der Integrationsweg I" heilt geschlossen, falls Anfangs- und Endpunkt von T’
libereinstimmen.

o [' heilt einfach geschlossen, falls die Kurve I keine Schnittpunkte besitzt,
d.h. fiir alle Parameter t1,t,, t1 # t,, einer beliebigen Parametrisierung

IM:t— z(t) fira<t<p wobei x<f

von I gilt z(ty) # z(t2), fir alle x < t7 < t2 < f3,
d.h. z(t) ist injektiv auf (o, ). ]
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Der Cauchysche Integralsatz.

Satz (Cauchyscher Integralsatz):

Sei f analytisch auf dem einfach zusammenhangenden Gebiet G. Dann gilt fiir

jede geschlossene Kurve I' C G

d.h. das Integral von f langs jeder geschlossenen Kurve in G ist Null.

Beweis: Sei [' C G geschlossen mit Parametrisierung
Mt — z(t) fira <t <f3

Dann gilt
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Beweis des Cauchyschen Integralsatzes.
Mit den iblichen Darstellungen

z(t) = x(t) + y(t) und f(z) = u(z) + iv(z)

erhalten wir daraus

Jf(Z) dz = [u(z(t)) + iv(z(t)Ix'(t) + iy’ (t)] dt
I’

bzw. es gilt die Darstellung

J f(z) dz:J (udx —vdy) +iJ (vdx + udy),
r r r

des komplexen Kurvenintegrals durch zwei reelle Kurvenintegrale.
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Fortsetzung des Beweises.

Im folgenden zeigen wir, dass die reellen Kurvenintegrale jeweils verschwinden.
O.E. nehmen wir " dabei als einfach geschlossen und positiv orientiert an.

Mit dem Greenschen Satz (Analysis Ill) gilt fiir das ebene Vektorfeld p = (u, —v)

J (udx — vdy) =J rot(p) dx dy
r Q

wobei () das von I eingeschlossene Gebiet bezeichnet, d.h. 0Q) =T, und wobei

~ 0(—v) oJu
rot(p) = 5 o = —Vyx — Uy.

Mit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, insbesondere u,, = —v,,
verschwindet die Rotation von p, d.h. es gilt rot(p) = 0, und somit

J (udx — vdy) =J rot(p) dx dy = 0.
r Q

Analog zeigt man, dass [.(vdx +udy) = 0; somit insgesamt [.f(z)dz=0. B
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Beispiele. I umlaufe den Einheitskreisrand einmal im positiven Sinn.

Beispiel 1: f(z) = z ist analytisch auf ganz C. Somit ist der Cauchysche
Integralsatz anwendbar und es gilt

J zdz = 0.
r

Beispiel 2: Fiir f(z) = z ist der Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar, denn
f ist in keinem Gebiet analytisch. Es gilt

J zdz = 2mi.
r

Beispiel 3: Die Funktion f(z) = 1/z ist analytisch in dem Gebiet C \ {0}.
Allerdings ist C \ {0} nicht einfach zusammenhangend und somit ist der
Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar. Es gilt

J 1dz:27ti.
r 2
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Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz.

Voraussetzungen:

e f analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G;

o LT C G zwei Wege mit gleichem Anfangspunkt zp und Endpunkt zq;

Folgerung aus dem Cauchyschen Integralsatz: Es gilt
J f(z) dZZJ f(z) dz
r I

wegen
J f(z) dz = 0.
r—r

Fazit: Das Integral
z
J f(z) dz =: J f(z) dz
I’ Zo

hangt nur von Anfangs- und Endpunkt des Weges I" ab.
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Zur Konstruktion von Stammfunktionen.

Ausgangspunkt: Betrachte fiir festes zo € G und analytisches f die Funktion

F.,(z) :J f(C) dC fur z € G.

Z0

Behauptung: Die Funktion F,, ist analytisch und es gilt
F,zo (z) = f(z) fur alle z € G.

Beweis: Fiir den Differenzenquotient von F,, bei z gilt

_ z+4 z
e — on(z+€()z on(z)lU f(C)dC—J f(C)dC>
z+4L 1
— %L f(C)dCzJOf(Z+€t)dt

und somit

f(z) = lim d(0) = F,, (2).

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2025 (© ARMIN ISKE 143



o KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION TUHH

Hauptsatz der komplexen Integralrechnung.

Satz (Hauptsatz der komplexen Integralrechnung):
Sei f analytisch in einem einfach zusammenhangenden Gebiet G und sei zy € G.
Dann ist die Funktion

F.,(z) = J f(¢) dC firz € G

20
analytisch und es gilt F, = f auf G. H
Definition: Sei F eine analytische Funktion auf einem Gebiet G mit F = f.

Dann heiBt F Stammfunktion von f auf G. []

Fazit: Die obige Funktion

F.,(z) :J f(¢) dC firz e G

Z0

ist eine Stammfunktion von f auf G. []
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Berechnung des Integrals.

Betrachte fiir zp,z1 € G das Integral

r] f(z) dz

Z0

wobei f analytisch auf dem einfach zusammenhangenden Gebiet G.
Weiterhin sei F eine beliebige Stammfunktion von f auf G.

Dann gilt F' = F,_und somit
F.,(z) =F(z) +c
fiir eine Konstante ¢ € C. Wegen F, (zo) = 0 gilt c = —F(z¢) und somit
Fz,(z) = F(z) — F(zo).

Daraus folgt schlieBlich

r f(z) dz = Fay (1) = F(z1) — Flzo).

Z0
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Beispiel: Wir bestimmen fiir a,b > 0 das Integral
a+ib
Lib 7~]_2 4
e unter Verwendung der Stammfunktion f(z) = —1/z;
e durch Integration langs der Stecke z(t) = a +it, —b <t < b;
e durch Integration lings des Kreisbogens z(t) = Va2 4+ b2elt, —p <t < ¢.
Methode 1: Es gilt

atib N ] ] 2ib
5 dz = —— = — — 4 — = 5 5
a—ib Z Z| 0 ib a+1ib a—1ib a“+b
Methode 2: Es gilt
a+1ib b b .
1 ] 1 2
J —dz:iJ dt=— | = 2P
a—ib z2 b ((l + 1t)2 a—+1t b a? + b2
Methode 3: Ubung mit sin($p) = b/va? + b2. ]
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6.3 Die Cauchysche Integralformel

Frage: Was ist mit Integralen fiir Gebiete G, die nicht einfach
zusammenhangend sind, speziell Gebiete mit “Lochern”?

Beachte: Hier ist der Cauchysche Integralsatz nicht anwendbar!

Beispiel: Fiir den positiv orientierten Einheitskreisrand I gilt
] :
J — dz = 2mi.
r £
Hierbei ist G = C \ {0}.

Beachte: Falls das von I' umschlossene Gebiet jedoch komplett in G liegt, so ist
der Cauchysche Integralsatz anwendbar, und es gilt

1
J —dz =0.
r £
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Zweifach zusammenhangende Gebiete.
Ausgangssituation:

e Sei G ein zweifach zusammenhdngendes Gebiet,
d.h. G besitzt genau ein “Loch” L.

e Weiterhin seien I'7 und I, zwel positiv orientierte geschlossene Wege,
die das Loch L einmal umlaufen.

Konstruktion:

e Verbinde nun I'; und I, durch zwei weitere geschlossene Kurvenstiicke
" und T, die in G liegen (siehe Skizze).

Cauchyscher Integralsatz: Fiir eine analytische Funktion f auf G gilt

J f(z)dz =0 und J f(z)dz =0
r r

[eefoef o] [ ] r-a
[’ r’ I —I I I

und weiterhin
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Verallgemeinerung Cauchyscher Intergralsatz.
Aus den vorigen Uberlegungen folgt direkt

Jr f(z)dz = Jr f(z) dz

und somit gilt der folgende

Satz: (Verallgemeinerung des Cauchyschen Intergralsatzes):
Sei f analytisch in einem zweifach zusammenhangenden Gebiet G mit Loch L.
Dann besitzt das Integral

Jr f(z) dz

langs jeder geschlossenen Kurve in G, die das Loch L einmal im positiven Sinne
umlauft, denselben Wert. []

Beispiel: Fiir jeden geschlossenen Weg ', der den Ursprung einmal im positiven
Sinn umlauft, gilt

1
J — dz = 2mi.
r £
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Zuriick zu einfach zusammenhangenden Gebieten.
Voraussetzungen:

e Sei G nun wieder ein einfach zusammenhangendes Gebiet.

e | sei eine einfach geschlossene positiv orientierte Kurve in G.

e a € G sei ein Punkt, der von I" umlaufen wird (siehe Skizze).

e f sei eine analytische Funktion auf G.

Beobachtung: Die Funktion

f(z)
Z—a

g(z) =

ist analytisch in dem zweifach zusammenhangenden Gebiet G’ = G \ {a}.

Somit gilt mit der Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes

z—a o Zz—a

wobei I, C G’ der positiv durchlaufene Rand des Kreises um a mit Radius r.
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Zur weiteren Konstruktion.

Mit der Parametrisierung
Mot— z(t) = a4 rett fiir 0 <t<2m

und mit dz = ire'tdt bekommen wir die Darstellung

f 27t f it . 27t .
J (2) dz:ij latre )relt dt:iJ fla+re't)dt
r.z—a 0 rett 0

bzw.

J 2) dz:iJ fla+re't)dt
rz—a 0

Mit r — O folgt daraus

J flz) dz = 2mif(a) bzw. f(a) = LJ flz) dz.
rz—a 2m r
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Die Cauchysche Integralformel.

Satz: Sei f eine analytische Funktion in einem einfach zusammenhangenden
Gebiet G. Weiterhin sei I" eine einfach geschlossene positiv orientierte Kurve in
G. Dann gilt fiir jeden Punkt a € G, der von I' umlaufen wird, die Cauchysche

f(a) 1 J flz) dz.
r

Integralformel

2mM |lrz—a

Interpretation:
Die Werte einer analytischen Funktion f(z) sind fiir alle Argumente z € G, die
von [' C G umlaufen werden, vollstandig durch die Werte von f auf I' bestimmt.

Konsequenz 1:
Falls f im Inneren des von I umlaufenen Gebietes abgeandert wird, aber nicht

auf I' gedandert wird, so ist die daraus resultierende Funktion f nicht analytisch.

Konsequenz 2: Stimmen zwei analytische Funktionen f und g auf I' iiberein, so
stimmen f und g auf dem von I umschlossenen Gebiet iiberein, d.h. f = g.
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6.4 Anwendungen der Cauchyschen Integralformel

Satz (Mittelwerteigenschaft): Der Wert einer analytischen Funktion f im
Mittelpunkt einer in ihrem Definitionsbereich enthaltenen Kreisscheibe stimmt
mit dem Mittelwert von f auf dem Kreisrand iiberein.

Beweis: Sei f analytisch auf G, a € G, und sei I" ein in G enthaltener positiv
orientierter Kreisrand um a mit Radius 1, der a einmal umlauft. Dann gilt die
Cauchysche Integralformel

] f(z)
fla) = 27 Jr z—a dz

bzw. (wie bereits mit der Parametrisierung z(t) = a + re't hergeleitet)

27t

1 .
fla) = ZTJO f(a + re't) dt.
Die rechte Seite beschreibt den Mittelwert von f auf I. N
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Maximumprinzip.

Satz (Maximumprinzip): Sei f eine analytische Funktion auf einem Gebiet G.
Falls es einen Punkt zp € G gibt mit

f(z)] < [f(zo) fir alle z € G,

so ist T auf G konstant.

Beweisskizze: Sei zo € G maximal mit M := [f(zo)| > |f(z)] fir alle z € G.
Dann gilt mit der Mittelwerteigenschaft die Darstellung

] 27‘( .
M = [f(z0)] = o Jo f(zo +re't) dt
und somit
] 27t . 1 27t
M < — f ) dt < — Mdt=M
_ZT[JO T (zo +1e')]| _ZﬂL
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Fortsetzung der Beweisskizze.

Daraus folgt
] (zo+re )!- fir 0 <t < 2m.

Dies bedeutet, dass |f| auf jedem Kreis um zp, der in G liegt, konstant ist.

Da man das gesamte Gebiet G mit Kreisscheiben iiberdecken kann (Ubung), gilt
f] =

auf ganz G.

Unter Verwendung der Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen folgt
f=M

auf ganz G (Ubung). O
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Folgerungen aus dem Maximumprinzip.

Satz: Sei f eine analytische Funktion auf einem beschrankten Gebiet G. Sei
weiterhin f stetig auf G und nicht konstant. Dann nimmt die Funktion |f(z)|
thren maximalen Wert nur auf dem Rand von G an.

f| nimmt ithr Maximum im Inneren von G an. Dann ist f

Beweis: Angenommen,
nach dem Maximumprinzip konstant. Dies widerspricht der Annahme. |

Satz (Fundamentalsatz der Algebra): Jedes Polynom vom Grad n > 1
besitzt mindestens eine Nullstelle in der komplexen Ebene.

Beweis: Fiir komplexe Koeffizienten ag,...,a, € C sei
p(z):anz“Jran_ﬂ“_]+...+a1z+ao fuirz e C

ein beliebiges Polynom vom Grad n > 1.

Angenommen, p(z) besitzt keine komplexe Nullstelle, d.h. es gilt

plz) #0 fir alle z € C.
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Fortsetzung des Beweises.
Dann ist die reziproke Funktion

] ]
plz) anz™+an_1z™" ' +...+ajz+ ag

analytisch auf ganz C, und es gilt

: . 1

lim [f(z)] = lim 1

Z—00 z—oo |anz™ + an_1z™" '+ ...+ ajz+ ap|

: 1 . ]
= lim | n] - lim = 0.
zZ—o0o (AnWZ Z— 00 an—1 aj a
" 1+ anz et aAnzn—1 + an;“

Demnach besitzt |f| in einem Punkt zo € C ein Maximum.
Nach dem Maximumprinzip ist f konstant. Somit ist p konstant.
Dies widerspricht der Annahme an den Grad von p. H
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Integraldarstellung der Ableitung.

Voraussetzungen:
e Sei f analytisch in G;
e [ eine einfach geschlossene positiv orientierte Kurve in G.

e das Innere Gr des von I' umschlossenen Gebietes gehore ganz zu G, Gr C G.

Cauchysche Integralformel:

f(z) = 1 , J &) dc fur alle z € Gy
2mi Jr (—z

Differentiation: Nun gilt

d 1T ]
dz{—z (C—2z)?
und somit : €0
f(Z):Z—TﬁJr T2 dC fur alle z € Gr
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Integraldarstellung hoherer Ableitungen.

Verallgemeinerung: Erneutes (wiederholtes) Differenzieren des Integranden,

dZnC—Z:(C_Z)TI+1 furn:])z)g,...)

liefert die Darstellung
d" n! J f( ()
r (¢

= —f =
dzn (Z) _Z)n+1

= dc fir alle z € Gr
2mi

£V (2)

fiir die hoheren Ableitungen f™) von f firm =1,2,3,....
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Cauchysche Integralformel fur die Ableitungen.

Satz (Cauchysche Integralformel fiir die Ableitungen): Sei f in einem
Gebiet analytisch. Dann existieren alle Ableitungen von f in G, und diese
Ableitungen sind jeweils analytisch in G. Weiterhin gilt fiir eine einfach
geschlossene positiv orientierte Kurve I' C G, deren Inneres Gr ganz in G liegt,
die Cauchysche Integralformel

! f
fn)(z) = Zlm Jr (C—(ZC))““ dc fir alle z € Gr

fiir die Ableitungen f'™) von f fiirm =1,2,3,.... []
Bemerkungen:
e Fiir n = 0 liefert die obige Darstellung die Cauchysche Integralformel fiir f.

e Es gilt der Grundsatz: “einmal holomorph, immer holomorph” :

Eine analytische Funktion f lasst sich beliebig oft in ihrem Definitionsbereich G

komplex differenzieren, d.h. ist f ist komplex differenzierbar in einem Gebiet G,

so existieren alle Ableitungen f™) von fin G firn=1,2,3,.... []
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6.5 Die Taylor-Reihe

Start: Erinnerung an den Satz iiber die geometrische Reihe.

e Fiir die endliche geometrische Reihe gilt die Summenformel

1 — .
Zq“: 1ﬂq fir g € C\ {1}.

wahrend die Reihe fiir |[q| > 1 divergiert.
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Zur Herleitung der Taylor-Reihe.
Vorbereitungen:
e Sei f analytisch im Gebiet G, I' C G einfach geschlossen und positiv orientiert.

e Dann gilt die Cauchysche Integralformel

= [ 10 4

:Zﬂi (—z

fiir jedes z € G, das von I' umlaufen wird.

e Sei nun a € G ein Punkt, der von I umlaufen wird.

e \Weiterhin bezeichne r den Abstand zwischen a und T', d.h.

T = min|( — q
cer

e SchlieBlich sei z ein Punkt im offenen Kreis B.(a) ={w e C:|w—a| < r} um
den Punkt a mit Radius r, d.h. z € B;(a). Insbesondere gilt

z—al <.
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Zur weiteren Herleitung der Taylor-Reihe.
e Es gilt die Zerlegung
1 1 o 1
(—z (—a+a—z (—a 1—2:3
e Wegen |z—al|<rund [C—a| > fir (€T gilt|q <1 fir
__Z—a
q = [ — q
e Daraus folgt die Darstellung
1 1 — — (z—a
= ZZq“=Z( ) fir (e T
1_C—a ]_q n=0 n=0 (—a
und weiterhin
1 [ flQ < (z—a\" )
f(z) = =— f B.(a).
(z) ZTEiJrC—aT;)<C—a> dc ir z € By (a)
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Zur weiteren Herleitung der Taylor-Reihe.

e Durch Vertauschen von Summation und Integration bekommen wir somit

- n ] £(C) ..
f(z) zé(z—a) z—er T d¢ fur z € B, (a).

e Wegen
d¢

f(a) 1 f(C)
nl  2mi Jr (C—a)nt]

gilt insgesamt die Taylor-Reihendarstellung

>  f£(n)
f(z) = Z f n’(a) (z—a)™ fur z € B, (a).
n=0 |

d.h. wir bekommen die Taylor-Reihe von f um den Entwicklungspunkt a

/7

f (a)
2!

f'(a)
1!

(z—a)+ (z—a)®+...
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Bemerkungen zur Taylor-Reihe.
o Mit

> f(n)
f(z) = Z f n’(a) (z—a)™ fir z € By (a).
n=0 |

konvergiert die Taylor-Reihe in B;.(a) und stellt dort f dar.

e Die Taylor-Reihe hangt nur von f und a, aber nicht von I" ab.

e Daher hangt der Konvergenzbereich der Taylor-Reihe nur von f und a ab.

Satz: Die Funktion f sei analytisch im Gebiet G und a sei ein Punkt in G. Dann
konvergiert die Taylor-Reihe

%0 ¢(n)
f=y W, g
n=0

n!

gegen f(z) fiir alle z innerhalb des gréBten Kreises um a, dessen Inneres ganz in
G enthalten ist, d.h. fiir alle z € B.(a) C G. ]

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2025 (© ARMIN ISKE 165



UH
o KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION TUHH

Die Taylor-Reihe ist eindeutig.

Satz: Die Funktion f sei analytisch im Gebiet G und a sei ein Punkt in G. In
einer Umgebung von a gelte fiir f(z) die Darstellung

— i Cn(z_ a)n
n=0

mit komplexen Konstanten c,, € C, fiirm =0,1,2,.... Dann gilt
f(n)
S i G R S
n!

d.h. die obige Reihe ist die Taylor-Reihe von f um a.

Beweis: Fiir z = a gilt f(a) = ¢o. Durch Differentiation von f erhilt man

chn z—a)™ 1 bzw. f(¥ Znn 1...(n—k+1cn(z—a)™ ¥

n=1

und somit f'(a) = ¢j bzw. f(™W(a) = nlc, fiir z = a, d.h. die Koeffizienten ¢,
stimmen mit den Koeffizienten der Taylor-Reihe iiberein. |
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Ein Beispiel.

Fiir die Exponentialfunktion gilt

dn
—— exp(z) = exp(z) firm=0,1,2,...,
dzm
und somit gilt
dn .
—— exp(z) =1 firm=0,1,2,....
dz" z=0

Daher besitzt die Taylor-Reihe von exp(z) um a = 0 die Gestalt

= " z ¢ 23
eXp(Z):ZH:1+1_!+Z_!+§+.”
n=0

e Die Exponentialfunktion ist in der ganzen komplexen Zahlenebene analytisch.

e Somit gilt die obige Darstellung fiir die Taylor-Reihe von exp(z) in ganz C.
[]
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Noch zwei Beispiele.

e Fiir die Taylor-Reihe von exp(—z?) um Null bekommen wir die Darstellung

> Z)n 2 4 6

2y _ (—z _
exp(—z)—Z - —1—”—|—2!—3!i...

n=0
in ganz C.
e Die komplexe Sinusfunktion sin(z) besitzt die bekannte Reihen-Darstellung

%)
ZZn—H 3 5 7

sin(z) = Z(_”n(ZnJﬂ)! “Eoyrty T

e Der komplexe Sinus ist auf ganz C analytisch.
e Die obige Reihe ist die Taylor-Reihe von sin(z) um Null.

e Die Taylor-Reihe konvergiert auf ganz C.
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Und noch ein Beispiel.

e Wir entwickeln die Taylor-Reihe der Funktion

1
f(z) =
(2) 1+ 22
um Null. Fiir |z] < 1 gilt die Darstellung
1 - 2\ 2, .4 6
1+22:Z(_Z) =1—z"+z"—2z°+...
n=0

e Dies ist bereits die Taylor-Reihe von f(z) um Null.
e Die Taylor-Reihe konvergiert im Einheitskreis, d.h. fiir |z| < 1.

e Begriindung: Die Funktion f(z) ist analytisch in C \ {1}, und der groBte
Kreis um Null, in dem f analytisch ist, ist der Einheitskreis. L]
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Die Cauchysche Koeffizientenabschatzungsformel.

Satz: Die Funktion f sei analytisch im Gebiet G. Die abgeschlossene
Kreisscheibe |z — a| <1, v > 0, sei in G enthalten, und es sei

f(z) = ch(z—a)“ —co+ci(z—a)+ca(z—a)® +...

n=0

die Taylor-Reihe von f um a, also

Ch = firn =0,1,2,....

Weiterhin sei
M(r) = max |[f(z)].

|z—al|=r

Dann gilt die Cauchysche Koeffizientenabschédtzungsformel

o] < M(r)

firn=0,1,2,....

Interpretation: Die Werte (™) (a) kénnen nicht beliebig schnell anwachsen.
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Beweis: Nach der Cauchyschen Integralformel gilt
M) (a) 1 f(z)
Cn = | — 5 J — dz.
n. 27l lz—al|=r (Z— (l)
Somit ergibt sich die Abschatzung
1 (2)
< T max ) 2mr
— 27 \|z—al|=r |Z — CllTH_1
M(r
= ) firm=0,1,2,.
T
H
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Der Satz von Liouville.

Satz (Satz von Liouville): Ist eine komplexe Funktion f in der ganzen
komplexen Ebene analytisch und beschrankt, so ist f konstant auf ganz C.

Beweis: Sei f analytisch auf ganz C und beschrankt, d.h. es gibt ein M mit
f(z)] <M fur alle z € C.

Dann gilt fiir a € C mit der Cauchyschen Koeffizientenabschatzungsformel

M
()] < —
T

fiir beliebiges v > 0. Fiir 1 — oo folgt daraus
f'(a) = 0.

Da a beliebig war, gilt " = 0 auf ganz C, d.h. f ist konstant auf ganz C. H
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6.6 Die Laurent-Reihe

e Voraussetzung: Sei f analytisch in zweifach zusammenhiangendem Gebiet G.
e Ziel: Stelle f in G durch geeignete Reihen-Entwicklung dar.

e Vereinfachung:
Fira € Cund 0 <11 <712 < o0 sei fanalytisch im Kreisring

R=Ri?(a)={zeC:rm <|z—ada| <12} =By,(a) \ By, (a)

wobei B, (a) der offene, B, (a) der abgeschlossene Kreis um a mit Radius r > 0.

e Falls 11 =0, so gilt Ri*(a) = By, (a) \ {a};

e Falls 12 = o0, so gilt RY?(a) = C\ By, (a).

Beachte:
e f kann nicht nach ganzen positiven Potenzen von z— a in R entwickelt werden.
e Denn ansonsten ware f analytisch in ganz B, (a).
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Die Laurent-Reihenentwicklung.

Satz: Die Funktion f sei analytisch im Kreisring R = Ri2(a), und es sei

1 f(z) )
Cn:ZZ—T[iJr (Z—a)n_'_] dz furn:O,:H,:I:Z,...,

wobei I' C R eine beliebige Kurve ist, die By, (a) einmal im positiven Sinne
umlauft. Dann gilt die Darstellung

f(z) = Z Cnlz—a)™ fiir alle z € R.

n=—oo

Definition: Die obige Reihe heift Laurent-Reihe von f in R.
Weiterhin heiBt a das Entwicklungszentrum der Laurent-Reihe. []

Beachte: Die Laurent-Reihe enthalt positive und negative Potenzen von z — a.
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Bemerkungen zu Laurent-Reihenentwicklungen.

e Falls f in ganz B, (a) analytisch ist, so gilt

] f(z) )
n:— p— f :_1>_2,_3,oooo
C > Jr 2 qnt] dz =0 ir n

In diesem Fall enthalt die Laurent-Reihe keine negativen Potenzen von z — a
und stimmt daher mit der Taylor-Reihe

f(z) =) calz—a)" fiir alle z € By, (a).
n=0

liberein. Insbesondere gilt

Cr = firm=1,2,3,....
n!

e Die Werte der Laurent-Koeffizienten c¢,, sind unabhangig von T.
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Ein Lemma.

Lemma: Die Funktion f sei analytisch im Kreisring R = R}2 (a). Weiterhin sei
T1 < P71 < P2 <7132. Dann gilt

B f(C) 1 f(C) ’
f(z) = 2—er2 C_ch_ Z—MJF1 C—ZdC fiir alle p1 < |z — al < p2,

wobei Ty der innere und T, der GuBere Kreisrand von R5? ist.

Beweis: Sei z € Rp?2. Dann gilt (siehe Skizze)
! J M9 4=ty wnd J el gc—o.

2mi ), O~z 2mi ), (—z
Wegen I3 + 14 =15 — T4 fOlgt
1 flg 1 [ fld)
flz) = ZnidrgC—deJani“mC—de
1 [ 1T [
_ f(C) dc— f(C) ac.
21 Jp, C—z 21 Jp, (—z
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Beweis vom Satz der Laurent-Reihenentwicklung.
Beweis: Sei z € R. Fiir ( € % gilt | — a] > |z— a] und somit

Zz— a

(—a

<1 fur ¢ € I5.

Damit bekommen wir
1 1 R T i z—a\"
(—z (—at+a—z C(—a 1—E:G_C—a (—a

und somit

Z 2mi ), (C— )t
= Y (z—a)"cn
n=0
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Fortsetzung des Beweises.
Andererseits gilt | — a| < |z — a] fiir ¢ € T} und somit
(—a

z—a

<1 fur C € I7.

Damit bekommen wir

1 1 1 1 1 « [(C—a\"
CZ_CaJraz_za.]—Ca_zaZ()(za)

und somit

0

1 f(C) _

© 1 )
- Z( .L FQ)(C— @)™ dC

z—a)™t1 2mi

n=0
(e, @] — 00

— Z(z—a)_“_1c_n_1 — Z cnlz—a)™. |
n=0 n=—1I
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Die Laurent-Reihe ist eindeutig.

Satz (Eindeutigkeitssatz):
Eine in einem Kreisring R = R2(a), 0 <1y <13 < oo, analytische Funktion f
kann nur auf eine Weise in R durch eine Reihe der Form

f(z) = i Cn(z—a)"™

n=—oo

dargestellt werden, namlich durch ihre Laurent-Reihe, wobei

| f(z) i}
ch = 2—er ol firn=0,E152,

mit einem Weg I, der B, (a) einmal im positiven Sinn umlauft.

Beweis: Angenommen es gibt eine weitere Darstellung der Form

f(z) = Z ¢ (z—a)" fur z € R.

n=—oo
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Dann gilt

0= Z dn(z—a)™ mit d, = ¢, — ¢, firn € Z.

n=—oo

Sei nun m € Z und I" € R ein positiv orientierter Kreis um a.

Dann gilt (durch Multiplikation mit (z—a)~™ " und Integration lings I")

o0

0= Z dnJ (z—a)v ™ 14z
n=—oo r
Wegen
5 2 fir k= —1
J (z—a)“dz =
r 0 sonst

folgt daraus 0 = d,, - 27ti und somit d, =0, d.h. ¢,y =’

Da m € Z beliebig war, sind die beiden Reihen identisch. |
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Beispiel.
Bestimme die Laurent-Reihe der Funktion f(z) =sin(z)/z* im Kreisring R°.
Es gilt
> 2n+1 3 5 7
. h Z 7z
Sm(z)zé(_” 2n+i1yn  ~© TR
und daher ist
sin(z)  — z?n—1 1z 22 2
_ . D = — — — 4+ — — — £...
7?2 1;)( ) 2n+ 1) =z 3!+5! 7!
die Laurent-Reihe von f mit Entwicklungszentrum a = 0. []
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Noch ein BEISpIEl Bestimme die Laurent-Reihe der Funktion

f(z) = exp (1 1—z>

um den Entwicklungspunkt a = 1.

Es gilt
= wh w2 w3
exp(w) = ZW:1+W+ TR TRRAEE
n=0
und daher mit w =1/(1 — z),
. 1 14 T 1 N 1 | N 1 | N
X = — — -
P\T—2 NT—z 20(0—2)2 " 31(01—2)3
— 1! —1)72 —1)73
S C ) R Tl C k) IR
1! 2! 3!
die Laurent-Reihe von f mit Entwicklungszentrum a = 1. ]
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Und noch ein BEiSpiEl. Bestimme die Laurent-Reihe der Funktion

1 1
f(z) = -+
z 11—z

in R} und in R$°. In R}, d.h. fiir |z] < 1, gilt

1 o0
]_Z:Zz“:1+z+z2+z3+...

n=0
und daher 1
f(z):2+1 +z4+22+25 4. ..

fur die Laurent-Reihe von f um a =0 in Rg). In R$°, d.h. |z| > 1, bekommen wir

1 —_1 ] —_1 ]_|_1_|_l_|_l_|_ —_1_1_]_1_
-z - z2 23 )z z2 3 A T

1—z 1—1 z z
und somit 1 | :
f(z):_zz_z3_z4_...
fir die Laurent-Reihe von f um a = 0 in R{°. ]
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6.7 lIsolierte Singularitaten

Definition: Eine analytische Funktion f hat in einem Punkt a € C eine

isolierte Singularitét, falls f in einem Kreisring
B.(a)\{a}={zeC:0<|z—a| <1} fiir v > 0,
definiert ist, aber nicht im Punkt a. []
Beispiele:
e f(z) =sin(z)/z besitzt in z = 0 eine isolierte Singularitat.
o f(z) =1/(1 4 z?) besitzt in z = +i isolierte Singularititen.
o f(z) =exp(1/(1 —2z)) besitzt in z =1 eine isolierte Singularitat.

e Der komplexe Logarithmus Log(z) ist in {z € R|z < 0} nicht definiert.
Somit ist der Punkt z = 0 keine isolierte Singularitdt von Log(z).
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Drei Typen isolierter Singularitaten.

Die Funktion f besitze in a € C eine isolierte Singularitat. Insbesondere ist f
analytisch in B;(a) \ {a}. Dann kann f in B.(a) \ {a} in eine Laurent-Reihe

flz) =) cnlz—a)®
nez

entwickelt werden. Wir unterscheiden drei Typen von isolierten Singularitaten.

Definition: f besitze in a € C eine isolierte Singularitat. Dann heifit a

e cine hebbare Singularitadt von f, falls in der Laurent-Reihe alle
Koeffizienten ¢, mit n < 0 verschwinden;

e ein Pol der Ordnung m von f, falls in der Laurent-Reihe nur endlich viele
Koeffizienten ¢, mit n < O von Null verschieden sind und —m die kleinste
Zahl ist mit ¢_, # 0.

e cine wesentliche Singularitat von f, falls in der Laurent-Reihe
unendlich viele Koeffizienten c,, mit n < O von Null verschieden sind. []
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Beispiel.

e Betrachte die Funktion

e f besitzt eine isolierte Singularitit in z = 0.
e Wir bestimmen nun die Laurent-Reihe von f um Null.

e Mit der Taylor-Reihe der Sinus-Funktion

3 5 7
. z z z
sin(z) :Z—§+§—7—!:|:...
erhalten wir nach Division durch z # 0 die Laurent-Reihe
sin(z) :1_22 +z4 z2° L
z 3! 51 7
e Somit ist z = 0 eine hebbare Singularitdt von f. []
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Noch ein Beispiel.
e Wir untersuchen die isolierte Singularitdt z =1 von
|
f =
(2) 1+ 22
e Es gilt
1 1 T 1
14+22 (z—i)(z+1i) z—iz—i+2
T 1 1 1
 z—iX (1 -+ %) C2iz—i1— %(z—i)
_ 1 1+i(z—i)+ t z(z—i)2+
o 2iz—1i 2 2 o
11 1 o 1 .
— Ziz_i+22(z_l) —|—2—3(Z—1)‘|_...
e Somit hat f in z =1 einen Pol erster Ordnung. []
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Und noch ein Beispiel.
e Wir untersuchen die isolierte Singularitat z = 1 der Funktion
f(z) = exp(1/(1 —z)).
e Die Laurent-Entwicklung
1 ] ] 1 ]
1/(1 — =-1]- - — 4 ...
exp(1/01 = 2)) 21 2 z=12 31 z=1p3 "
von f enthalt unendlich viele Glieder mit negativen Potenzen von z — 1.

e Somit ist z = 1 eine wesentliche Singularitdt von f. []
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Singularitdten rationaler Funktionen nie wesentlich.
e Sei f eine rationale Funktion, d.h. mit Polynomen p(z) und q(z), gilt

f(z) = @

q(z)

e Dann besitzt f nur bei den Nullstellen von q isolierte Singularitaten.

e Sei zy Nullstelle der Ordnung m von q(z), so dass
q(z) = (z—2z0)"q1(2)
fiir ein Polynom q1(z) mit q1(z¢) # 0. Somit gilt

1 p(z)
(z—20)™ q1(2)

wobei p(z)/q1(zo) um zg in eine Taylor-Reihe um zq entwickelt werden kann,

p(z) o
B —T;)an(z zo)™.

f(z) =

q1
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Singularitaten rationaler Funktionen nie wesentlich.
e Die Taylor-Reihe

p(z)  © o
- S

konvergiert fiir ein v > 0 in dem Kreis B..(zp) um zg.

e So bekommt man die Laurent-Reihe

flz) = ) anlz—zo)™™
n=0

_ ao n aj n ar
 (z—zo)™  (z—zo)™ ' (z—zo)™ 2

+ ...,

die im Kreisring B (zo) \ {zo} konvergiert.

e Wie man an der Form der Laurent-Reihe sieht, ist zy entweder ein Pol oder
eine hebbare Singularitdt von f, aber keine wesentliche Singularitat. []
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Werteverhalten bei hebbaren Singularitaiten.

Satz: Sei f analytisch im Kreisring B.(a) \ {a}. Weiterhin sei a eine hebbare
Singularitit von f. Dann existiert der Grenzwert

x:= lim f(z)
z—a

Definiert man f(a) := «, so ist die derart erweiterte Funktion in der vollen

Kreisscheibe B, (a) analytisch. ]
Beweis: Mit der Darstellung
f(z) =) calz—a)=cotcilz—a)+calz—a)’ +...
n=0
bekommt man sofort den Grenzwert & = co = lim,_,o f(z). Weiterhin gilt
, . f(z) —f(a) . co+ci(z—a)+crz—a)+...—co
f'(a) = lim = |im
z—a zZ—Qa z—a zZ—Qa
. cilz—a)+calz—a)? +...
= ||m — C‘] . .
z—a zZ—
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Der Satz von Riemann.
Es gilt die Umkehrung des vorigen Satzes, hier in seiner verscharften Form:

Satz (Satz von Riemann): Die Funktion f besitze in a eine isolierte
Singularitat. Falls f in einem Kreisring B.(a) \ {a} beschrankt ist, so ist a eine

hebbare Singularitat von f.
Beweis: Sei f beschrankt in B.(a) \ {a} mit |[f(z)] < M. Fiir die Laurent-Reihe

f(z) = i Cn(z—a)"™

n——oo
verschwinden alle ¢, mit n < 0, denn es gilt die Abschatzung

M
el £ T =Mp il =0, 52,

Fiir n < 0 bekommt man fiir p — 0 den Grenzwert Null.

Somit gilt ¢, = 0 fiir alle n < 0. H
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Werteverhalten bei Polstellen.

Aus dem Satz von Riemann ziehen wir zunachst die

Folgerung: Ist eine isolierte Singularitdt a von f nicht hebbar, so ist f in keiner
Umgebung von a beschrankt. []

Satz: Hat die Funktion f in a einen Pol, so gilt

lim f(z) = oo.
z—a

Beweis: Aus der Laurent-Entwicklung von f um q,

C_ C_ C_

T z—a)m | (z—a)m " (z—a)ym—2 T
]
— Z_am [c_m +Cmet(z—a)+coma2(z—a)* +.. }
mit m > 0 und c_,, # 0, folgt die Behauptung unmittelbar. |
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BEiSpiEl. Betrachte die Funktion
f(z) (1/z) 1+1+]+]+
Z) = €ex Z) = — cooo
P z 222 3123
e f besitzt in z = 0 eine wesentliche Singularitat.
e Fiir z =x, x reell und positiv, gilt
I 1/x) =
x@o exp(1/x) = o0
e Fiir z =x, x reell und negativ, gilt
I 1 = |i —1/x) =0
Jim exp(1/x) Jim, exp(—1/x)
e Fiir z=1y, y € R, existiert der Grenzwert nicht:
lim exp(1/z) = lim exp(1/(iy)) = lim exp(—i/y)
z—0 y—0 y—0
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Der Satz von Casorati-Weierstrass.

Satz (Satz von Casorati-Weierstrass): Die Funktion f besitze im Punkt
a € C eine wesentliche Singularitat. Dann kommen die Werte von f in jeder

Umgebung von a jeder komplexen Zahl beliebig nahe.

Beweis durch Widerspruch: Sei U = B, (a) \ {a} eine Umgebung von a.
Weiterhin sei wy € C eine komplexe Zahl, der die Werte von f in U nicht
beliebig nahe kommen, d.h. es existiert ein € > 0, so dass

f(z) —wo| > € fiir alle z € U.

Dann ist die Funktion

g(z) = firze U

analytisch in U, und wegen |g(z)| < 1/€ beschrankt.
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Beweis des Satzes von Casorati-Weierstrass.

Somit ist a eine hebbare Singularitat von g, so dass in U die Darstellung

o0

giz) = ) calz—a"=(z—a)™ ) cminlz—a)" =(z—a)"gi(2)

n=0

fir m > 0 gilt, wobei g7(z) in B;(a) analytisch ist. Daraus folgt die Darstellung

] ] ]
f(z) =wo+ — =wo + fuirze U
g(z) (z—a)™ gi(z)
fur f in U. Zusammen mit der Taylor-Entwicklung
.I e e}
:an(z—a)“ firz e U
g1(z) =
erhalten wir die Laurent-Reihe von f in U,
bo b1
flz) = + +...+bm+wo+b z—a)+...
im Widerspruch zur Annahme, wonach a wesentliche Singularitat ist. |
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Der Hauptteil einer Laurent-Reihe.
Definition: Sei a eine isolierte Singularitat der Funktion f, und es sei
f(z) = Z Cn(z—a)™
die Laurent-Reihe von f um a. Dann heiBt die Funktion
—1
hiz)= ) calz—a)"

der zu a gehorige Hauptteil von f. []

Bemerkungen:
e Fiir eine hebbare Singularitdt verschwindet der Hauptteil.

e Fiir einen Pol ist der Hauptteil ein Polynom in 1/(z — a).
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Satz: Eine rationale Funktion f, die im Unendlichen verschwindet, ist die
Summe ihrer Hauptteile, f = h; +hy + ...+ hy.

Beweis: Sei f rational. Dann ist f in der komplexen Ebene bis auf endlich viele
Polstellen z¢,...,zn € C analytisch. Betrachte nun die zugehorigen Hauptteile

M

Ckn .
hi(z) = ) (z—kzk)“ firk=1,...,N,

n=1

von f. Dann ist die Funktion g = f — ZE:] hi in C\{z1,...,zn} analytisch.

Da nun fiir jedes zy der zugehorige Hauptteil hy in der Laurent-Reihe von g um
zy wegfallt, ist zy eine hebbare Singularitat von g, flirk =1,...,N.

Damit ist g eine ganze Funktion, d.h. g ist analytisch auf ganz C.
SchlieBlich gilt

lim g(z) = lim f(z Z lim hy(z) =0,

zZ— 00 ZzZ— 00

somit ist g beschrankt auf C, nach dem Satz von Liouville konstant mit g = 0. B
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6.8 Residuenkalkul

Erinnerung:

e Sei f analytisch auf einem zweifach zusammenhangenden Gebiet G,
d.h. G besitzt genau ein “Loch” L.

e Weiterhin seien I" und 'y zwei positiv orientierte geschlossene Wege,
die das Loch L einmal umlaufen.

e Verallgemeinerung des Cauchyschen Integralsatzes: Dann gilt

Jr f(z)dz = Jr f(z) dz.

o Ziel: Weitere Verallgemeinerung auf mehrere Locher Ly, ..., Ly.
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Integrale in Gebieten mit zwei Lochern.

e Sei f analytisch in einem Gebiet G, das zwei disjunkte Locher Ly und L, hat.

e Sei I' C G eine positiv orientierte Kurve um L und L,.

e Weiterhin seien ", C G zwei geschlossene Kurven mit ' =T" + T, wobei
o I das Loch L; einmal im positiven Sinne umlauft (aber nicht L, umlauft);
o T das Loch L, einmal im positiven Sinne uml3uft (aber nicht Ly umlauft).

e Dann gilt fiir beliebige geschlossene Kurven T'7,1, C G, die jeweils nur L;
bzw. L, einmal im positiven Sinne umlaufen (siehe Skizze)

[ toae=| fzre wnd | feee=| fEe

und weiterhin mit T =T" + T die Formel

Jr f(z)dz = Jr f(z) dz + Jr f(z) dz.
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Integrale in Gebieten mit mehreren Lochern.
e Sei f analytisch in einem Gebiet G, das N disjunkte Lécher Ly,...,Ln hat.
e Sei [' C G eine positiv orientierte Randkurve um Ly,...,Ly.

e Weiterhin seien I7,..., I\ geschlossene Kurven in G, wobei fir k =1,..., N
¢ Ik das Loch Ly einmal im positiven Sinne umlauft;
o T keines der anderen Locher (auBer Ly ) umlauft.

e Dann gilt die Formel

N

L f(z)dz = Z J f(z) dz.

k=1"Tx

Bemerkung: Die Formel gilt insbesondere fiir den Fall, bei dem die Locher Ly

jeweils zu einem Punkt zi, € G zusammenfallen, d.h. f besitzt isolierte

Singularitaten in z1,...,2zN. []
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Zur Bedeutung des Laurent-Koeffizienten c_;.

Erinnerung: Fiir die Koeffizienten der Laurent-Reihe

f(z) = Z cn(z—2z1)" firO<lz—zgl <

n=—oo

von f(z) um zy gilt die Darstellung

1 f(z) )
Cn:Z—T[iJrk (Z—Zk)n+1 dz furn:O,:H,:l:Z,....

Insbesondere gilt die Formel

bzw.
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Das Residuum.

Definition: Die Funktion f besitze im Punkt a eine isolierte Singularitat. Dann
kann f in einer Umgebung von a durch eine Laurent-Reihe

f(z) = Z Cn(z—a)™ flir0<l|z—al<r

n=—oo

dargestellt werden. Der Koeffizient c_1 € C wird als Residuum von f in a
bezeichnet. Wir verwenden dafiir die Notationen

Resf(a) bzw. Resf(z) |

Bemerkungen:
e Der Begriff des Residuums bezieht sich auf die Laurent-Reihe von f um a,
die in der Umgebung B.(a) \ {a} gilt, nicht auf beliebigen Kreisringen B12(a).

e Insbesondere ist das Residuum von f in a eindeutig.

e Falls f analytisch in ganz B, (a), so gilt Resf(a) = 0. ]
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Der Residuensatz.

Satz (Residuensatz):

Die Funktion f sei bis auf endlich viele isolierte Singularitaten z1,...,zN In dem
einfach zusammenhangenden Gebiet G analytisch. Weiterhin sei I' C G eine
positiv orientierte geschlossene Kurve, die alle Singularitidten einmal umlauft.

Dann gilt

N
J f(z) dz = 2mi Z Resf(zy).
r k=1

Bemerkung: Die Integral-Darstellung im Residuensatz erweitert man wie folgt.
J f(z) dz = 2mi Z Resf(z)
r zeGr
denn es gilt Resf(z) = 0 fiir alle z € G \ {z1,...,zn}. Insbesondere gilt
J f(z) dz = 2mi Z Resf(z) = 0
r zeGr

(der Cauchysche Integralsatz), falls f auf ganz G analytisch ist. []
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Residuenbestimmung in einem Pol erster Ordnung.

e Sei a Pol erster Ordnung von f.

e Dann besitzt f um a die Laurent-Reihendarstellung

C_
f(z) = 1 +co+cilz—a)+ear(z—a)® +...

z—a

e Somit gilt
(z—a)f(z) =c_1+colz—a)+cr(z—a)’ +calz—a)’ +...
in einer Umgebung von a. Fiir z — a bekommt man daraus

C_1 = ZIiﬁma(z —a)f(z).

Satz: Die Funktion f besitze in a € C einen Pol erster Ordnung. Dann gilt

Resf(a) = lim (z — a)f(z).

z—a
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Folgerung.

Voraussetzungen: Die Funktion f besitze die Form

f(z) = P&

q(z)’

wobei p und q analytische Funktionen seien.

Weiterhin besitze g in a eine einfache Nullstelle, d.h.

q(a) =0 und q'(a) #0.

Dann gilt
: B o ~plz) p(z)  pla)
AT M) = I e gy T sk T (e

In diesem Fall ist a
e entweder ein Pol erster Ordnung von f (falls pla) #0);

e oder eine hebbare Singularitdt von f (falls p(a) = 0).
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Zusammenfassung. Sei

eine Funktion, wobei p(z) und q(z) in einer Umgebung von a € C analytisch
seien. Weiterhin besitze q in a eine einfache Nullstelle. Falls p(a) # 0, so ist a
ein Pol erster Ordnung von f mit Residuum

Resf(a) = pla) :

Falls p(a) =0, so ist a eine hebbare Singularitat von f. []

Beispiel: Berechnen fiir die Funktion

1

f(z) —
) 1+ 22

das Residuum in z = i. Es gilt f(z) =p(z)/q(z) mit p(z) =1,4d(z) = 1 + 22,

Resf(i) = 1 1

s
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Anwendungen des Residuensatzes.

Beispiel 1: Wir berechnen das uneigentliche reelle Integral

Setze

fuir R > 0, so dass I = limr_ - Ir.

Wir schreiben das reelle Integral Ig als komplexes Integral

= | flz)dz
langs des Integrationsweges I" = [—R, R] C C iiber die analytische Funktion
1
flz) = 1+ z2
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Fortsetzung des Beispiels.

e Sei I'"" der Halbkreis mit Mittelpunkt Null und Radius R,
positiv orientiert von (R, 0) nach (—R,0) (siehe Skizze).

o Fir T=T"4+T" gilt dann

] ] 1
d p— d d :I .
Jr]"‘Zz z Jr/1+zz Z+Jr‘” ]"‘ZZ z R—|—IR

e Betrachte das Integral

1
]R - Jr” ] ‘|—Z2 dz
o Fiir R > 1 gilt |1 +2z%| > R? —1 auf " und somit
1 1 "
< fii r.
‘sz SR MRS
e Daraus folgt
] 7R
— < .
Txl Jru ER A
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KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION

TUHH

Weitere Fortsetzung des Beispiels.

e Weiter folgt limr_ o Jr = 0, und somit gilt

1
[=1Ig = d
R L1—|—Zz z

e Dieses Integral berechnen wir mit dem Residuensatz: Es gilt

] ]
[ = L T 22 dz = 2miResf(1) = 27(12—i — TI.

e Elementare Berechnung des Integrals (mit Methoden der reellen Analysis):

%) 1 . R 1
dx = I|Iim dx
oo 1 X2 R—oo | p 1+ %2

R

lim arctan(x)
R—o0

—R
7T 7T
= 3-(—3)==

[]
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A KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION

TUHH

Nachstes BEISpIEl Betrachte das Integral

<]
Jo 14 dx :=1/2.

e Der Integrand ist gerade, und somit gilt

R
1

[= Iim Ix = |i .

Roeo R T RIL JR x4 + 4 dx

e Es gilt (mit entsprechenden Bezeichnungen aus dem vorigen Beispiel)

1
I o d —
R Jr Z4+4 z ]R,

wobei erneut limr_, Jr = 0.

e Wir bestimmen das Integral Ix nun mit dem Residuensatz.
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Fortsetzung des Beispiels.

e Der Integrand
1
4+ 4
besitzt Pole erster Ordnung in den vier Punkten 1 £ 1.

f(z)

e Fiir R > v/2 werden die beiden Pole z = +1 + 1 von I umlaufen.

e Es gilt

e | 1 R e e
A4 A2 40413 40+0* 16

e ] 1 R R T
A4 g A g AE1+1)3 0 4T+t 16

e Daraus folgt mit dem Residuensatz

1 141 141\ =
i _ T
L 4% m( 16 16 ) 4
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A KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION TUHH
Nachstes Beispiel. Betrachte fiir a > 0 und w > 0 das Integral
00 lwx
e
oo Xt a
e Es gilt (mit entsprechenden Bezeichnungen aus dem vorigen Beispiel)
I JR plwx 1 ; ] J elwz 1
= ——— dx un R = —— dz
R e x2+ a2 r z% + a?
wobei erneut limr_,o Jr = 0, und somit
eiwz
[ = J > dz.
rzc+a
e Mit dem Residuensatz gilt
eiwz . eiwz e wa T
J ——— dz =2niRes 5—— =2mi——— = —e~ ¢
rz-+a zc+ac|,_i, 2ia a
]
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Letztes BGISpIEl Betrachte fiir 0 < & < 1 das reelle Integral

oC 1
I = d )
JO x*(1 + x) X< o9

Zur Berechnung von I betrachten wir das komplexe Integral

1
dz=0L +1, +I3+1
Jrz“(1+z) z=h1 + 12+ 13+ 14,

wobei I' =Ty + T + I3 + I (siehe Skizze). Der Integrand ist analytisch, bis auf
einen Pol erster Ordnung in z = —1. Weiterhin gilt

lim I] = L. lim Iz =0 lim 14 = O,
1§—>%<> R—o0 >—0
_)

so dass das Integral
1

I3 = d
3 Jrg z%(1 + z) -

zu bestimmen bleibt.
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KAPITEL 6: KOMPLEXE INTEGRATION

TUHH

FOFtSEtZUﬂg des BEiSpiElS. Parametrisiere den Integrationsweg
—I3 mit z(t) =t fiir 8§ <t < R. Nun gilt mit z% = |z|*e?™* auf T}

R e—ZTtioc i
I3 =— dt = —e "1
3 L tx(1+t) ’
somit
. 1 —2mix
lim — dz=1I(1—e ).
Rooo Jpp 2%(1 + 2)
Mit dem Residuensatz bekommen wir
] 1 1 z= %
27 Jr z%(1 + z) - esz“U +z) |, =1 +z|,
somit
[ 2mi i 21
- 1 — e—2mic o plam _ o—iam
bzw. - 1
T
I — d — .
JO (T +x) 7 sin(om)

Das Integral ist fiir « — 0 bzw. o« — 1 divergent.
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{ Fourier-Transformation

Ausgangspunkt: Die bereits bekannte Fourier-Reihenentwicklung einer
T-periodischen, stiickweise stetig differenzierbaren Funktion ft: R — R,

fr(t) = Z vietket mit Frequenz w = Tﬂ

k=—o00

und mit Fourier-Koeffizienten

Vi _ —1kwT dT

fT(T)e_ikwT dT fur k:O,:l:],:l:Z,...

—| = ] =
N
N
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Interpretationen und Begriffe.
e f1 fassen wir auf als ein zeitkontinuierliches T-periodisches Signal.

e Dann stellt der Fourier-Koeffizient vy den Verstarkungsfaktor fiir die

—itkwT

Grundschwingung e zur Frequenz

2
wk:kTﬂ fiir k = 0,41,42, ...

dar.

e Somit beschreiben die vy die Amplituden der beteiligten Schwingungen.
e Die Folge {yk}kez wird als Spektrum von f1 bezeichnet.

e Das Spektrum ist eine diskrete Menge von Fourier-Koeffizienten.

e Ist das Spektrum endlich, so sind die Frequenzen der beteiligten
Schwingungen beschrdnkt (und umgekehrt). ]
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Alternative Darstellung der Fourier-Reihe.

Ausgangspunkt: Wir schreiben die Frequenz w als

27
w:T:wkH—wk:Aw

Alternative Darstellung: Dann kann die Fourier-Reihe dargestellt werden als

o0 1 T/2 .
fr(t) = Z = JT/Z fT(T)elwk(t_T) dt- Aw.

k=—oc0

Fragen:

e Besitzt ein nicht-periodisches Signal f(t) eine entsprechende
Fourier-Darstellung? Etwa eine Fourier-Reihe? Oder etwas anderes?

e Falls ja, unter welchen Voraussetzungen?

e Wie sieht das Spektrum dann aus?
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Herleitung der gewiinschten Fourier-Darstellung.

Grundidee: Fasse nicht-periodisches Signal f: R — R als Signal mit
unendlicher Periode auf, d.h. wir betrachten den Grenziibergang

f(t) = lim fr(t)

T—o00
mit einer (geeigneten) T-periodischen Funktion fy.

e Setzt man hierzu
T/2

g1 (w) :j fr(T)e T dr,
—T/2

so bekommt man die Darstellung

1 = -
frt) = D gr(wi)et  wie — wy).

k=—o0

e Beachte: Dies ist eine Riemannsche Summe mit Zerlegung {wy }x,
die fiir groBe Perioden T beliebig fein werden kann.
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So bekommen wir eine Fourier-Integraldarstellung.

Setze -
g(w):= lim gr(w) :J f(t)e T dT. fir w € R.

T—o0 oo

Definition: Falls das Integral
glw) = J f(t)e ' dt

fur alle w € R existiert, so wird die Funktion g als Fourier-Transformierte
der Funktion f bezeichnet. L]

Vermutung: Es gilt (mit T — o0) die Fourier-Umkehrformel

f(t) = %{J g(w)e't dw.

— 00
bzw.

‘I o0 o0 )
f(t) = —J J f('t)elw(t_“’) dt dw.
27

— 00 J—0CO
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Wann gilt die Fourier-Umkehrformel?

Satz: Die Funktion f : R — R sei auf jedem endlichen reellen Intervall
stiickweise stetig. Weiterhin besitze f in jedem Punkt eine linksseitige und
rechtsseitige Ableitung und es existiere das Integral

0

T J (1) dt.

— 0o

Dann gilt die Fourier-Umkehrformel

‘I o @] 0 )
f(t) = 7 J_OO J_OO f(1)et ") dr dw.

Falls f bei to € R unstetig ist, so liefert das Doppelintegral auf der rechten Seite
der Fourier-Umkehrformel fiir t = to den Mittelwert des links- und rechtsseitigen
Grenzwertes von f flirt — to, d.h. es gilt

1 . . _ ] > > iw(to—w)
5 (th/ngo f(t) —|—tll\ngO f(t)) = Z’CJ J f(T)e dtdw.

—00 J—0CO
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Diskrete/Kontinuierliche Fourier-Transformation.

Diskrete Fourier-Transformation: Es gilt die Fourier-Reihendarstellung

27

fr(t) = Z vietket mit w = -

k=—o0
mit diskreten Fourier-Koeffizienten

1 T/2 '
Yk = Yi(f) = TJ fr(t)e ***Tdr fuirk =0,+£1,+2,...
_T/2

Kontinuierliche Fourier-Transformation: Es gilt die Fourier-Umkehrformel

f(t) ] JOO g(w)e'*t dw.

:Z_[ o

mit der kontinuierlichen Fourier-Transformation

glw) = Joo f(t)e 't dt

— 00
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Beispiel. Berechne die Fourier-Transformation f des Rechtecksimpulses

1 fir —a<t<aq
f(t) =
0 fur [t| > a.
flw) = J f(t)e ' wtdt = J e 't dt
1 Ll 1 . .
— _._e—lwt - [e—lwa . elwa}
iw — 1w
( )
%sin(wa) fiir z £ 0
== > = 2a - sinc(wa)
\ 2a firz=20 )

mit der sinc-Funktion
)

%sin(z) fiir z #£ 0;
sinc(z) = <

] fir z =0;

\
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Graphen von Einheitsimpuls und Sinc-Funktion.

0.8

0.6

0.4+

0.2

0

I I I I I I I I I I I I I I I I
-2 -1.5 1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Der Einheitsimpuls f(t). Die sinc-Funktion f(w).
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A KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION TUHH
BEiSpiEl. Berechne die entsprechende Fourier-Umkehrung von
flw) = 2asinc(wa)
1 [ 2si :
Flin = 5| FEEeeta
2t ) w
] JOO sin(wa) cos(wt)
= — dw
T oo w
] JOO sin(w(a+t)) +sin(w(a—1t))
= dw
2t ) w
Ubung: Verwende den Residuensatz, um Integrale der Form
J sin(oct) dt
oo T
zu berechnen. Zeige dann die Fourier-Umkehrformel F— [f1(t) = f(t). ]
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A KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION TUHH
BEISpIel. Berechne fiir a > 0 die Fourier-Transformation f von
e at fur t > 0;
f(t) =
0 fir t <O.
Graph von f.
w . w .
Flfl(w) = J f(t)e 't dt = J e latiwlt gt
—00 0
t=00
_ 1 e—(a—|—iw)t _ 1
a -+ 1w £—0 a -+ 1w
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Beispiel.
Berechne fiir a > 0 die Fourier-Transformation  von
f(t) = e I,
oo 0 o
Fifl(w) = J e et gt = J ela TN dt +J el ¢t gt
e 1 2a :

a—iw a+iw a?+ w?’

Grpah von f(t). Graph von f.
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Bemerkungen zur Fourier-Transformation.

e Zerlegt man die Fourier-Transformation der reellen Funktion f : R — R in
Realteil und (verschwindenden!) Imaginarteil, so folgt mit

J J f(7)sinfw(t—71)]dtrdw =0
die trigonometrische Darstellung

f(t) = %r Joo Joo f(T) cos[w(t — )] dTt dw

—00 J—O

e Falls f eine gerade Funktion ist, so gilt die Darstellung

f(t) = 2 J:O J:O f(T) cos(wt) cos(wT) dT dw.

e Falls f eine ungerade Funktion ist, so gilt die Darstellung

f(t) = E J:O J:O f(T) sin(wt) sin(wT) dt dw.
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Rechenregeln zur Fourier-Transformation.

Ausgangspunkt: Die (kontinuierliche) Fourier-Transformation

oo

Flifl(w) = flw) := J f(t)e T dr.
e F ist ein linearer Integraloperator bzw. Integraltransformation, d.h.
Flf+gllw) = Flfl(w)+ Flgl(w)
Flafl(w) = oFI[fl(w) fir « € R

e Fiir die Konjugation f von f gilt

Flfl(w) = FIf(—t)[(w).

e Fiir die Streckung f(c-), ¢ > 0, von f gilt

Flf(ct)(w) = -Flfl(w/c).
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Weitere Rechenregeln zur Fourier-Transformation.

e Verschiebungssatze: Fiir a € R gilt

Flift—a)l(w) = e *“*Ffl(w)
Flet“*f(t)(w) = Fifl(w—a)

e Faltungssatze: Fiir f,g € L{(R) ist die Faltung f * g zwischen f und g
definiert durch

(f * g)(t) :J f(t—T)g(7) dt.
Es gelten die Faltungssatze
Flifxgllw) = Flfl(w) - Flgl(w)
1
Flf-gllw) = o (Flf] * Flgl)(w)
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Beispiel.

Fiir die Autokorrelation f x f des Einheitsimpulses

1 fur —1 <t <1,
f(t) = <

0 fur |t| > 1;

\

bekommt man die Hutfunktion

)
2 — |t fur —2<t<2;

g(t) = <

0 fur |t| > 2;

\

und somit gilt nach dem Faltungssatz

Flgl(w) = Ff * fl(w) = (FIfl(w))? = 4sinc*(w).
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Die Hutfunktion und ihre Fourier-Transformation.

4.5

Hutfunktion Fourier-Transformation
f(t). flw) = 4sinc?(w).
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Differentiation der Fourier- Transformation.

Satz: Ist f eine stiickweise C'-Funktion mit endlich vielen Unstetigkeitsstellen
t1,...,tm, und sind f und ' absolut integrierbar, d.h.

I, r) = JOOOO f(t)] dt < oo und 1L, ®) = JOOOO /(1) dt < oo
so gilt
Flf'l(w) = iwFfl(w) — i (F(ty) — fty)) e+t
Beweis: O.E. fir eine Unstetigkeitsstellz,ju, gilt
J - f'(t)e ' Ctdt = - f'(t)e Ctdt + JOO f'(t)e "t dt
—00 J—o0 t

= [f(t)ett]"

—00 ts

+ [f(t)e '+ iw JOO f(t)e "t dt

— 00

= (f(t7) —f(t])) e Y +iwF[f)(w)

wobei lim¢_, 4 f(t) = 0 verwendet wurde (wegen f € L;(R)). H
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TUHH

Anwendung auf gewohnliche Differentialgleichung.

Ziel: Bestimme eine Losung der gewohnlichen Differentialgleichung

/7

y (t)+ ay'(t) + by(t) = c(t)
die den Wachstumsbedingungen

lim y(t) =0 und lim y'(t) =0

[t|—o0 |[t|— o0
geniigt. Fourier-Transformation auf beiden Seiten der Gleichung ergibt
(—w? +iwa+b) Y(w) = Clw),

wobei Y = F[y] und C = Flc]. Somit gilt

1
—w?2 +1iwa+b

Y(w) = Clw).

Riicktransformation liefert mit dem Faltungssatz die Losung

T [ (= c(T) Lo (t—)
t) = — v dtdw.
Yt ZWJ Joo—w2+iwa+be T

— 00
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Anwendung: Warmeleitung.

Ausgangspunkt: Wir untersuchen die eindimensionale Warmeleitungsgleichung
fiir einen unendlich langen Stab,

U (x,t) = cu(x,t) fir —co<x < oo, t >0

u(x,0) = up(x).

Fourier-Transformation bez. der Ortsvariablen x ergibt

&

g

ad
|

c(iw)*U(w, 1)
U(w,0) = Up(w)

und somit
U(w, 1) = Ug(w)e @t

wobei U = Flu] die Fourier-Transformation von u = u(-,t) bezeichnet.
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TUHH

Fortsetzung des Anwendungsbeispiels.

2

Zur Riicktransformation bestimmen wir zunichst das Urbild von e €t®™:

J,—;—1 [e—cth} (X) _ Zl [ e—ctheiwx dw
T J_ oo
_ [T (Ve i/ VERIVERw] X2 /(4ct)) | o—x2/(4ct) 4,
21 J_
_ le—xz/(4ct) JOO e—([\/aw]—ix/(z\/a))z dw
27t oo
_ 1 e—xz/(4ct).

2+/mct

Mit Anwendung des Faltungssatzes bekommt man die Losung

uxt) = — JOO e ST 1) de.

4rict J—oo
1 o (x—&)2 ] .
Der Faktor G(x, &,t) = ——e it heit Greensche Funktion. []
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Anwendung: Potentialgleichung.

Ausgangspunkt: Betrachte das Potentialproblem auf der Halbebene.

Uyx tUyy = 0 firxeRy>0

u(x,0) = up(x).
Fourier-Transformation bez. der Ortsvariablen x ergibt
uyy(way) — —(iw)ZU(w,y) — wZU(w,y)

und somit
U(w,y) = Crel®Y 4 Cre vl

Da die Losung fiir [y| — oo verschwindet, gilt C; = 0 und somit

U(w,y) = Uo(y)e V.

Es gilt 7~ [e-1wlv] = L _2Y _ \nd weiterhin mit dem Faltungssatz
g g

T 2 yZ+4x2
1
R ey G

KOMPLEXE FUNKTIONEN TUHH, SOMMERSEMESTER 2025 (© ARMIN ISKE 237



i TUHH

H KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION

Das Theorem von Shannon.

Satz (Shannonsches Abtasttheorem):

Sei f(t) ein bei t = 0 einsetzendes und fiir alle t > 0 definiertes Signal. Durch
f(—t) = f(t) werde f zu einer geraden Funktion auf R fortgesetzt. Weiterhin
erfiille f die Voraussetzungen fiir den Satz iiber die Fourier-Umkehrformel.
SchlieBlich sei das Spektrum von f beschrankt, d.h. fiir ein wgo > 0 gilt

flw) =0 fiir |w| > wqo > 0.

Tastet man f zu den Zeitpunkten

_th

t = k € Z

Wo

ab, so kann f aus diesen Informationen flir alle t exakt rekonstruiert werden.
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Beweis: Unter den Voraussetzungen fiir die Fourier-Umkehrformel gilt

AN

1 (%o ,
f(t) = —J flw)e*t dw
270 ),

Setze ?(w) zu einer 2wg-periodischen Funktion fort, mit
flw +2w,) = flw).

Dann besitzt die Fourier-Reihe

(e, @]
flw) = Z creFwo®

k=—0o0
die Fourier-Koeffizienten
] @o im
Cr = —J flw)e M@ ® duw
Zwo Wo
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Die Fourier-Koeffizienten kann man mit der Fourier-Umkehrformel schreiben als

o= s <_k£) _ T (k£> = )
Wo Wo Wo Wo Wo

Setzt man die Darstellung von fin die Umkehrformel ein, so bekommt man

flt) =

] (w0 &
J Z Ckeiw(t+k7t/wo)dw

210 ), =
1 = o
Z_[ Z CkJ elw(t+k7t/wo) dw,
k=—o00 —W@o
oo _
l Z K 1 [eiw(tﬂLkﬂ/wo )} Lo
27 = i(t 4+ kmt/wo) Ww=—wy

27T Wwo k7t
k=—o0
oo . t k
Z f(tk)sm(wo + km) -
= wot + k7t
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8 Laplace-Transformation

Ausgangspunkt: Die Heaviside-Funktion

(

0 fuirt <0
u(t) = <

1 furt >0

\

besitzt keine Fourier- Transformation.

Denn: Formal bekommt man das unbestimmte Integral

1(w) = J:O e T dr = % [1 - TIi_)moo(cos(wT) — isin(wT))}

das fiir w = 0 offensichtlich nicht existiert.

Beachte: u ¢ [ (R).
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Gibt es alternative Integraltransformationen?

Voraussetzung: Ab sofort f(t) = 0 fiir t < 0, so dass formal (wie eben)

g(w) = flw) = J:O f(T)e T dr.

Nun: Um Konvergenz zu erzwingen, verwenden wir konvergenzerzeugenden
Faktor e %%, fiir a > 0, und betrachten stattdessen das uneigentliche Integral

G(w) :J F(t)e T dt wobei F(t) = e **f(t) fir a > 0.
0

und somit -
G(w) = J f(t)e (et g
0
Beachte: Es gelten (unter Voraussetzungen an f) die (Fourier-)Umkehrformeln

1 .
F(t) = — G(w)e*t dw
2 )
1 .
ft) = =— G(w)eleTtelt qe.
2t )
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KAPITEL &8: LAPLACE-TRANSFORMATION

Konstruktion der Laplace-Transformation.
Ausgangspunkt: Mit der Umkehrformel

1 o0 - ‘l 0 o0 . .
(0= o [ Glwelerteltdw = [ | (e (erierelerion grdw
0

und der Substitution s = a + iw € C erhdlt man mit dem Symbol

£(D)](s) = G (S — “) — G(w)

— 00 —00

1

die Laplace-Transformation

sowie die Laplace-Umkehrformel

1 a-+ioo
(1) J ds)estds = [£71(d(s))] (1.

27—“ a—1ioc0
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Die Laplace-Transformation und deren Inverse.

Definition: Falls fiir f das uneigentliche Integral

£(F)](s) = J T f(r)e s dt = d(s)

0

existiert, so bezeichnet man ¢ als Laplace-Transformation von f.

Falls fiir & das uneigentliche Integral

iy T a-+1ioo o
L7 (d(s))] (1) b(s)e’" ds

27—“ a—100

existiert, so bezeichnet man L~ (&) als inverse Laplace-Transformation
von ¢. Der Integraloperator L~ wird entsprechend als inverse

Laplace-Transformation bezeichnet.

Somit gilt (unter geeigneten Voraussetzungen)

d(s) = [L(F)I(s) und  f(t) =L (d)I(L).
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Zur Existenz der Laplace-Transformation.

Satz: Sei f auf (0,00) 1lokal integrierbar, und es gelte
f(t)] < Me* fiir alle t > 0

mit geeigneten Konstanten M und v, so existiert die Laplace- Transformation

d(s) = JOO f(t)e " dt

0
fiir alle s € C mit Re(s) > v.

Beweis: Mit f(t) ist auch e S'f(t) lokal integrierbar, und wegen
et ()| = e e ()]

gilt mit dem Majorantenkriterium sogar absolute Konvergenz,

JOO f(t)e *T dt

O
< J Me (Rels)=¥)T g — M ) H
0

0 Re(s) —v

e Das Infimum aller y mit obiger Abschatzung heillt Konvergenzabzisse von f.
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Beispiele.

Beispiel 1: Fiir die Heaviside-Funktion

p

0 furt <0
u(t) = <
\ 1 furt >0
gilt
> —ST 1 —sT]T=00 ]
Lls) = pls) = | e Tar =~ eI <
0 S S

fiir Re(s) > 0. In diesem Fall ist Yo = 0 die Konvergenzabzisse.

Beispiel 2: Fiir Re(s) > —Re(f3) (und somit yo = —Re(f3)) gilt

£ (e BY)] (s) = J:O BT gr= ] -
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Weiteres Beispiel.
Beispiel 3: Fiir Re(s) > 0 gilt

[L(sin(Bt))](s) = JOO sin(Bt)e *Tdt

0
= —% [cos(BT)e "] :igo — % J:O cos(Bt)e T dr
— % — % {% [sm(ﬁft)e_“} :go + % Jo sin(Bt)e T dft}
und somit ,
(1 + %) [L(sin(Bt))](s) = % fir Re(s) > 0
Analog zeigt man
L(cos(BUN(s) = 5 s firRels) >0
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Noch ein Beispiel.

Beispiel 4: Betrachte fiir s > 0 (reell und positiv) die Laplace-Transformation

LL(t™)](s) :J ™e *Tdt
0
so folgt (mit der Substitution & = sT)
" ] * o 'm+1) .
LEAMNs) = 53 JO et dE = —— fiir s > 0,

und somit (fiir n € Np)

n n! iy

LL(t™M)](s) = o fur s > 0.
L]
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Laplace-Transformation von Ableitungen.

Erfiillt ' fiir f € C' die Voraussetzungen des vorigen Satzes zur Existenz der
Laplace-Transformation, so bekommt man fiir die Laplace-Transformation

L] (s) = J:O f'(t)e 3T dt

mit partieller Integration

(L] (s) = [f(T)e 7] Zgo +s J:o f(t)e " dr,

so dass mit (der angegebenen Voraussetzung) lim._,., f(T)e 3" =0 gilt

[L(f)] (s) = s - [L(f)I(s) — f(0).

Fiir hohere Ableitungen von f gilt unter entsprechenden Voraussetzungen

n—I
LD (s) = 5™ LL(0N(s) = Y sF o).
k=0
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Noch mehr Beispiele.

Beispiel 5: Mit der Substitution kT = & bekommt man fiir

[L(f(kt))] (s) = J:O f(kt)e *" dt fir k >0

das Resultat

L(F(kt))] (s) = HOO F(E)e—tE dE = L [£(F(1))] (s/K)

Beispiel 6: Es gilt

L(t-f(t))](s) = J:O Tf(t)e *T dt = —% JOO f(t)e T dt

und daraus folgt die Implikation
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Verschiebungssatze.

Erster Verschiebungssatz: Es gilt der erste Verschiebungssatz

[L(e  H(1))] (s) = Joo f(t)e” T dr = [L(f(t))](s + k)
0

fiir Re(s) > max(vo, Yo — k). Mit der Riicktransformation erhalt man

L7 (d(s))] (1) = e L7 [(d(s — k)I(t),

Zweiter Verschiebungssatz: Es gilt der zweite Verschiebungssatz

[L(f(t—K))I(s) = e *FIL(f(1))](s).
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Faltungssatz.

Satz: Fiir die Faltung (Konvolution)

t

(% g)(t) = L f(1)g(t — 1) dr

zweier Funktionen f und g gilt (unter den vorigen Vooraussetzungen) die Formel

L(fxg) = L(f) - L(g)

Beweis: Es gilt

rOO

L(f=g)l(s) = (f+g)(e)e™™" dt
JO

roo X
— J f(t)glx —Tt)dTe ** do
0o Jo

(&
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Fortsetzung des Beweises.
Unter Vertauschung der Integrationsreihenfolge bekommt man
roo roo
L(fxg)l(s) = J f(t)glax —Tt)e ** dadt
JO J7
r OO oo
— f(T)eSTJ gl —T1)e s* " dx dr
JO T
und weiterhin (mit der Substitution p = o« — T im zweiten Integral)
Liteglls) = | flele | glple* dpdr
Jo 0
— f(t)e " dT-J g(p)e P dp
Jo 0
= [L(F)](s) - [L(g)I(s)
|
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Beispiel.

Betrachte die Funktion

1 1 1
His) = s3(s2 + w?) T8 21w Fls)- Gls)

Fiir f(t) = t*/2 (Beispiel 4) und g(t) = sin(wt)/w (Beispiel 3) gilt
LL(f)](s) = F(s) und L(g)](s) = G(s)

Mit dem Faltungssatz gilt daher
h(t) = L7 (H)(t) = [£7(F- G)I(t) = (f = g)(t)

und somit (unter zweifacher Verwendung partieller Integration)

1 t
h(t) = — J wsin(w(t — 1)) dt
2w 0
B t? 1= cos(wt)
- 2w? w? '
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