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Komplexe Funktionen

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 5

Cauchysche Integralsatze und Formeln
Fiir eine holomorphe Funktion f : D C C — C im einfach zusammenhangenden Gebiet

D, 2y € D und eine geschlossene stiickweise C''-Kurve ¢ : [a,b] — D\{zo}, die zy einmal
im positiven Sinn umlauft, gilt

Cauchyscher Integralsatz: %f(z) dz=20,

1
Cauchysche Integralformel: f(z) = j{ /(z) dz

211 zZ— 2

(n) 1
verallg. Cauchysche Integralformel: 1"(z) = —]{ (Lz) dz .
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Aufgabe 17:

Man berechne mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes bzw. der Cauchyschen Integral-
formel die folgenden Kurvenintegrale, falls diese erklart sind. Alle auftretenden Kurven
werden einmal positiv orientiert durchlaufen.

1
2) % 22+4dz’

|2|=1

1
b) 7{2—1—26[2’ c:lz+1—1] =1,

[

22— 2242
c) j{mdz, o1z = 05, o |2

1.5,

c1,2

1
d —d
) % 22+4z+5 =

lz+1—i| =1

3
—Z .
? j{?ﬂ—iz+6dz’ cr:lz[ =25, e fz—i = 25,

c1,2

224+32-1 ,
f) %mdfz, CZ|Z—Z|:3.

[

Losung:
a) Im(2)
0=2244=(2+2i)(z — 2) . )
Die Singularitaten 2, = £27 lie- = J;l i ) y Re)
gen nicht im Kreis |z| = 1. i
N )
Cauchyscher Integralsatz:
1 2
f 21 dz=0 '
S Bild 17 a): Kurve c¢: |z| = 1

|z|=1
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b)

[solierte Singularitat bei zg = —2
wird nicht von ¢: [z4+1—1] = 1
umschlossen
1
oty oF Bild 17 b): Kurve c: |z +1—i| = 1
22 —2242 (z—=1—=19)(z—141) 1

) i GG -1-0G-1+9 211

Isolierte aber hebbare Singularitaten bei 2y =141, 20 =1 —4:

Isolierte und nicht hebbare Singularitat bei zp = —1:
1
2o wird von ¢ : |z| = 0.5 nicht umschlossen: jI{ 1 dz=0
z
c1
: 1 .
2o wird von ¢y : |z| = 1.5 umschlossen: j{ dz = 2mi
z+1
2
2
1

Bild 17 ¢): Kurven ¢ : |z = 0.5 und ¢y : |2| = 1.5
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d)

0=2>+42+5
=(z+2+19)(2+2—1)
= 2172:—2:|:’i

Die Singularitat z; = —2 417 liegt
auf dem Kreis |z +1—1| = 1.

Damit ist das Integral nicht er-
klart. -2 15 -1 0.5
Bild 17 d): Kurve ¢: [z+1—1i| = 1

23 | 1
- . . = VAR Tl .
22 —iz+6 =31 z+2
Singularitaten bei zg = 3¢ und 2; = —2i:
c1: |z| = 2.5 umschlieBt nur die Singularitat z; = —2i
1 (=20 s 8
3
= - —_— ﬁ —2 — — = ——
M) =275 J3) = 55 = =5~ s
(2) , , 1673
E) g = omif(—2i) = —
2y o0 = 2 (=20 5
Cc1
¢2: |z —i| = 2.5 umschlieBt nur die Singularitit z; = 3i
1 B —2mi 21
ey 3 - —_— — — —_—
fGR =g = I8 =57 % =% 5
(2) e 54mi
d p—y 2 —_ -
PR mif(31) 7

Cc2

Bild 17 e): Kurven ¢ : |z] = 25und o : |z —i] = 2.5
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f) ¢: |z — 1| = 3 umschlieBt zunéchst beide Singularitét zp = —2 und z; = 1
22 4+32—1 1 1
Partialbruchzerl D =1 —
artialbruchzerlegung 2.9 +z—1+ py

dz:()+27m'+2m':4m'

224+ 3z—1
dz = d
]{z2+2—2 = }{ z+j[z—1dz+7{

c

Bild 17 f): Kurve c¢: |z —i| = 3
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Aufgabe 18:

Man berechne mit Hilfe der verallgemeinerten Cauchyschen Integralformel die folgen-
den Kurvenintegrale (alle auftretenden Kurven seien positiv orientiert):

Die Singularitat z; = 0 liegt im
Kreis |z] = 1.

verallgemeinerte Cauchysche In- [
tegralformel: -2 & i i 2

\ : /
S
[
oS z (cos z)" [
o~ = 2mi
z 2! 2=0 I
|z|=1 b

= —micos0 = —me
Bild 18 a): Kurvec: |z| =1
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b)

1 1 1
Z+ 2

254224 24

Die Singularitat z; = 0 liegt im Kreis
|z| = 1 und die Singularitdt zo = —2
nicht.

verallgemeinerte Cauchysche Integral-

formel:
% 1 omi 1 \”

P4+224 0 3 \z+2) |,
|z|=1
~2mi(—1)(=2)(—3) 1

‘ 3! (z +2)4,

__m

8

Isolierte Singularitat bei zy = 0
liegtinc: |z =7

7{22—1-6—26&
z

|z|=m

= j{ 22dz + 6—2 dz
z
|z|=m /|z\:7r
=0+ 2m'% = 2mi

Einzige Singularitat bei zo =141 ,

In z ist holomorph im von der Kurve
c:lz—1-2i] =2
umschlossenen Gebiet.

w 6 1 :
In )2——; =  In™(1+1)
6 L 6 3
1+t (V2em/r 2

Inz

—=d
7{ —1-qp "

_ 2mi Int) (1 + 4) i
B 4l -8

Im(z)

/ \
“““ {I A
\ /
///
—
Bild 18 b): Kurvec: |z| =1
3
2
1
1 2 3
Bild 18 ¢): Kuwrvec: |z| = 7
4
3
2
1
-1 1 2 3
Bild 18 d): Kurve c¢: [z —1—2i = 2
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Taylor-Reihen

Ist f: D C C — C auf D holomorph, dann ist f beliebig oft differenzierbar und
alle Ableitungen sind wieder holomorph in D .

f ist in eine Taylor-Reihe um den Entwicklungspunkt 2z, € D entwickelbar

£ (4,
fa) =Y Tty

Im Kreis K, (20) := {z| |z — 20| < r} C D konvergiert diese Potenzreihe gleichmafig.
R = supr wird als Konvergenzradius bezeichnet.

Aufgabe 19:

a) Man berechne die Taylorreihe von F(z) = / zum Entwicklungspunkt
1

5—3¢

2o = 1 und bestimme den Konvergenzradius.

b) Man bestimme die Konvergenzradien der Taylor-Reihen folgender Funktionen zu
den angegebenen Entwicklungspunkten zj, ohne die Reihen selbst zu berechnen:

. 3 .
(1) f(z):m, zo=1tund 2o =0,
2
() f(z) = 0 z0=2m(141),
z 11
(111) f(Z) = m s 20 = 0 und 20 = § .

Losung:

a) Der Integrand f wird unter Berticksichtigung des Entwicklungspunktes zo = 1
so umgeformt, dass die Summenformel fir die geometrische Reihe angewendet
werden kann.

1 1 1

I = e =5 83— -3 2-36E-1)

5—
1 1 Iem /3E-1\" & 3 "
- 5‘@2520( ) =2 g€

Diese Reihe konvergiert fiir [3(£ —1)/2| < 1 gleichméBig, darf also in der Kreis-
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scheibe |§ — 1| < 2/3 =: R gliedweise integriert werden:

(1)

(iii)

F(2) = [5 N DI

_ n+1
_ 2n+1 / - 1 df Z n +1 2n+1 - 1) :

B 3 B 3
J(z) = 242245 (2= (=1+20))(z — (=1 —2i))
Die Singularitaten liegen bei z; = —1 4 2 und 25 = —1 — 2¢. Damit ergibt
sich der Konvergenzradius der Taylorreihe zum Entwicklungspunkt zy durch

r =min{|z; — 20|, |22 — 20|} -

Zozii

ri =min{| — 14 2i —i|,| — 1 — 2i —i|} = min{+/2, 10} = V2

2=0: ro=min{|—1+2i],|]—1-2i} =5

Die Singularitdten von f(z) = ergeben sich aus

=ef-1 & 1= e”““cosy—%ie“iiny
= e€"siny=0 = y=kr
= e%cos(km) = e®(—1)F =1
= 2o =0und k =2n mit n € Z.
Die Singularitaten liegen also bei z,, = 2nmi.
Der Konvergenzradius fiir zp = 27(1 + 4) ergibt sich durch:

r = min{|Z, — 2|} = min{|2n7i — 27 — 27i|} = | — 27| = 27

z

——— bestehen folgende Definitionsliicken:
In(3 — 22)

Fiir die Funktion f(z) =

1. Fall:

Der Hauptwert des Logarithmus von In(3 — 2z) ist nur in der geschlitzen

Ebene definiert, d.h. ausgenommen sind reelle Zahlen x mit 3 — 2z < 0 <

3
— <.
5 =

2. Fall:

Nennernullstellen miissen ausgenommen werden:

0=In(3—22)=1In|3 — 22| +iarg(3 —2z) =

arg(3 — 2z) = 0, also ist z reell und |3 — 2z| = 1 ergibt wegen des 1. Falles
nur noch z = 1.

Der Konvergenzradius ist gegeben durch den kleinsten Abstand des Ent-
wicklungspunktes zy zur nachsten Definitionsliicke.

11 . 1 3 1
— —| ¢ = min =—.
8 8’8 8
-0 =1

11
Fiir zg = 5 ergibt sich

) 3 11
ry=minsg = — —
-

9

3
Fiir zp = 0 ergibt sich 79 = min {‘5 -0
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Laurent-Reihen

Sei f im Kreisring

K, r(z) ={2z€C|r<|z—2z| <R}

um den Entwicklungspunkt zy € C holomorph, dann gilt

a)

b)

f ist auf K, r(zo) eindeutig in eine Laurent-Reihe entwickelbar, d.h.

flz) = Z ap(z — 2)" = Za_k(z — ) "+ Zak(z —z)F .
k=—o0 k=1 k=0
Haugtteil Nebgnteil

Die Koeffizienten a; sind eindeutig bestimmt und berechnen sich fiir £ € Z mit

r < p < R durch
1 /()
= — ——dz.
U= o % (z — zg)FH1 -
lz—=20l=p
Der Kreis |z — 29| = p wird dabei einmal positiv durchlaufen. Er kann ersetzt wer-
den durch jede geschlossen C'!'-Kurve im Kreisring, die 2y einmal positiv umliuft.

Hauptteil und Nebenteil konvergieren in jedem abgeschlossenen Teilring
K; p(20) mit 7 <7 <[z — 20| < R < R absolut und gleichméBig.

Ist f im Kreis Kg(z) um 2z holomorph, dann verschwinden die Koeffizienten
des Hauptteils, d.h. es gilt 0 = a_; = a_5 = a_3 = --- und die Laurent-Reihe
stimmt mit der Taylor-Reihe iiberein.

Die Konvergenzkarte  beispielsweise  einer  rationalen Funktion
f(2) = p(z)/q(z) mit teilerfremden Polynomen p und ¢ und Nennernull-
stellen wy, mit £ < n zum Entwicklungspunkt zy setzt sich damit aus ineinander
geschachtelten Kreisringen

(0<) |z—20| <Ri<|z—20 <Re<|z—2]|<:-<R,<|z— 2|

zusammen, mit Ry = |wy—zp|. Der innere Ring ist dabei ein echter Kreis |z —zg| <
Ry, falls zy keine Nennernullstelle ist, sonst ist es die punktierte Kreisscheibe 0 <
|z—z0| < R;. Die Laurent-Reihen je Kreisring werden in der Regel unterschiedlich
sein.
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Aufgabe 20:

5
Man gebe alle Potenzreihenentwicklungen der Funktion f(z) = TZG
224z —

zum Entwicklungspunkt zg = ¢ an. Wo konvergieren die Reihen jeweils?

Losung:

Aufgrund der Lage des Entwicklungspunktes bei 2y = ¢ und der beiden Singularitaten
z1 = 2 und 2z = —3 kann man ablesen, dass eine Taylor-Reihenentwicklung in der
Kreisscheibe |z — i| < /5 vorliegen wird, eine Laurent-Reihenentwicklung im Kreis-
ring Vb < |z —i] < v/10 und eine davon verschiedene Laurent-Reihenentwicklung im
AuBenraum /10 < |z — i|.

Bild 20): Konvergenzbereiche der Laurent-Reihenentwicklungen um zy = ¢

Mit Hilfe der Summenformel der geometrischen Reihe im entsprechenden Konvergenz-
bereich konnen die Partialbriiche durch Reihenentwicklungen dargestellt werden:

2 2 2 1
-1 <VH = = .
el < V5 24i+(2—d) —24i 1—(z—4)/2—10)
2 = (20" = =2 .
_—2+zn0(2—¢)n_§%(2—z)n+1(2_l)
2 2 2 1

|z —i| >V5

—2 24i+(z—4) z—i 1—(2—4)/(z—1)

2 &) 2
_z—iz(z—i)"_ 2 (2—¢)n+1< )

n= n=—oo
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3 3 3 1
+3 34i+(2—1i) 3+i 1+(z—i)/(3+1)
3y (1) z—)" = Oo_—gz—i”
: — (2 — 1) —Z(_B_i)nﬂ( )
3 3 3 1

243 3+it(z—14) z2—i 1+(B+i)/(z—1)

|z —i| >10

-1

3 —1)"(3+4)" 3 -
- S Y gt

Taylor-Reihe mit Konvergenz in der Kreisscheibe |z —i| < /5 :

3 2 = —2 -3 n
1) = z+3+ﬁ:;<<2—z’)n+l+(—3—@')n+l>(Z_Z) |

J/

Nebenteil

Laurent-Reihe mit Konvergenz im Kreisring /5 < |z —i| < /10 :

-1 00
3 p P - 3 .
1) = z2+3 * z2—2 n:z_:oo (Q—i)n—irl(z_l) +; (_3_i)n+1(z Q"
Hauptteil Nebenteil

Laurent-Reihe mit Konvergenz im Auflenring /10 < |z — 1| :

3 2 2 3 .
&) = 3t = 2 ((2—2’)”“+(—3—i)"+1>(z_2) |

Hauptteil




