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Aufgabe 1)

a) [4 Punkte]

Es sei ¢ die imaginare Einheit. Bestimmen Sie eine Mobius-Transformation

az+b

T:C — Cr, T(z) = T d
cz

mit T =0, T2)=2—i T(1)= oc.
b) [6 Punkte| Es sei

Di={z€eR: —co<a2< 2}U{zeC:2=2¢ ¢ [0,n]}Uf{re R: 2< z < oo}.

2i

Bestimmen Sie das Bild von D unter der Abbildung f(z) =

[SI )
DN | W

Losung zur Aufgabe 1)

a) [4 Punkte]

T(i) =0 = T(z) = 4=,

T(1) = co = T(z) = 49

z—1

T2i)=2—i=2—i="29 — (2-4)(2i~1) =a-i

— 5i=a-i = T(z) = =0

z—1

b) [6 Punkte]| Es Sei
Di={reR: —co<z< -2}U{2€C:2=2" € [0,2n]jU{zr e R: 2< = < oo} .

flz) =2+ %

f(z) ist in C \ 0 differenzierbar mit f'(z) = =% + 1.
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Es gilt f'(2) =0 <= 2z = £2.
f ist also monoton auf | — co, —2] und [2, oo|.
lim f(z) = —ocound f(—2) = -2 = f(] —o00,—2]) =] — 00, —2]

Z—r—00

lim f(z) = cound f(2) =2 = f([2,0]) = [2,00]

Z—00

J26%) = g% + %"= e 4 ¢ = 2cos(9)

Fiir ¢ € [0, 7] durchlauft f(2¢*) also das Intervall [—2, 2].

Insgesamt also f(D) = R.
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Aufgabe 2)

a) Gegeben sei flz) = ) .
(i) Klassifizieren Sie die isolierte Singularitéit zy = 0 von f und berechnen Sie das
Residuum von f in 2o =0 . [2 Punkte]
(ii)) Wie lautet die Laurent-Reihe von f zum Entwicklungspunkt zp = 07 [1 Punkt]

1

b) Gegeben sei g(z) = I 10

(i) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitéten von g. [4 Punkte]

(ii) Berechnen Sie die folgenden Integrale. [3 Punkte]
$r, 9(2) dz, [y:[0,27] = C, T'1(t) = €,

$r, 9(2) dz, [y :[0,27] = C, Ty(t) = —4i + 3e™,

[ e
——dx

oo T2+ 42420

Losung zur Aufgabe 2)

a) f(z) = sir;éz) = & - [sin(0) 4 sin’(0)(z — 0) + £ sin”"(0)(z — 0)% + - -]

Wegen sin(0) = 0 und sin’(0) # 0 liegt ein Pol erster Ordnung vor.

Res (f(2);0) = ll_I)I(l) ((z=0)f(2)) = lim = lim cos(z) = 1.

z—0 z z—0

Alternativ: die Reihe aus ii) berechnen!

b) Laurent-Reihe von f zum Entwicklungspunkt zp = 07 [1 Punkt]

Csinz) L~ (P o (EDF gy
0 =" = s i T m

0 k=0

1

c) Gegeben sei g(z) = 210

(i) [4 Punkte]
Isolierten Singularitaten von f:
24+4:420= (2422 +16=0 = z5= —2+/-16 = -2+ 4.

1 ‘
Res(f(z);—2+4i) = ———— =1 =-
2= (2 40) | gy O ®
1
ReS(f(Z)7 Z) > — (_2 + 42) s -y S
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(ii) [3 Punkte] Mit dem Residuensatz erhélt man:
f\z\:l f(z)dz =0 (CIS)

$.ouy f(2)dz = 2mi(Res(f(2);—2 — 4i) =

o0 1 . . T
/oo 1 1n oo & = 2mi(Res(f(2); =2+ &) = %
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Aufgabe 3)
Sei f: C — C eine auf ganz C komplex differenzierbare Funktion mit f’(1) # 0.
Die beiden Geraden

g1(z) .= {z€ C: Im(z) = Re(z) — 1}, g2(2) = {z€ C: Im(z2) = 0}

schneiden sich im Punkt zg = 1.

Geben Sie den Winkel zwischen f(g1) und f(g2) im Punkt f(1) an. Begriinden Sie Ihre
Antwort.

Aufgabe 3) [4 Punkte]

Komplex differenzierbare Funktionen sind in allen Punkten, in denen f’(z) # 0 gilt, konform
also winkeltreu.

Wie man zum Beispiel anhand einer Skizze sieht, schneiden sich die beiden Geraden im
Punkt 1 unter dem Winkel 7. Dieser Winkel wird unter f in Grofe und Orientierung erhal-
ten. Die Bilder der beiden Geraden schneiden sich also im Punkt f(1) ebenfalls unter dem

Winkel %.



