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Aufgabe 1)

a) [4 Punkte]

Es sei i die imaginäre Einheit. Bestimmen Sie eine Möbius-Transformation

T : C∗ → C
∗, T (z) =

az + b

cz + d

mit T (i) = 0, T (2i) = 2− i, T (1) = ∞ .

b) [6 Punkte] Es sei

D := {x ∈ R : −∞ < x ≤ −2}∪
{

z ∈ C : z = 2eiφ, φ ∈ [0, π]
}

∪{x ∈ R : 2 ≤ x < ∞} .
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Bestimmen Sie das Bild von D unter der Abbildung f(z) =
2

z
+

z

2
.

Lösung zur Aufgabe 1)

a) [4 Punkte]

T (i) = 0 =⇒ T (z) = a(z−i)
cz+d

,

T (1) = ∞ =⇒ T (z) = a(z−i)
z−1

,

T (2i) = 2− i =⇒ 2− i = a(2i−i)
2i−1

=⇒ (2− i)(2i− 1) = a · i

=⇒ 5i = a · i =⇒ T (z) = 5(z−i)
z−1

.

b) [6 Punkte] Es Sei

D := {x ∈ R : −∞ < x ≤ −2}∪
{

z ∈ C : z = 2eiφ, φ ∈ [0, 2π]
}

∪{x ∈ R : 2 ≤ x < ∞} .

f(z) = 2
z
+ z

2
.

f(z) ist in C \ 0 differenzierbar mit f ′(z) = − 2
z2

+ 1
2
.
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Es gilt f ′(z) = 0 ⇐⇒ z = ±2.

f ist also monoton auf ]−∞,−2] und [2,∞[.

lim
z→−∞

f(z) = −∞ und f(−2) = −2 =⇒ f(]−∞,−2]) = ]−∞,−2]

lim
z→∞

f(z) = ∞ und f(2) = 2 =⇒ f([2,∞[) = [2,∞[

f(2eiφ) = 2
2eiφ

+ 2eiφ

2
= e−iφ + eiφ = 2 cos(φ)

Für φ ∈ [0, π] durchläuft f(2eiφ) also das Intervall [−2, 2].

Insgesamt also f(D) = R.
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Aufgabe 2)

a) Gegeben sei f(z) =
sin(z)

z2
.

(i) Klassifizieren Sie die isolierte Singularität z0 = 0 von f und berechnen Sie das
Residuum von f in z0 = 0 . [2 Punkte]

(ii) Wie lautet die Laurent-Reihe von f zum Entwicklungspunkt z0 = 0? [1 Punkt]

b) Gegeben sei g(z) =
1

z2 + 4z + 20
.

(i) Berechnen Sie die Residuen aller isolierten Singularitäten von g. [4 Punkte]

(ii) Berechnen Sie die folgenden Integrale. [3 Punkte]
∮

Γ1

g(z) dz, Γ1 : [0, 2π] → C, Γ1(t) = eit,

∮

Γ2

g(z) dz, Γ2 : [0, 2π] → C, Γ2(t) = −4i+ 3eit,

∫ ∞

−∞

1

x2 + 4x+ 20
dx .

Lösung zur Aufgabe 2)

a) f(z) =
sin(z)

z2
= 1

z2
·
[

sin(0) + sin′(0)(z − 0) + 1
2
sin′′(0)(z − 0)2 + · · ·

]

Wegen sin(0) = 0 und sin′(0) 6= 0 liegt ein Pol erster Ordnung vor.

Res (f(z); 0) = lim
z→0

((z − 0)f(z)) = lim
z→0

sin(z)

z
= lim

z→0
cos(z) = 1.

Alternativ: die Reihe aus ii) berechnen!

b) Laurent-Reihe von f zum Entwicklungspunkt z0 = 0? [1 Punkt]

f(z) =
sin(z)

z2
=

1

z2

∞
∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k+1 =

∞
∑

k=0

(−1)k

(2k + 1)!
z2k−1

c) Gegeben sei g(z) =
1

z2 + 4z + 20
.

(i) [4 Punkte]

Isolierten Singularitäten von f :

z2 + 4z + 20 = (z + 2)2 + 16 = 0 =⇒ z1,2 = −2±
√
−16 = −2 ± 4i.

Res(f(z);−2 + 4i) =
1

z − (−2 − 4i)

∣

∣

∣

∣

z=−2+4i

= 1
8i

= − i
8

Res(f(z);−2 − 4i) =
1

z − (−2 + 4i)

∣

∣

∣

∣

z=−2−4i

= 1
−8i

= i
8
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(ii) [3 Punkte] Mit dem Residuensatz erhält man:
∮

|z|=1
f(z) dz = 0 (CIS)

∮

|z+4i|
f(z) dz = 2πi(Res(f(z);−2 − 4i) = −π

4

∫ ∞

−∞

1

x2 + 4x+ 20
dx = 2πi(Res(f(z);−2 + 4i) = π

4
.



Komplexe Funktionen, WiSe 2017/18 05.03.2018 (Hinze) 6

Aufgabe 3)

Sei f : C → C eine auf ganz C komplex differenzierbare Funktion mit f ′(1) 6= 0.

Die beiden Geraden

g1(z) := {z ∈ C : Im (z) = Re (z)− 1}, g2(z) := {z ∈ C : Im (z) = 0}

schneiden sich im Punkt z0 = 1.

Geben Sie den Winkel zwischen f(g1) und f(g2) im Punkt f(1) an. Begründen Sie Ihre
Antwort.

Aufgabe 3) [4 Punkte]

Komplex differenzierbare Funktionen sind in allen Punkten, in denen f ′(z) 6= 0 gilt, konform
also winkeltreu.

Wie man zum Beispiel anhand einer Skizze sieht, schneiden sich die beiden Geraden im
Punkt 1 unter dem Winkel π

4
. Dieser Winkel wird unter f in Größe und Orientierung erhal-

ten. Die Bilder der beiden Geraden schneiden sich also im Punkt f(1) ebenfalls unter dem
Winkel π

4
.


