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Komplexe Funktionen

fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften
Blatt 6: Hausaufgaben

Aufgabe 1:

a) Bestimmen Sie alle isolierten Singularitdten der Funktionen
(2) 2+ 3z + 2* £(2) 14+ 2—22+123
zZ) = zZ) =
T EeE- 2(+9)

und klassifizieren Sie diese.

b) Berechnen Sie die komplexen Partialbruchzerlegungen der Funktionen aus Teil a).
Was hétten Sie in Analysis 11 als Partialbruchzerlegung von ¢ erhalten?

Loésungshinweise zur Aufgabe 1:

2) g(z) = 2+3z+22 (1+2)(2+2)
I = @rnE-1)  @+0E+D)(E-1)
g hat eine hebbare Singularitit bei 2 = —1 und die einfachen Pole

21:]_, ZQZQi, 23:—22

. 1+2— 224428 , 1+2
Es gllt f(Z) = 22<Z+i) = ’l"—m

f hat einen einfachen Pol in z = —¢ und einen Pol zweiter Ordnung in z = 0.

b) ¢ hat eine hebbare Singularitdt bei z = —1 und die einfachen Pole z; =1, 2 =
21, z3 = —2i. Auflerdem verschwindet ¢ im Unendlichen. Mit den entsprechenden

Hauptteilen gilt also

9(2z) = hi(2) + ha(z) + hs(2)

Es gilt
1 (14+2)2+2) _[2+2 3
9(z) = 121t = Resg(l) = {224_4}21_ =
hu(z) = zk<—1)1 B gzil

Analog erhélt man
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1 2+ 2z 3+¢ 1
hQ(Z) = ; ; = — ;
2 =20 [(z+2i)(2—1)] _, 10 2 —24
sowie
1 24z 1—3 1
h — e
3(2) z 4 2i {(Z—Qi)(z— 1)]2 ) 10 2421

Die komplexe Partialbruchzerlegung lautet also

3 1 3+1 1 3—1 1

9Z) =57 " 0 i=2 10 siu

und die reelle Partialbruchzerlegung, die man in Analysis II erhalten hétte lautet:

R 3z — 2
z) = = -
g 5z-1 5(2+4)
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f verschwindet nicht im Unendlichen. Also machen wir erst eine Polynomdivision:
1+2—22+i2> 1+ 2
J2) = 22(z+1) - Z+Z2(z—|—i)
Dann bestimmen wir die Hauptteile zum gebrochen rationalen Teil von f in Null
und —¢. In Null gilt
1 1+=z 1 (2)

22 z41 22
mit einer in der Ndhe von Null holomorphen (also in eine Taylorreihe entwickelbaren)
Funktion 7. Den Hauptteil bei Entwicklung um Null erhalten wir als

1 1 /1 z4i-1-=2 i 1=
&) = 5 0 +706-0) = 5 (5+ 5| e) =5+
Den Hauptteil fiir 2 = —i erhélt man wieder {iber die Berechnung des Residuums:
h,i(z):RGSh(,_i): 1'(14—2 ):i—ll
z+1 z+1 22| _ z+1

Damit lautet die komplexe PBZ
: o1 1—9 -1
f(z)—z—I—hO(z)—Fh_i(z)—z—?—i— . +z+i
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Aufgabe 2: Berechnen Sie die folgenden Integrale mit Hilfe des Residuenkalkiils.

1
a) f(z):= FEETE
o 1
i z)dz, ii ———dx
) |z—2|=2 /) ) /0 x* 4+ 16
22422
b) g(z) = — :
23(23 4222 + 42+ 8)
[e’e) 2 2
i) g(x)d=, i) / vy dz.
|2—3i|=2 0o x3(z3 4222442 +8)
2
c) I 2 cos(wa) dv, weRT.

O @+ 4)(z2+1)
Losungshinweise zur Aufgabe 2:

a) Die Nullstellen der Funktion 2* + 16 = 0 sind die vierten Wurzeln aus 16¢'™ , also
T .37 - 57 -7
z1 =2e'%, zg=2e"1, z3=2e"4, z4=2"12,

Es gilt
1

Res f(z) = ol
k

(i) Nur 2z; und 24 liegen im Kreis mit Radius 2 um 2. Daher gilt

7{_2|2 f(z)dz = 2mi(Res f(z1) + Res f(z4))

i1 _mi(1 1
T4 \ 93,0 T 93 g8 ) T 16 \gE | i

T dx +z‘3—">
= — [ 4 [ 4
16 < +

™ 5 (37T) .o
= — cos(— = —]——
16 4 82

(ii) Nur z; und 2 liegen in der oberen Halbebene. Damit erhalten wir

/_ ﬁ dx = 2mi(Res f(z1) + Res f(22))

[e.9]

Damit folgt

o 1 . 1 _437 _; 97
1 dxzm—(@ i 4e 4)
o 2*+16 32
= % <e”%ﬂ + e”%) = %2@' sin(—%)
™2

32
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b)
242 1
Tt o Vs ¢ {0, -2},
23(23 4222 +42+8) 23(2244)
Die Singularitédten liegen in zg = 0, 23 = 2, 2o = —2¢. Damit gilt
(i) Nur z; liegt im Kreis mit Radius 2 um 3i. Daher gilt
f (2)d omi Res g(z1) — 2ri 1 e %6
g(z)dz = 2mi Res g(z1) = 2mi— = .
|2—3i|=2 ' (20)3(2i + 2i) 2v/2
(ii) Nach Vorlesung gilt:
/OO x? + 2z
< dx
0o x3(x3+ 222+ 4x + 38)
2mi 1 1
l—e 5 23(22 4+ 4) 23(22 4+ 4)
2mi 1 1
= 2mi . I + N ;
1—e s \(2e/2)3(4d)  (2e37/2)3(—44)
T (c-im/0 1) m(cos(m/6) — isin(m/6) + 1)
= — e — - =
2V2(1 — e %) i° 2v2(1 = cos(&) + isin(%))
B 7(v/3 + ) T
2vV2(3+1iv3)  2v2V3
c)

> 22 cos(wz) 1 [~ z%cos(wz) 1 *© Z2e?
dr = - dr — - R d
/0 @2 +1) 2 /oo @42+ T2 (/Oo FE+H(E+1)

- %Re (QM [Res ((22 +Zi)€(:2 +1) Z) ¥ e ((22 :i)e(; +1) QZ)D

e (ol )

—ev —4e 2w T
— R = (2 2w —w )
7Te(a-2+4(—3)) 6 (% e)

)



