UH
i KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION TUHH

{ Fourier-Transformation

Ausgangspunkt: Die bereits bekannte Fourier—-Reihenentwicklung einer
T-periodischen, stiickweise stetig differenzierbaren Funktion f1: R — R,

= , 27
fr(t) = Z vieket mit Frequenz w = -

k=—0o0

und mit Fourier-Koeffizienten

T

Vi = —1kwT d’T

—l = =
J
N

fr(T)e kW 4t furk=0,+1,+£2,...

3
|
J
N
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Interpretationen und Begryiffe.
e f1 fassen wir auf als ein zeitkontinuierliches T-periodisches Signal.

e Dann stellt der Fourier-Koeffizient vy den Verstarkungsfaktor fiir die

—i1kwT

Grundschwingung e zur Frequenz

2
wk:kTﬂ fiirk =0, +1, 42, ...

dar.

e Somit beschreiben die vy die Amplituden der beteiligten Schwingungen.
e Die Folge {Ykkez wird als Spektrum von ft bezeichnet.

e Das Spektrum ist eine diskrete Menge von Fourier-Koeffizienten.

e Ist das Spektrum endlich, so sind die Frequenzen der beteiligten
Schwingungen beschrinkt (und umgekehrt). ]
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Alternative Darstellung der Fourier-Reihe.
Ausgangspunkt: Wir schreiben die Frequenz w als

27T
w:T:wkH—wk:Aw

Alternative Darstellung: Dann kann die Fourier-Reihe dargestellt werden als

o0 T T/2 _
frit)= ) . J—T/Z fr(t)e' "7 dt. Aw.

k=—o0

Fragen:

e Besitzt ein nicht-periodisches Signal f(t) eine entsprechende
Fourier-Darstellung? Etwa eine Fourier-Reihe? Oder etwas anderes?

e Falls ja, unter welchen Voraussetzungen?

e Wie sieht das Spektrum dann aus?
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i KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION TUHH

Herleitung der gewiinschten Fourier-Darstellung.

Grundidee: Fasse nicht-periodisches Signal f : R — R als Signal mit unendlicher
Periode auf, d.h. wir betrachten den Grenziibergang

f(t) = lim fr(t)

T— o0

mit einer (geeigneten) T-periodischen Funktion f.

e Setzt man hierzu
T/2

o7 (w) =J fr(t)e @ dr,
—T/2

so bekommt man die Darstellung

1 = -
frit) = o D gr(wi)e (Wit — wy).

k=—0o0

e Beachte: Dies ist eine Riemannsche Summe mit Zerlegung {wy }x,
die fiir groBe Perioden T beliebig fein werden kann.
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So bekommen wir eine Fourier-Integraldarstellung.

Setze

T— o0

g(w):= lim g7(w) :J f(t)e 'vT dr. fur w € R.

—00

Definition: Falls das Integral
glw) = J f(t)e ' dt

flir alle w € R existiert, so wird die Funktion g als Fourier-Transformierte
der Funktion f bezeichnet. []

Vermutung: Es gilt (mit T — o) die Fourier-Umkehrformel

f(t) = %{J g(w)e*t dw.

—0OQ0
bzw.

1 (e.) o0 )
f(t) = — J J f(t)et*t=®) drdw.
27T

— OO — OO0
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i KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION TUHH

Wann gilt die Fourier-Umkehrformel?

Satz: Die Funktion f : R — R sei auf jedem endlichen reellen Intervall
stiickweise stetig. Weiterhin besitze f in jedem Punkt eine linksseitige und
rechtsseitige Ableitung und es existiere das Integral

Il () ;:J f(t)] dt.

— OO0

Dann gilt die Fourier-Umkehrformel

‘l 0. o0 )
_ iw(t—1)
f(t) 7 J J f(T)e dtdw.

Falls f bei to € R unstetig ist, so liefert das Doppelintegral auf der rechten Seite

der Fourier-Umkehrformel fiir t =ty den Mittelwert des links- und rechtsseitigen
Grenzwertes von f fiirt — to, d.h. es gilt

%(Iim f(t) + lim f(t)) 1 JOO J'OO f(t)et®(te=®) gt dw.

t, o N\ to 2m oo J oo
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Diskrete /Kontinuierliche Fourier-Transformation.

Diskrete Fourier-Transformation: Es gilt die Fourier-Reihendarstellung

27

fr(t) = Z vieket mit w = -

k=—o0
mit diskreten Fourier-Koeffizienten

1 T/2 .
Yk = Yi(f) = —J fr(T)e T dr firk=0,+£1,+2,...
T 12

Kontinuierliche Fourier-Transformation: Es gilt die Fourier-Umkehrformel

(0= 5 | glwle™* dw.

— OO

mit der kontinuierlichen Fourier-Transformation

g(w) = JOO f(t)e 't dt

— OO0
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BGiSpiEl. Berechne die Fourier-Transformation f des Rechtecksimpulses

1 fir —a<t<aq
f(t) =
0 fur [t| > a.

flw) = J f(t)e @t dt = J e twt 4t
1 e 1 . .
— _._e—lwt - [e—lwa L elwa]
iw — iw
( 5 )
=sin(wa) fiir z £ 0
= > = 2a - sinc(wa)
2a firz=20
\ J
mit der sinc-Funktion
)
%sin(z) fiir z #£ 0;
sinc(z) = <
] fir z =0;

\
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i KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION TUHH

Graphen von Einheitsimpuls und Sinc-Funktion.

0.8~

0.6

0.4

0.2

0

| | | | | | | | | | | | | | | |
-2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Der Einheitsimpuls f(t). Die sinc-Funktion f(w).
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A KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION TUHH
BEiSpiEl. Berechne die entsprechende Fourier-Umkehrung von
flw) = 2asinc(wa)
1 [ 2si :
i = L[ 2 g,
2 ) w
] JOO sin(wa) cos(wt)
= — dw
T o w
] JOO sin(w(a+t)) +sin(w(a—1))
= — dw
2 ) w
Ubung: Verwende den Residuensatz, um Integrale der Form
J sin(oct) dt
oo t
zu berechnen. Zeige dann die Fourier-Umkehrformel F~1[f](t) = f(t). ]
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o KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION TUHH
BGISpIEl. Berechne fiir a > 0 die Fourier-Transformation f von
e ot fir t > 0;
f(t) =
0 fur t < 0.
Graph von f.
<X) . OO -
Fifl(w) = J f(t)e 't dt = J e~ (ATt gt
—00 0
t=0c0
_ 1 e—(a—|—iw)t _ 1
a+ 1w £—0 a—+ 1w
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Beispiel.

Berechne fiir a > 0 die Fourier-Transformation f von

f(t) =e Y.
o0 . O - o0 .
F[f](w) _ J e—a|t|e—1wt dt :J e(a—lw)t dt_I_J e(a—|—1w)t dt
— 00 —00 0
1 1 2a

—= — + — = 5 -
a— 1w a—+ 1w a“< + w

Grpah von f(t). Graph von T.
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Bemerkungen zur Fourier-Transformation.

e Zerlegt man die Fourier-Transformation der reellen Funktion f : R — R in
Realteil und (verschwindenden!) Imaginarteil, so folgt mit

JOO JOO f(1)sinfw(t—T1)]dtrdw =0

— OO0 — OO

die trigonometrische Darstellung

f(t) = %’t JOO JOO f(T) coslw(t —T)] dTdw

—00 J—00

e Falls f eine gerade Funktion ist, so gilt die Darstellung

f(t) = E J:o J:O f(T) cos(wt) cos(wT) dt dw.

e Falls f eine ungerade Funktion ist, so gilt die Darstellung

f(t) = 2 J:O J:O f(t)sin(wt) sin(wT) dt dw.
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Rechenregeln zur Fourier-Transformation.

Ausgangspunkt: Die (kontinuierliche) Fourier-Transformation

o0

Fifl(w) = flw) ::J f(T)e **T dr.
e F ist ein linearer Integraloperator bzw. Integraltransformation, d.h.
Flf +gl(w) = Flfl(w)+ Flgl(w)
Floafl(w) = oFI[fl(w) firx € R

e Fiir die Konjugation f von f gilt

e Fiir die Streckung f(c-), ¢ > 0, von f gilt

Flf(ct)(w) = *Flfl(w/c).
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Weitere Rechenregeln zur Fourier-Transformation.

e Verschiebungssatze: Fiir a € R gilt

Flf(t—a)l(w) = e "Ff(w)
Fle' f(t)(w) = Flfl(w—a)

e Faltungssatze: Fiir f,g € L1 (RR) ist die Faltung f x g zwischen f und g
definiert durch

o0

(f*g)(t) = J f(t—1)g(T) dT.

— 00

Es gelten die Faltungssatze

Flifxgllw) = Flfl(w)- Flgl(w)

Flf-glw) = 5= (F1f]« Flg)(w)
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Beispiel.

Fiir die Autokorrelation f xf des Einheitsimpulses

1 fir —1<t<T;
f(t) = <

0 fur |t| > 1

\

bekommt man die Hutfunktion

/

2 — |t fir —2<t<2;
g(t) =«

0 fur |t| > 2;

\

und somit gilt nach dem Faltungssatz

Flgl(w) = F[f % fl(w) = (F[f](w))? = 4sinc*(w).
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Die Hutfunktion und ihre Fourier-Transformation.

4.5

| | | 1 1 1 1 _ 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Hutfunktion Fourier-Transformation
f(t). flw) = 4sinc?(w).
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i KAPITEL 7: FOURIER-TRANSFORMATION TUHH

Differentiation der Fourier- Transformation.

Satz: Ist f eine stiickweise C'-Funktion mit endlich vielen Unstetigkeitsstellen

t1,...,tm, und sind f und f' absolut integrierbar, d.h.
IfllL, (r) = Jio f(t)|dt < oo und 1L, &) = Jio ' (t)] dt < oo
so gilt
Flif N (w) = iwFH](w) — i (F(5) — f(ty)) e7H ot
Beweis: O.E. fiir eine Unstetigkeitsstellz,ju, gilt
JOO f'(t)e ' wtdt = i f'(t)e 't dt + JOO f'(t)e *@t dt
% J t

—00 t

— :f(t)e_i‘*’t}t1 + [f(t)e_iwt}oj +iw J'oo f(t)e '@t dt
= (f(t7) = f(t])) e " +iwF[f]l(w)

wobei limy_, 1 f(t) = 0 verwendet wurde (wegen f € L;(R)). N
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