4.3 Die Greensche Funktion
Definition:

1) Das Randwertproblem

—Au=f InU
u =g aufoU
nennt man das Dirichlet—Problem der Poissongleichung
(bzw. der Laplacegleichung, falls f = 0).

2) Das Randwertproblem

—Au=f InU
du = g auf U

n

nennt man das Neumann—Problem der Poissongleichung
(bzw. der Laplacegleichung, falls f = 0).
Hierbei bezeichnet n die aul3ere Normale an oU.
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Proposition:
Seiu € C2(U), U C R"™ offen. Dann gilt fir aIIeZPunkte x € U die Beziehung

o

L
u) = [ (Pl =05 ) —u@) (v —x))dS(y)
oU

on o

A Diwedder DY,
—/Cb(y _ X)Aﬂ)izf? \FURR N
U =20 <\> M aw ?th\\

Die Funktion & bezeichnet dabei wieder die Fundamentalldsung der
Laplacegleichung.

Beweis: Greensche Formeln aus Analysis lll.

Anwendung auf Randwertprobleme der Laplace— und Poissongleichung:

Wir konnen im Prinzip die Losung an jedem Punkt berechnen, aber benotigen
dazu Randdaten sowohl fur « als auch die Ableitung du/0on.
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Definition:
Sei U C R" offen und ®*(y) die Lé6sung des Dirichlet—Problems

0 in U
d(y —x) aufoU

Dann ist die Greensche Funktion auf U gegeben durch

Gx,y) =Py —x)-P(y) xyeU x#y)

AP*
DT

Satz:

Sei v € C2(U) eine Lésung des Dirichlet—Problems der Poissongleichung. Dann
lankt sich u in der Form

w) =~ [ 9GS + / fNGE Yy (x € D)
ou
darstellen.
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Beweis:
Nach obiger Proposition hatten wir die Losungsdarstellung

u(x) = !/)O$(y X)——(y)——u(y)———(y x))dS(y) — Q/Vb(y x) Au(y)dy

Das Problem dabei war, dass uns beim Dirichlet—Problem d|e Randdaten

von du/dn nicht bekannt sind.
()_.3( (\A‘*’\N&Q‘ ‘m\t‘(\w\ﬁ—\ \M)« A/QX—-: O

Nach den Greenschen Formeln gilt aber
oP*

- d>f’3(y)Au(y)dy—/u(y) (y) — ¢m(}’)g—z(}’)d5(.‘>’)
oU

und daher

| () T (y)dS(y) = [ @auwiy+ | wy)

(y)dS(y)
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Aus der Randbedingung ®*(y) = ®(y — x) folgt
OD*

[ ®@ =00 0dSE) = [ () Auly)dy + / u(y) 5 —(¥)dS(y)
oU

U
Wir erhalten damit unter Ausnutzung der obigen Proposmon.

GCD‘””’(Y) - 0P(y —x)

on

G&X,Y)
on

uG) = [uy(

) dS(y)
oU g

+ [ (27 = Dy = %)) Auly)dy
U -G(xy)

QW&GK% Q\Q\AMA &‘Lﬂ \fgw§&£«mmw\> &»5 \QM\M‘-\\A\.‘ Q\&LWSK
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Eigenschaften der Greenschen Funktion

1) die Greensche Funktion G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x
harmonisch in y,

2) G(x,y) erfullt homogene Randbedingungen, d.h.

G(x,y) =0 VyedU, xeU,
3) die Greensche Funktion ist eindeutig bestimmt,
4) die Greensche Funktion ist symmetrisch, d.h.

G(x,y) = G(y,x)
Beispiele:
1) die Greensche Funktion fir den Halbraum
RQL_ — {X: (ml,...,wn>T . ITp > O},

2) die Greensche Funktion fiir die Einheitskugel B(0, 1).
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Die Greensche Funktion fur den Halbraum IR{"_”T_:
Allgemein ist die Greensche Funktion gegeben durch

G(x,y) = ®P(y —x) — P*(y)
Dabei ist (x,y) die Fundamentalldsung und ®*(y) die Lésung von

AP = 0 in Rq@_
FUr einen Punkt x = (z1,...,2n) € R1 definieren wir die Reflektion an der

Ebene 8IR{”4‘_ mittels
T = ($1, sy In—1, —CL‘n)

Wir betrachten nun die Funktion

CDx(Y) L= Cb(y T )NC) — Cb(yl — X1y Yn—1 — Tnpn—-1,Yn + xn) (xay € IRT—Z|—)
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Dann ist ®*(y) harmonisch auf dem ganzem Halbraum R und
auf dem Rand qilt:
CD:U(Y) — Cb(y T i) — Cb(yl — X1y Yn—1 — Ln-—-1, ZCn)
— Cb(yl — L1y Yn—1 — Ln—-1, _'CC??) — Cb(y — X)7

da die Fundamentallésung nur von |y — x| abhangt.
Also |6st die Funktion ®*(y) = $(y — X) das Randwertproblem

{Acpfc = 0 inIRi"}F
ST = P(y—x) auf{y = w1,...,un)7 1 yn = 0}

und die Greensche Funktion flir den Halbraum IR%Q_ lautet

Gxy)=P(y—x)—P(y—%x) (xyeRl, x#y)
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Man berechnet nun

oG odb 0P

I (x,
ayn( y) oo oo

I
|
<

|

o
N—’

|
|
<

|
><
N—

und damit gilt fir y € 81[%%’3_

Sy = Gy =
on " Oyn na(n)|x —y|"
Definition:
Die Funktion
2xn 1
K(x,y) := (x e R,y € ORY)

nennt man auch den Poissonkern von IR{T}F.
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Satz: (Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung)
Die Losung des Randwertproblems

O In IR{"}F

Au
ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

2xn, g(y)

X — n
noz(n)(m1 x —y]

u(x) = dy

Insbesondere ist die Losung u(x) wegen
| Key)dy =1
OR™

beschrankt, falls g beschrankt ist, Man kann weiter zeigen, dass die
Losung sogar unendlich oft differenzierbar ist.



Die Greensche Funktion flir die Einheitskugel B(0, 1):
Firx € R™ \ {0}, bezeichnet der Punkt

X
x[2
den dualen Punkt von x bezlglich 9B(0, 1).
Damit ist die Losung des Korrekturproblems

X =

0 in B9(0,1) := {x e R"| |x| <1}
d(y —x) aufoB(0,1)

AD*
D

gegeben durch
P (y) 1= P(|x|(y — X))

und wir erhalten folgende Greensche Funktion fir die Einheitskugel:

Gx,y) = P(y —x) —®(x[(y - %)) (x,ye€ B(0,1),xFy)
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Satz: (Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung)
Die Losung des Randwertproblems

Au
U

ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

0 in {x=(z1,...,zn)1 : x| <1}
g auf {x=(z1,...,zn)’ : |x| =1}

1—IX\2/ g(y)

no(n) x —y["
ly|=1

Der Poissonkern fur die Einheitskugel lautet demnach

u(x) = dS(y)

1—|x]2 1

Ry =0y ==y

(x| <1,]yl=1)

Bemerkung:
Mit Hilfe der Transformation @(x) = w(rx) kann man leicht eine
Darstellung fir die Kugel {x € R" : |x| < r} ableiten.
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