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Unterschrift:

Aufg. Punkte Korrekteur

1

2

3

∑
=



Differentialgleichungen II, WiSe 2017/2018 05.03.2018 (Hinze/Kiani) 2

Aufgabe 1)

a) Bestimmen Sie mit Hilfe des Produktansatzes u(x, t) = v(x)w(t) eine Lösung der
Anfangsrandwertaufgabe

ut − 5uxx = 0 0 < x <
1

2
, t ∈ R+,

u(x, 0) = 3 · sin (2πx) + 5 · sin (4πx) , 0 ≤ x ≤ 1

2
,

u(0, t) = u(
1

2
, t) = 0 , t ≥ 0.

b) Bestimmen Sie eine rotationssymmetrische Lösung der Randwertaufgabe

∆u(x, y) =
1

(x2 + y2)2
, 1 < x2 + y2 < 4 ,

u(x, y) =
1

4
, für x2 + y2 = 1 ,

u(x, y) = 3, für x2 + y2 = 4 .

Lösung zur Aufgabe 1:

a) Ein Produktansatz der Form u(x, t) = v(x) · w(t) liefert die RWA

v′′(x)

v(x)
= −λ, v(0) = v(1

2
) = 0

Wegen v(0) = v(1
2
) = 0 erhält man nur für λk =

(
kπ
1
2

)2

= (2kπ)2 nichttriviale

Lösungen, und zwar: vk(x) = sin ( 2kπx ) .

Die Differentialgleichung für wk lautet somit:
w′k(t) = −5λk · wk(t) ⇐⇒
mit den Lösungen wk(t) = ak exp(−5 · 4k2π2t) .

Wir erhalten also

u(x, t) =
∞∑
k=1

ak e
−20k2π2t sin(2kπx) (2 Punkte)

Zu erfüllen ist noch die Anfangsbedingung

u(x, 0) =
∞∑
k=1

ak sin(2kπx)
!

= 3 · sin (2πx) + 5 · sin (4πx) . (1 Punkt)

Koeffizientenvergleich ergibt a1 = 3, a2 = 5, ak = 0 ∀k ≥ 3 . (1 Punkt)

und

u(x, t) = 3e−20π2t sin(2πx) + 5e−80π2t sin(4πx)
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b) Übergang zu Polarkoordinaten v(r, φ) = u(x(r, φ), y(r, φ)) liefert für eine rotations-
symmetrische Lösung

r2 vrr + r vr =
1

r2
, 1 < r < 2 ,

v(1, φ) =
1

4
, ∀φ ∈ [0, 2π] ,

v(2, φ) = 3, ∀φ ∈ [0, 2π] .

Für w = vr erhält man

r2wr + r w =
1

r2
oder w′ + 1

r
w =

1

r4
. (1 Punkt)

Wir lösen zunächst die homogene Differentialgleichung

dwh
dr

= −1
r
wh =⇒ dwh

wh
= −dr

r

=⇒ ln(|wh|) = − ln(r) + c̃ =⇒ wh = C
r

. (1 Punkt)

Einsetzen des Ansatzes wp = C(r)
r

in die Differentialgleichung ergibt:

C′(r)
r

=
1

r4
=⇒ C ′(r) = r−3 ⇐= C(r) = r−2

−2
(1 Punkt)

Damit erhalten wir wp = −1
2r3

und

vr(r, φ) = w(r) = C
r
− 1

2r3
=⇒ v(r, φ) = C ln(r) + 1

4r2
+ D . (1 Punkt)

Randbedingungen:

v(1, φ) = C ln(1) + 1
4

+ D = 1
4

=⇒ D = 0

v(2, φ) = C ln(2) + 1
16

= 3 =⇒ C =
3 − 1

16

ln(2)

Also

v(r, φ) =
47 ln(r)

16 ln(2)
+

1

4r2
. (2 Punkte)
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Aufgabe 2)

a) Berechnen Sie die Lösung der folgenden Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut − t2 ux = 0 , x ∈ R, t ∈ R+ ,

u(x, 0) = e−x , x ∈ R .

b) Gegeben ist die folgenden Anfangswertaufgabe für u(x, t):

ut + u · ux = 0, x ∈ R, t ∈ R+

u(x, 0) =


1 x ≤ 0
1
2

0 < x ≤ 3

0 3 < x .

(i) Berechnen Sie eine schwache Lösung für t ∈ [0, t̃ ] mit einem hinreichend
kleinem t̃.

(ii) Bis zu welchem t∗ kann die Lösung aus i) maximal fortgesetzt werden?

(iii) Geben Sie eine schwache Lösung für t > t∗ an.

Lösung zur Aufgabe 2:

a) Mit der Charakteristiken-Methode rechnet man:
dx
dt

= −t2 =⇒ x(t) = − t3

3
+ C =⇒ C = t3

3
+ x

du
dt

= 0 =⇒ u = D . (2 Punkte)

Anwendung des Satzes über implizite Funktionen, liefert die allgemeine Lösung:

D = f(C) =⇒ u(x, t) = f( t
3

3
+ x).

Die Anfangsbedingung verlangt:

u(x, 0) = f(0 + x)
!

= e−x =⇒ f(x) = e−x .

u(x, t) = e−
t3

3
−x . (2 Punkte)

b) (i) An den zwei Sprungstellen der Anfangsdaten führen wir zwei Stoßwellen ein.

Die Sprungbedingung verlangt:

ṡ1(t) =
1 + 1

2

2
= 3

4
und ṡ2(t) =

0 + 1
2

2
= 1

4
.

Wir erhalten die Stoßfronten

s1(t) = 3
4
t und s2(t) = 3 + 1

4
t .

Für hinreichend kleine t ist

u(x, t) =


1 x ≤ 3

4
t

1
2

3
4
t < x ≤ 3 + 1

4
t (3 Punkte)

0 3 + 1
4
t < x .

eine schwache Lösung.
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(ii) Für t∗ mit
3
4
t∗ = 3 + 1

4
t∗ ⇐⇒ t∗ = 6 (1 Punkt)

treffen die Stoßfronten aufeinander und die Lösung aus a) wird mehrdeutig.

(iii) Füt t∗ = 6 gilt s1(t) = s2(t) = 9
2

und

u(x, 6) =

{
1 x ≤ 9

2
,

0 x > 9
2
.

Wir fügen die neue Stoßfront

s3(t) =
9

2
+ ṡ3(t− 6) =

9

2
+

1 + 0

2
(t− 6)

ein und erhalten für t > 6

u(x, t) =

{
1 x ≤ 9

2
+ 1

2
(t− 6),

0 x > 9
2

+ 1
2

(t− 6). (2 Punkte)
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Aufgabe 3) [4 Punkte]

Sei u(x, y) eine Lösung der folgenden Randwertaufgabe:

∆u = 0, in Ω := ]0, 2[× ]0, 1[

u(x, y) = 3x2 auf ∂Ω .

Entscheiden Sie für jede der folgenden Aussagen, ob sie zutreffend ist. Begründen Sie Ihre
Antworten.

• Es gilt max(x,y)∈Ω̄ u(x, y) = 2.

• Es gilt min(x,y)∈Ω̄ u(x, y) = 0.

• u(x, y) = 3x2 − 3y2 ist eine Lösung der Randwertaufgabe.

Lösung zur Aufgabe 3: (4 Punkte)

Die erste Aussage ist falsch, da zum Beispiel u(1, y) = 3 > 2 gilt.

Die zweite Aussage folgt aus dem Maximumprinzip .

u(x, y) = 3x2 − 3y2 ist zwar eine Lösung der Differentialgleichung , erfüllt aber nicht die
Randbedingungen.


