Kapitel 6: Die Wellengleichung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Wellengleichung
u — Au =0

sowie die inhomogene Wellengleichung der Form
ut — Au = f

in Verbindung mit geeigneten Anfangs— und Randbedingungen.

Hier bezeichnet t > 0 die Zeitvariable und x € €2, 2 C R" offen,

die Ortsvariable.

Wir suchen also eine Funktion v : © x [0,00) — R, u = u(x,t), wobei der
Laplace—Operator auf die Ortsvariable x = (x1, ..., xn) Wirkt.

Far die inhomogene Gleichung bezeichnet die rechte Seite eine gegebene
Funktion f : 2 x [0, 00) — R.
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6.1 Die Formel von d’Alembert

Wir untersuchen zunachst eine direkte Methode zur Losung des
eindimenisonalen Anfangswertproblems

u=g,us =h aufR x {t =0}
wobei g, h vorgegebene Anfangsbedingungen sind.

Beobachtung:

Die Differentialgleichung lait auf folgende Weise faktorisieren:
es qilt

QLTHBOCA)VL - <8‘|‘ 8)<2—£>u=utt—ua¢$20

ot  Ox U}/J
Setzen wir nun C/—/

v(x,t) 1= ((‘?t

a 88:1:) w(z, 1)
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so erhalten wir eine Transportgleichung mit kostanten Koeffizienten:

ol xtt) =1 x =T+,
vi(x,t) +vp(x,t) =0 ()= v (<)
Die Losung dieser Gleichung lautet 3) = vy +sdhy, = O

und erfullt die Anfangsbedingung _ &[Kuﬂ
v(z,0) = alz) o wob cebelen b
Wegen
0 0
t) = — t
ist u(x, t) demnach die Losung der inhomogenen Transportgleichung
(j)/ir) ! dl] =1 x=-T+%
— — —t A
a(c L) L U L - ur —ug = a(x —t) M(K(‘!‘ +) =oth )
E O)ég (xo-25s)ds = GL <w, Y = alx- )

coly 4t s ela-lt]
=ula,o) + SQ(XH#ZMS/I@ (x,-1-1) (fog /

=40e) + § (x+4) G



Nach den Methoden aus Kapitel 2 erhalten wir

t
u(zx,t) = /a(:v—l-(t—s)—s)ds+u(x—|-t,o)
0 X+T-1s = s—o = x+T
x+1 —2 os :oiy s=1T => >~<~"\‘

1
= > | a@dy+u(z+1,0)
r—1

1 x+t
= = | awidy+g(z+1)
r—1

Diese Losung soll nun noch die Anfangsbedingung

ut(x,0) = h(x)

erfullen.
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Man berechnet

wi(z,t) = = <a<x D +ale— 1)+ ¢+ 1)

und damit au AR
ut(z,0) = a(z) + ¢'(z) = h(w) @—\h(w) —g'(z)
Also folgt
a:—l—t
u(a,t) = 3 / (hw) = W) dy + gz + 1

a:—l—t
= / h(W)dy — g(e+ 1) + 2g(e — 1) + gz + 1)
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Wir erhalten aus der Beziehung

x4+t
1 1 1
u(a,t) =3 [t h()dy — Sg(o+1) + gz — ) + g(z +1)
demnach ) -
1 1 LIZ—I-t ?@T/@% &viM l
u(a,t) =2 (g + ) +9@—)+5 [ hydy )

Diese Darstellung nennt man die Formel von d’Alembert.

Bemerkung:

Damit diese Losung u(x,t) tatsachlich eine differenzierbare Losung der Wel-
lengleichung ist, missen wir bezlglich der Anfangsbedingungen fordern:

ge C%(R) und he Cl(R)
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Beispiel zur Formel von d’Alembert: T L t
Wir betrachten das Cauchy—Problem 4 \/t L
{utt—uxsz inR x [0, 00)
u = Sinz,us = cosz aufR x {t = 0}
Nach der Formel von d’Alembert ergibt sich:
) ) T+t
w(z,t) = 5@m@+¢y+gmx—ﬂy+§/kmqw@,
r—t

— %@m@+¢y+gmx—w)

oo+ 0-sets
= sin(z 4+ t)
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Die Reflektionsmethode fur den Halbraum R = {z > 0}:

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem auf dem Halbraum R :

du=g, uy=h aufRy x {t =0} //
\ u=0 auf{zx =0} x (0,00) >

mit vorgegebenen Funktionen g und A mit g(0) = A(0) = 0.
Idee:

Erweitere das Halbraumproblem auf ein Ganzraumproblem und verwende die
Formel von d’ Alembert.

Definiere eine Funktion w(x,¢) fir x € R und ¢ > 0 durch

b2 = _ £
o % w7V
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Analog werden die gegebenen Anfangsdaten reflektiert:

o (@ (x>0
gla) = {—g<—w> (x < 0)

7 — ) h(z) (z > 0)
M) = { —h(~z) (z <0)
Damit erhalten wir flr die Funktion z das Anfangswertproblem

=g, 4 =h aufR x {t =0}

und nach der Losungsformel nach d’Alembert gilt

o Al et . x—l—t
a(x,t>—5<~<a:+t>+g(a:—t)>+ > [ Fy
A [~ ~ -+ x—t
@ (o) = 'g(tf *i:[_/,/ 40 Toian = ©
N L —
. ) _plet] <5 lxet) o —E W <o
U mgoele o T8 ot )
u(“»f nl) < %(?n(“x«ﬁ ff(];v(—*-ﬂt))+% g b\fw{? - .- = [“L'J‘)

By bes
ool |
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FUr z > 0 haben wir gerade die Losung des Ausgangsproblems, i.e.

,Jr
u(z,t) = u(z,t) 4 .
Fallunterscheidung: % \
1) Istx >t > 0, so folgt x — ¢ > 0 und daher \ -
- <

z+t >~
1 . - 1 -
u(@,t) = S@E@+)+5@—0)+5 [ hydy
20 2o r—t
m—;t

1 1
S+t +gle—0)+= [ hyd -
2(g( ) + g( ) 2:10[15 (y)dy er bl

denn fur positive Argumente stimmen die Funktionen g und g
beziehungsweise h und h Uberein.
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2)Ist 0 < x < t,sofolgt x —t < 0 und daher

a:—l—t -
w(e,t) = @@t +ie-0)+, [ Fdy
= - az—t
) dl 0 ) 1 az—l—t~
= Q0EFD gty [t A(y)dy + O/ A(y)dy
. 1 t—x 1 T+t
= S(g@+t) —gt—2)) -5 O/ h(y)dy + o/ h(y)dy

. 1 r+t
— 5 (g(ac +t) — gt — ZIZ)) + 5 / h(y)dy

t—x
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Gesamtlosung:

Wir erhalten also als Losung des Ausgangsproblems

7

x4+t
s+ +g@—))+5 [ hy)dy z>t>0
u(zx,t) = | a:_lft
3(g@+t) —gt—2)) +3 [ My 0w <t

Beispiel:
Die Losung des ARWP

p

{ u=0, uyy =sinz aufRy x {t =0}
u=0 auf{x =0} x (0, 0)

lautet

w(z,t) = %(cos(a: 1) — cos(x + 1))
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6.2 Losungen der Wellengleichung durch spharische Mittelung
Wir betrachten nun den hoherdimensionalen Fall n > 2 und suchen
eine Losung flr das Anfangswertproblem
{ up — Au =0 inR" x [0, 00)
u=g,us = h aufR" x {t = 0}
Idee:

Leite durch geeignete spharische Mittelungen eine vereinfachte
Differentialgleichung ab, die dann eine explizite Losungsformel
fir die hoherdimensionale Wellengleichung liefert.

Firx € R™, ¢ > O und r > O definieren wir den Mittelwert von u (1
Uber die Sphare 0B(x,r),

Uzirt) = u(y,)dS@)

OB (x,r)

ulr) < e

o
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Weiter sei

( G(x;r)

JASINCOLEC)
Ty ry M)A @)

H(x;r)

\

Satz:

Seifest und u eine Losung der obenstehenden Wellengleichung. Dann
16st U (x; r, t) die Euler—Poisson—Darboux Gleichung

%[Z, D{mﬁwsba:v

( n—1
Utt_Urr—

< r

U=G,U;=H aufRy x {t =0}

Beweis:
Einer friheren Beobachtung folgend (siehe Seite 71 des Skripts) gilt:

Ur(z;r,t) = — ][B(x " Au(y,t) dy

n
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Beweis: (Fortsetzung)
Da u eine LOosung der Wellengleichung ist, folgt

Ur(z;r,t) = — 7[3(:;; " utt(y,t) dy

n

und damit

1
r 1y, = / ugt dy
na(n)

B(z,r)

Daraus folgt aber

1
n—1 n—1 n—1
U)y = / S = ][ ds = 1y
(r r)r o) Ut r DB r 1"
OB (x,r)
Fassen wir dieses Ergebnis zusammen, so 16st U in der Tat die Gleichung
n—1
Utt — Upr — Ur=20

/’4
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Die Kirchhoffsche Formel fur n = 3:
Die Losung des Anfangswertproblems fir die Wellengleichung lautet:

w(,t) =4 (hG) +9@) + Dy() - (v =) dS() (w € Rt > 0)

Herleitung Uber die Euler—Poisson—Darboux Gleichung:
Wir definieren

U = rU
G = rG, H:=rH
Dann gilt nea = 4—"

@ = TEE =r (Urr ‘I‘@r) = rUrr + 2U, = (M)T :@
N (elih

EfD /6 h="7%
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Also 16st U das Anfangswertproblem

p

Utt — Urr =0 in R_I_ X (0,00)
{U=G,0,=H aufRy x {t =0}

\ U=0 auf {r =0} x {t =0}

Mit der Losungsformel flr das Halbraumproblem folgt fir 0 < r <'¢
die Darstellung

r—+t
~ ~ 1 ~
Go+-Gi-n]+5 [ AWy
—r—+t
Da U(x; r,t) aus u(x, t) durch sparische Mittelung entsteht, gilt

- 1
U(xz;r,t) =5

w(x,t) = lim U(x;r,t) ’:ﬁm‘ M
r—0 725

L
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Mit der Definition von U ergibt sich

w(e t) = Ai—qéU(w;r,t}
Gr4+t)—Gt—r) 1 "F
, r — —7r .
o L%( 2r +27“ [I-t H(y)dy)

= G'(t)+ H(t)
Verwendet man die Definitionen von G und H, so erhalt man
u(x,t) = % (tG(x;t)) +tH(x;t)

0
— |t d t hdS
ot ( ]{9B(:1:,t) J S) ™ OB(x,t)
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Nun gilt
Fopnn 9@AS@ = £ g+ 12)dS ()
und damit

0,
5 (]éB(x,t) gdS) = ]éB(O,l) Dg(x +tz) - 2zdS(z2)

- ]éB(a:,t) Da(y) - (y f x) 45(y)

Setzen wir dies in dies in die letzte Gleichung auf der vorgehenden Seite
ein, so erhalten

— y— =
u@t) = f @) (7 asw) o awdsw)

OB (x,t)
hd
T ][GB(x,t) ' S(y)

und dies ist gerade — nach Umsortierung — die Kirchhoffsche Formel.
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Die Poissonsche Formel fur n = 2:

Die Losung des Anfangswertproblems flr die Wellengleichung lautet:

1 tg(y) + t°h(y) + tDg(y) - (y — fL‘)dy
2 JB(x,t) (12 — |y — z|2)1/?

fur x € R2und ¢t > O.

Um diese Losungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das
dreidimensionale Anfangswertproblem und nimmt zusatzlich an, dass
die LOsung nicht von der dritten Ortskoordinate x3 abhangt.

Bemerkung:

Nach einem zur Herleitung der Kirchhoffschen Formel analogen Prinzip,
i.e. Verwendung der EPD Gleichung und geeignete Definition von U,
lassen sich Losungsformeln flr das Anfangswertproblem der
Wellengleichung im R™ ableiten.
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