
5.2 Die Fundamentallösung

Definition:
Die Funktion

Φ(x, t) :=


1

(4πt)n/2e
−|x|

2

4t (x ∈ Rn, t > 0)

0 (x ∈ Rn, t < 0)

heißt Fundamentallösung der Wärmeleitungsgleichung.

Insbesondere ist die Fundamentallösung normiert, d.h. für alle t > 0 gilt:∫
Rn

Φ(x, t)dx = 1

Bemerkung:
Die Fundamentallösung besitzt für t = 0 und x = 0 eine Singularität.
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Mit Hilfe von Φ(x, t) lässt sich für das Cauchy–Problem{
ut −∆u = 0 in Rn × (0,∞)

u = g auf Rn × {0}

eine Lösungsdarstellung wieder in der Form eines Faltungsintegral angeben:

u(x, t) =
∫
Rn

Φ(x− y, t)g(y)dy

=
1

(4πt)n/2

∫
Rn

e−
|x−y|2

4t g(y)dy

Herleitung der Fundamentallösung (nur für x ∈ R):

Ist u(x, t) eine Lösung von ut = ∆u, so ist u(λx, λ2t) für alle λ ∈ R
ebenfalls eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung.
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Ansatz:

Wir suchen daher eine spezielle Lösung in der Form

u(x, t) =
1

t1/2
v

(
x

t1/2

)
Man berechnet nun

ut(x, t) = −
1

2
t−3/2 · v −

x

2
· t−3/2 · t−1/2v′

ux(x, t) = t−1/2 · t−1/2 · v′

uxx(x, t) = t−3/2 · v′′

Daraus folgt

ut − uxx = −
1

2
· t−3/2 · v −

x

2
· t−2 · v′ − t−3/2 · v′′ = 0
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Wir erhalten also mit r = x/
√
t die Gleichung zweiter Ordnung

1

2
v +

r

2
v′+ v′′ = 0

Umschreiben ergibt

(v′)′+
1

2
(rv)′ = 0 ⇒ v′+

1

2
rv = c ∈ R

Nehmen wir nun folgende Grenzbeziehungen an

lim
r→∞ v(r) = lim

r→∞ v
′(r) = 0

so folgt c = 0 und die Gleichung lautet

v′ = −
1

2
rv ⇒ v(r) = be−r

2/4

Eine explizite Lösung der eindimensionalen Wärmeleitungsgleichung ist
damit

Φ(x, t) =
1√
4πt

e−
x2
4t
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Weitere Lösungsdarstellungen mit Hilfe der Fundamentallösung:

1) Das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen
Anfangsbedingungen{

ut −∆u = f in Rn × (0,∞)

u = 0 auf Rn × {t = 0}
besitzt die Lösung

u(x, t) =

t∫
0

∫
Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dyds

=

t∫
0

1

(4π(t− s))n/2

∫
Rn

e
−|x−y|

2

4(t−s)f(y, s)dyds
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1) Duhamel’sches Prinzip:

Die Funktion u(x, t; s) =
∫
Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dy löst das Problem

{
ut(· ; s)−∆u(· ; s) = 0 in Rn × (s,∞)

u(· ; s) = f(· ; s) auf Rn × {t = s}

Man erhält dann die Lösung der inhomogenen Gleichung durch
Integration über s:

u(x, t) =

t∫
0

u(x, t; s) ds

2) Das inhomogene Anfangswertproblem mit allgemeinen
Anfangsbedingungen u(x,0) = g(x) besitzt die Lösung

u(x, t) =
∫
Rn

Φ(x− y, t)g(y)dy +

t∫
0

∫
Rn

Φ(x− y, t− s)f(y, s)dyds
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5.3 Eigenschaften von Lösungen der Wärmeleitungsgleichung

Analog zur Laplacegleichung erfüllen auch Lösungen der
Wärmeleitungsgleichung Mittelwertformeln, die allerdings
weniger anschaulich sind:

Sei U ⊂ Rn offen und beschränkt, T > 0 fest. Dann nennt man die Menge

UT := U × (0, T ]

den parabolischen Zylinder und

ΓT := UT \ UT
den parabolischen Rand.

Für festes x ∈ Rn, t ∈ R und r > 0 sei die Menge E(x, t; r) gegeben durch

E(x, t; r) := {(y, s) ∈ Rn+1 : s ≤ t, Φ(x− y, t− s) ≥
1

rn
}
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Bemerkung:

1) Der Rand von E(x, t; r) ist gerade eine Höhenlinie der
Fundamentallösung Φ(x− y, t− s).

2) Man nennt die Menge E(x, t; r) auch Wärmekugel (heat ball).

Mit Hilfe von E(x, t; r) erhält man folgende Mittelwerteigenschaft:

Satz:

Ist u ∈ C2
1(UT ) eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung, so gilt

u(x, t) =
1

4rn

∫
E(x,t;r)

|x− y|2

(t− s)2
u(y, s) dyds

für jede Menge E(x, t; r) ⊂ UT .
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Aus der Mittelwerteigenschaft kann man folgende Maximumprinzipien
herleiten.

Satz:
Sei u ∈ C2

1(UT )∩C(UT ) eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung in UT . Dann
gilt

1) Das Maximum von u(x, t) liegt stets auf dem parabolischen Rand,
d.h.

max
(x,t)∈UT

u(x, t) = max
(x,t)∈ΓT

u(x, t)

2) Ist U zusammenhängend und existiert ein Punkt (x0, t0) ∈ UT mit

u(x0, t0) = max
(x,t)∈UT

u(x, t)

so folgt, dass u auf U t0 konstant ist.
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Eindeutigkeit von Lösungen der Wärmeleitungsgleichung:

Satz:
Das Anfangsrandwertproblem{

ut −∆u = f in UT
u = g auf ΓT

auf dem beschränkten Gebiet U mit stetigen Funktionen f und g besitzt
maximal eine Lösung u ∈ C2

1(UT ) ∩ C(UT ).

Beweis:

Sind u und ũ zwei Lösungen, so lösen die beiden Funktionen

w1/2 = ±(u− ũ)

die homogene Wärmeleitungsgleichung mit homogenen Randbedingungen.
Nach dem Maximumprinzip gilt dann, dass w1/2 identisch verschwinden,
d.h. wir haben u = ũ.
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