2.2 Anfangswertprobleme bei Gleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten nun den in Anwendungen haufig auftretenden Fall einer
Zeitvariablen t und n Ortsvariablen x € R".

Definition: Das auf ganz R" definierte Anfangswertproblem
o e+ f: a;(x,t,u)uzr;, = b(x,t,u) INR™ x (0, 00)

=1

u = ugQ auf R" x {t = 0}

bezeichnet man als ein Cauchy—Problem.

——

Zum Zeitpunkt ¢ = O ist die Anfangsbedingung
u(x,0) = up(x)

explizit vorgegeben.
Die konkreten Losungen lassen sich dann wiederum mit Hilfe des
Charakteristikenverfahrens berechnen.
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Ein typisches Beispiel ist die Transportgleichung aus Kapitel 1:
QO 634,..L % -
ur+a-Vu=0 inR" x (0, o0) ﬁwf"ﬂ
U = ug auf R™ x {t = 0}
mit dem konstanten Vektor a € R"™.

Verwenden wir hier die Methode der Charakteristiken, so erhalten
wir zunéchst die (n + 1) Differentialgleichungen  Jx_

(wf A,&:CLG(%)J dt 17:_&0 dX:a
ol T~

—f =+ E o E
und wir konnen ohne Einschrankung ¢t = = annehmen.
Die LOsung der zweiten Gleichung lautet dann

x(t) =xg+a-t,

mit einer Anfangsbedingung x(0) = xq. ﬁ\
Die charakteristischen Kurven sind also gerade@ die zur Zeit
t = 0 den Punkt xg durchlaufen und in Richtung a laufen.
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Mochte man die Losung an einem Punkt (x,¢) bestimmen, so sucht man
zunachst die zugehorige Charakteristik, die durch diesen Punkt lauft und den
Wert xq zur Zeit t = O:

X=Xpg+at = Xpg=x-—at

Da die Losung entlang der Charakteristiken konstant bleibt, folgt sofort die
-- ULCKIEYNAE
Losungsdarstellung | oo

u(x,t)= ug(x — at)

[,\f@/m(% %vdﬂ Weldo.

Interpretation dieser Losung:

Das gegebene Anfangsprofil ug(x) wird mit der konstanten Geschwindigkeit a €
R™ weitertransportiert, ohne seine Form zu andern.

Probe:
Es qilt:

ur(x,t) = —aVug, Vu(x,t) =Vug = wu+a-Vu=0
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Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem %M -
L9, .
ut + txuy =0 INR x (0, c0) )
u=Ssinx auf R x {t =0} U o(X) = S ¢

Die charakteristische Gleichung lautet dann

r = tx, x(0) = zq s
SN 0
und besitzt die Losung @Mx) = éi =T gv“% -z 2
,=xe & z(t) =zoexp |5

Daraus folgt die LOosungsdarstellung des Anfangswertproblems:

u(aj,@\: sin [:c exp <—§>]

T
et =0 lop) = Ut = S % s s lee
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Wir kehren zu dem anfangs definierten Cauchy—Problem

1 =1

w3 ai(x,tu)ug = b(x, t,u) INRYx (0,00)  Zeorhe
u = ug auf R"™ x {t = 0}

zuruck.

Das charakteristische System lautet dann

Dl ol Claofdonshi
Gf/M&rJer' a(x,t,@ / WZ ( | b‘ﬁ)
(&X . UAS/M) ‘/@/ldl}’?é 52/( ohe o

mit den Anfangsbedingungen x(0) = xg und «(0) = ug(xp).

Dies ist ein gekoppeltes nichtlineares Differentialgleichungssystem, das unter
Umstanden nur lokale Losungen in der Zeit besitzt. Im Allgemeinen wird daher
die Methode der Charakteristiken nur lokal in der Zeit eine Losung liefern.

Vmﬁu“; 0[&5 (e an -l MLMQ ﬁe?%_ ./r
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Beispiel: (fir lokale LOosungen in der Zeit)
_Eine wichtige Klasse von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung sind die

Wren skalaren Erhaltungsgle@in einer Raumdimension.

Das zugehorige Cauchy—Problem lautet:

j)ﬂ"f(j@fm/xf’o { ut—|—f(’u,)x=O inRX(O,oo)ﬁ
et u = ug auf R x {t = 0}

Die gegebene Funktion f = f(u) nennt man die FluBfunktion.

Solche Differentialgleichungen sind quasilinear, denn eine andere
Darstellung der PDE ist

mitla(u) = f'(w).

Man nennt die Funktion a(u«) auch in Analogie zur Transportgleichung
die lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit.

ut + a(u)uy =0
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Die wohl berlhmteste Erhaltungsgleichung ist die sogenannte /
Burgers Gleichung * mit der FluBfunktion/f (u) = u?/2 ,F@c Y = Q.@L]

Wir betrachten im Folgenden das Cauchy—Problem
ut +uuy =0 iNnR x (0, 0)
U = ug auf R x {t = 0} y
mitl der Anfangsbedingung
1 ; z <0 —— >
up(z) =< 1—2 : O<x<1 4 <

0 : x>1
und verwenden die Methode der Charakteristiken, um die Losung zu bestimmen.

Die charakteristische Gleichung lautet o (xtl) e Jasih X Glachiy T omelr

c,(mnju’ma& . 7 0) — ___W”“ 3 ml_bﬁn_g@‘____

Ul U (;(‘!’) M-}—F:'%}_‘b\ (_xj :,LCI’)) x( ) L0 \\/ {(F — (/"({ fl— 3,/} |
| ( LQ

= Oglﬁ_ U (KH‘JH’) B - % ___j

*Jghannes Martinus Burgers, 1895—-1981, niederlandischer Physiker

al(<@11) = u(xf),1) =u (x(0),0) = u, (6] < u,(xa) 27




Da die Losung der Burgers Gleichung entlang der Kurve x(¢) konstant bleibt, gilt

i =uo(ro) = a(t) =10+ tuo(wo)

Das sieht zwar harmlos aus, ist es aber keineswegs!
Mit der gegebenen Anfangsbedingung ug(x) erhalten wir

t+ xq g < 0
x(t) =¢ (1 —x20)t+20 : O<2p<1
0 : xo > 1

Das zugehorige Bild der charakteristischen Kurven:
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Singularitat der Losung:

Zur Zeit t = 1 laufen unendlich viele Kurven durch den Punkt x = 1, d.h. im
Punkt (x,t) = (1, 1) ist die Lésung nicht mehr eindeutig.

In der Tat existiert die (klassische) LOosung der Burgers Gleichung mit der ange-
gebenen Anfangsbedingung nur lokal in der Zeit fiur 0 <t < 1.

Firt € [0, 1) ist die Losung gegeben durch

1 Lo <t
u(z,t) =¢ (L—2)/(1—t) : 0<t<z<l1
O o >1

Das zugehorige Bild der Losung fiir verschiedene t € [0, 1):
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2.3 Skalare Erhaltungsgleichungen
Das Cauchy—Problem

ut + f(u)z =0 inR x (0, 0)
U = ug auf R x {t = 0}

hat im Allgemeinen keine globale Losung.

Die Burgers Gleichung aus dem letzten Abschnitt mit der Anfangsbedingung

1 ; <0
up(z) =¢ 11—z : O<ze<l1
0 ; x>1

besitzt nur auf dem Zeitintervall [0, 1) die klassische Losung

1 o <t
u(:c,t)z{ 1—-=x)/(1—-t) : 0<t<z<1
0 o >1
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Was passiertfur:t > 1 ?

Zunachst: Funktionen mit kompaktem Trager ‘-
c | sux/ fzwé
Definition: b W .
G
'\%

Der Trager einer Funktion f : R™” — R ist die Menge

@“\
XeRf() £ 0) 7 L]

. D
Ist der Trager einer Funktion kompakt, so sprechen wir von einer -
Funktion mit kompaktem Trager. / /\
Bemerkung: T =

Es gibt (viele) differenzierbare, ja sogar unendlich oft differenzierbare ~
Funktionen mit kompaktem Trager. Diese spielen in der modernen )
Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen eine A

entscheidende Rolle. LQ;E\)
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Was passiert fur¢t > 1 ?

HQQLIV\L ‘
Seiv : R x [0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit kompaktem Trager.

Multiplizieren wir u; + f(u)z = O mit v und integrieren diber |, |-, 1 @
R x [0, o), so erhalten wir 2 @R To %>

P
M

0 —o0
&) = —70 7 uvrdxdt — / ug(x)v(z,0)dr — 70 70 f(uw)vpdadt
0O —o0 0 —o©

— 00

0@

0 = / 70(ut—|—f(u);c) vdzdt =0GF)

e

Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = un(x) ergibt sich

oo

O/Z (uvy + f(u)vg) dxdt —I—Z ug(x)v(x,0)dx ?S "

PR Uy I[@“%( =<
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Definition:

Eine differenzierbare Funktion v : R x [0, c0) — R mit kompaktem Trager nennt
man auch eine Testfunktion.

Definition: be.s hae A

Eine Funktion(u € L°(R x [0, c0)) nennt man eine Integrallésung
oderschwache-Lgsung, falls die Beziehung

O ON® O) oo
/ / (uvy + f(u)vg) dedt + / ug(x)v(x,0)dr = 0
0 —o© -
far alle Testfunktionen v erfllt ist. [ fascishe Loy — sehshelsg
Q_%/
Bemerkung:

Eine Integrallosung muf3 keine differenzierbare Funktion sein, sondern
kann sogar Sprungstellen besitzen.
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Definition: Das Anfangswertproblem Spe i L fol~
{ w + f(w)e =0 inR x (0, 00)

u = ug auf R x {t = 0}
b, =<
mit der unstetigen Anfangsbedingung 0
I
oy 2 <0 1
uo(z) = ur . x>0

nennt man ein Riemannproblem fur skalare Erhaltungsgleichungen.

Beispiel: Ein Riemannproblem fir die Burgers Gleichung lautet

ur +uugy =0 inR x (0, 00)
U = ug auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

. uj <0
uO(m)_{ur x>0
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Was sind in diesem Fall die Integrallosungen?

1) StoBwellenlosung bei der Burgers Gleichung shs. i S=dHh
FOr u; #= u, ist die sogenannte StoBwelle
oy o2 < s(t)
u(z,t) = { ur x> s(t)
eine Integrallosung.

Dabei bezeichnet die Funktion s(t) die Lage der StoBfront, d.h. der Unste-
tigkeitsstelle oder Sprungstelle.

Die StoR3front bewegt sich mit der Geschwindigkeit s(¢) wobei
LF] _ fQuy) — f(ur)

[u] B Uy — Ur

5(t) =

und s(0) = O ist.

Diese Beziehung nennt man die Rankine—Hugoniot Bedingung.
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Was sind in diesem Fall die Integrallosungen?

2) Verdunnungswelle bei der Burger’s Gleichung

FOr u; < u, ist die sogenannte Verdinnungswelle eine Integrallosung:

"

u; x < upt

Xr
u(z,t) =« - wt <z < upt

Ur . T > urt

\

Man beachte, dass die Losung u(x, t) eine stetige Funktion ist.

Die Losung ist entlang der Geraden x = u;t und x = wu, t aber nicht diffe-
renzierbar und daher nur eine Integrallosung.
Bemerkung:

FOr u; < wu, stellt sich die Frage, welche der Losungen (StoBwelle oder
Verdunnungswelle) physikalisch von Bedeutung ist. Es wird sich zeigen, dass
nur die Verdinnungswelle relevant ist.
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Beschreibung der StoBwellenlosung

Definition:
Eine StoBwellenlosung u ist eine Integralldsung der Erhaltungsgleichung

Ut+f(U)qj — 07

wenn eine sogenannte StoBfront z = s(t), s € C1 existiert, sodass u jeweils fiir
x < s(t) und = > s(t) eine klassische Losung der PDE ist und u bei x = s(t)
eine Sprungstelle mit Sprunghdhe

[u] (1) = u(s(®)T,t) — u(s(t) ", 1)
besitzt. Die GroBe s(t) nennt man die Sto3geschwindigkeit.

Satz:

Ist £ = s(t) die StoB3front einer StoBwellenlésung von u; + f(u); = 0, so gilt
fur die Stol3geschwindigkeit s die Rankine—Hugoniot Bedingung

o= U fuls@®)™, 1) — Flu(s(t)T,t)
[u] u(s(t)—,t) — u(s(t)"‘,t)
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Herleitung der Rankine—Hugoniot Bedingung 1 | (Jf” 3

Eine Integrallosung erflllt die Beziehung

xD
%/u(f,t)df = f(u(zy, 1)) — flu(z2,1))

Wahlen wir 1 < s(t) < x> so folgt:

s(t) 2
% [ ulede+ [ ule e | = fluler,6)) = f(ular, 1)
x1 s(t)

Dau(x,t) firxz < s(t) und z > s(t) nach Definition eine differenzierbare Lésung
ist, konnen wir unter den beiden Integralen ableiten:
t
s(t) 3

5 "2
/ 2o+ suls()7, 1) + (/w;;ds—s'u<s<t>+,t>+f2—f1=o
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Also

s(t) D
0 . _ 0 .
/ SodE + suls()7, 1) + (/t) Sode —su(s® T, ) + fo— f1 =0

mit
f1:= flu(zq,t)), fo = f(u(zo,t))

Im Grenzfall z; — s(¢)~ und zo — s(t)T verschwinden die Integrale und wir
erhalten

su(s() 7, ) —su(s() T, 1) = f(u(s(t) 7)) — flu(s(®)T))

Dies ist aber gerade die Rankine—Hugoniot Bedingung in der Form

;1
[u]
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Beispiel
Wir betrachten die Burgers Gleichung mit der unstetigen Anfangsbedingung
oy 2 <0
uo(@) = { ur . x>0
und u; > uy-.

Die Rankine—Hugoniot Bedingung lautet

u? /2 — u? wu; — ur)(u; + ur
S_m_ l/2 r/2:(l )(l+ ):%(UZ_I_UT‘)

]l w 2(u; — ur)

Damit lautet die StoBwellenlosung dieses Problems

u ox< %(ul + ur)t
u(x,t) = )
ur x> 5(u+ur)t
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