
Differentialgleichungen II , WiSe 2013/14, 04.02.2014 (Oberle) 1

Aufgabe 1: (12 Punkte)

Gegeben sei die Anfangsrandwertaufgabe

ut − 3uxx = sin(πx) + cos(t) + x

(

1−
1

3
cos(t)

)

für x ∈ (0, 3), t > 0,

u(x, 0) = 1− cos(2πx) für x ∈ (0, 3),

u(0, t) = sin(t), u(3, t) = 3t für t > 0.

a) Überführen Sie die Aufgabe mittels einer geeigneten Homogenisierung der
Randdaten in eine inhomogene Anfangsrandwertaufgabe mit homogenen
Randdaten.

b) Lösen Sie die folgende Anfangsrandwertaufgabe:

vt − 3vxx = sin(πx) für x ∈ (0, 3), t > 0,

v(x, 0) = 1− cos(2πx) für x ∈ (0, 3),

v(0, t) = 0, v(3, t) = 0 für t > 0.

Hinweis: Die folgende Beziehung darf ohne eigenen Beweis verwendet wer-
den:

2

3

∫

3

0

cos(2πx) sin

(

kπ

3
x

)

dx =
2k(1− cos(kπ))

π(k2 − 36)
∀k ∈ N .

Lösungsskizze:

a) Homogenisierung:

v(x, t) = u(x, t)− sin(t)−
x

3
(3t− sin(t)) = u(x, t)− sin(t)− xt+

x

3
sin(t) .

oder

u(x, t) = v(x, t) + sin(t) + xt−
x

3
sin(t). [1 Punkt]

Dann gilt:

ut = vt + cos(t) + x−
x

3
cos(t), vxx = uxx . [1 Punkt]

Neue DGL:

vt+cos(t)+x−
x

3
cos(t)− 3uxx = sin(πx)+cos(t)+x

(

1− 1

3
cos(t)

)

für x ∈

(0, 3), t > 0, ⇐⇒ vt − 3vxx = sin(πx) [1 Punkt]

Anfangswerte:

v(x, 0) = u(x, 0)− sin(0)−
x

3
(0− sin(0)) ⇐⇒ v(x, 0) = 1− cos(2πx)

Randwerte : v(0, t) = v(3, t) = 0 [1 Punkt]
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b) Wir zerlegen die Aufgabe in zwei Teile:

Die homogene Dgl. mit den vorgegebenen Anfangs– und Randdaten

v∗t − 3v∗xx = 0 x ∈ (0, 3) , t ∈ R
+,

v∗(x, 0) = 1− cos(2πx) x ∈ [0, 3] ,

v∗(0, t) = v∗(3, t) = 0 t ∈ R
+ .

und die inhomogene Dgl. mit homogenen Anfangs– und Randdaten

v∗∗t − 3v∗∗xx = sin(πx) x ∈ (0, 3) , t ∈ R
+,

v∗∗(x, 0) = 0 x ∈ (0, 3) ,

v∗∗(0, t) = v∗∗(3, t) = 0 t ∈ R
+ .

Ansatz: [1 Punkt]

Mit ω = π

3
und c = 3 lautet die Lösung des ersten Problems

v∗(x, t) =

∞
∑

k=1

ak e
−ck2ω2t sin(kωx)

mit ak = 2

3

∫

3

0
(1− cos(2πx)) · sin(kπ

3
x)dx,

Berechnung der Fourierkoeffizienten

ak =
2

3

∫

3

0

sin(
kπ

3
x)dx −

2

3

∫

3

0

cos(2πx) · sin(
kπ

3
x)dx

=
2

kπ

[

− cos(
kπ

3
x)

]1

0

−
2k(1− cos(kπ))

π(k2 − 36)
(Hinweis!)

=
2

kπ
(1− cos(kπ))−

2k(1− cos(kπ))

π(k2 − 36)
=

2

π
(1− cos(kπ))

[

1

k
−

k

k2 − 36

]

=
2

π
(1− cos(kπ))

−36

k(k2 − 36)

und damit

v∗(x, t) =
∞
∑

k=1

72

kπ(k2 − 36)
(cos(kπ)− 1) e−

k
2
π
2

3
t sin(

kπ

3
x) [3 Punkte]

Für v∗∗ machen wir den Ansatz:

v∗∗ =
∞
∑

k=1

vk(t) sin(
kπ

3
x) , vk(0) = 0
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Einsetzen in die Dgl ergibt:

∞
∑

k=1

[

v̇k(t) + 3
k2π2

32
vk(t)

]

sin(
kπ

3
x) = sin(πx)

Damit erhalten wir vk(t) ≡ 0 für k 6= 3 und die gewöhnliche Dgl

v̇3(t) + 3 π2v3(t) = 1

für v3 . Die Lösung der zugehörigen homogenen Gleichung lautet

v3,h(t) = γe−3π2t

Der Ansatz v3,p(t) = C liefert C =
1

3π2
.

v3(t) = γe−3π2t +
1

3π2
und mit v3(0) = 0 folgt γ = −

1

3π2

v3(t) =
1

3π2

(

1− e−3π2t
)

v∗∗(x, t) =
1

3π2

(

1− e−3π2t
)

sin(πx) [4 Punkte]

und damit gilt

v(x, t) = v∗(x, t) + v∗∗(x, t)
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Aufgabe 2: (8 Punkte)

Bestimmen Sie die Lösung der folgenden Anfangswertaufgabe für

u = u(x, t), x ∈ R und 0 < t < 1

2

ut + t · ux = u2 ·
(

1 + e−t
)

u(x, 0) =
1

1 + x2
.

Ist Ihre Lösung für alle x ∈ R und 0 < t < 0.5 definiert? Bitte begründen Sie
Ihre Antwort.

Lösung zu Aufgabe 2:

dx

dt
= t =⇒ x(t) = t2

2
+ C

C = x− t2

2

du

dt
= u2 · (1 + e−t) =⇒ du

u2 = (1 + e−t) dt

− 1

u
== t− e−t +D =⇒ D = e−t − t− 1

u

D = f(C) ⇐⇒ e−t − t−
1

u
= f(x−

t2

2
)

u(x, 0) =
1

1 + x2
⇐⇒ 1− 0−

1
1

1+x2

= −x2 = f(x)

e−t − t−
1

u
= − (x−

t2

2
)2

⇐⇒
1

u
= (x−

t2

2
)2 − t + e−t

⇐⇒ u(x, t) =

(

(x−
t2

2
)2 − t + e−t

)−1

Die Lösung ist nicht definiert, wenn der Ausdruck in der Klammer verschwindet.
Da e−t − t monoton fällt und

1

2
= 1√

4
< 1√

e

ist e−t − t > 0 , ∀ t ≤ 0.5 .

Wegen (x − t2

2
)2 ≥ 0 ∀ x, t ∈ R , ist der Ausdruck in der Klammer also für

0 ≤ t ≤ 0.5 stets positiv.


