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Aufgabe 1:

Lösen Sie die folgende Randwertaufgabe für einen Kreisring

∆u(x, y) = 0 , x, y ∈ R , 1 <
√

x2 + y2 < 2 ,
u(x, y) = 0 , x2 + y2 = 1 ,
u(x, y) = x2 + xy + x , x2 + y2 = 4 .

Hinweis: cos(2φ) = 2 cos2(φ) − 1 , sin(2φ) = 2 cos(φ) sin(φ) .

Lösung zur Aufgabe 1:

Allgemeiner Ansatz bei Ringen

u(r, φ) = c0 + d0 ln(r) +

∞
∑

k=1

(ckr
−k + dkr

k)(ak cos(kφ) + bk sin(kφ))

oder

u(r, φ) = c0+ d0 ln(r) +

∞
∑

k=1

(αkr
−k + βkr

k) cos(kφ) + (γkr
−k + δkr

k) sin(kφ))

[1 Punkt]

Wegen u(1, φ) = 0 folgt

αk = −βk und γk = −δk für k > 0 und c0 = 0. [1 Punkt]

Also

u(r, φ) = d0 ln(r)+

∞
∑

k=1

βk(r
k−r−k) cos(kφ) + δk(r

k−r−k) sin(kφ)) [1 Punkt]

Die zweite Randbedingung lautet in Polarkoordinaten mit x = r cos(φ) und
y = r sin(φ)

u(r, φ) = r2 cos2(φ)2+r cos(φ) ·r sin(φ)+r cos(φ) für r = 2. [1 Punkt]

Für r = 2 also:

u(2, φ) = 4 cos2(φ) + 4 cos(φ) sin(φ) + 2 cos(φ) = 2 cos(2φ) + 2 + 2 sin(2φ) + 2 cos(φ)

= d0 ln(2) +
∞
∑

k=1

βk(2
k − 2−k) cos(kφ) + δk(2

k − 2−k) sin(kφ)) [2 Punkte]

Also βk = αk = 0 für alle k 6∈ {1, 2} und
δk = γk = 0 für alle k 6= 2. [1 Punkt]
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Berechnung der nicht verschwindenden Koeffizienten:

d0 ln(2) = 2 ⇐⇒ d0 =
2

ln(2)
,

(21 − 2−1)β1 = 2 ⇐⇒ β1 =
2

2− 1

2

,=
4

3
,

(22 − 2−2)β2 = 2 ⇐⇒ β2 =
2

4− 1

4

,=
8

15
,

(22 − 2−2)δ2 = 2 ⇐⇒ δ2 =
2

4− 1

4

,=
8

15

[2 Punkte]

u(r, φ) =
8

15
(r2 − r−2) (cos(2φ) + sin(2φ)) +

4

3
(r − r−1) cos(φ) +

2 ln(r)

ln(2)
[1 Punkt]
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Aufgabe 2: (10 Punkte)

Lösen Sie die folgende Anfangswertaufgabe für u(x , t) = u(x, y, z, t) mit Hilfe
der Lösungsformel von Liouville

utt − c2∆3u = 0 , x = (x, y, z)T ∈ R
3, t ≥ 0 ,

u(x, 0) = u0(x) = 0 , x = (x, y, z)T ∈ R
3 ,

ut(x, 0) = v0(x) = x+ y + z , x = (x, y, z)T ∈ R
3 .

Hinweis: sin(2φ) = 2 cos(φ) sin(φ) .

Lösung zur Aufgabe 2:

u(x , t) =
∂

∂t

(

t

4π

∫

S

u0(x + ctn ) do

)

+
t

4π

∫

S

v0(x + ctn ) do

wobei S die Einheitssphäre mit der Parametrisierung

p(ϕ, θ) =





cosϕ cos θ
sinϕ cos θ

sin θ



 ist und do = cos θ dϕ dθ.

Es ist also

u(x, t) =
t

4π

∫

2π

0

∫ π/2

−π/2

v0





x+ ct cosϕ cos θ
y + ct sinϕ cos θ

z + ct sin θ



 cos θdθdϕ

=
t

4π

∫ π/2

−π/2

∫

2π

0

(x+ ct cosϕ cos θ + y + ct sinϕ cos θ + z + ct sin θ) cos θ dϕdθ

=
t

4π

∫ π/2

−π/2

∫

2π

0

((x+ y + z) + ct cos θ(cosϕ + sinϕ) + ct sin θ) cos θ dϕdθ

=
t

4π

[

∫ π/2

−π/2

(

[(x+ y + z) cos θ ϕ]2π
0

+ ct cos2 θ [− sinϕ+ cosϕ]2π
0

+ [ct sin θ cos θ ϕ]2π
0

)

dθ

]
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u(x, t) =
t

4π

[

∫ π/2

−π/2

(

2π(x+ y + z) cos θ + ct cos2 θ [0 + 1− 1] + 2πct sin θ cos θ
)

dθ

]

=
t

4

[

∫ π/2

−π/2

(2(x+ y + z) cos θ + 0 + ct · 2 sin θ cos θ) dθ

]

=
t

4
· 2(x+ y + z) [sin θ]

π/2
−π/2 +

ct2

4

∫ π/2

−π/2

sin(2θ)dθ

=
t

2
· (x+ y + z) [1− (−1)] −

ct2

8
[cos(2θ)]

π/2
−π/2

= (x+ y + z) · t −
ct2

8
[cos(π)− cos(−π)] = (x+ y + z) · t .


