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Aufgabe 1:

a) Sei A eine beliebige, fest vorgegebene reelle Zahl. Bestimmen Sie eine Darstellung der
allgemeinen reellen Losung der Differentialgleichung

y'(t) = Ay(t) = 0.

b) Sei L eine weitere fest vorgegebene positive reelle Zahl. Fiir welche A € R besitzt die
Randwertaufgabe

y'(t) = Ay(t) = 0 y(0) = y(L) =0

nichttriviale Losungen?

Aufgabe 2:

Gegeben sei die lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung
aug + buy = g(t, )
mit konstanten Koeffizienten a,b € R und a-b#0.
Transformieren Sie die Differentialgleichung iiber
vi=bx+at, p:=br—at
in eine gewohnliche Differentialgleichung. Tipp: Fiihren Sie die Funktion @ mit
u(t, x) = a(v(t, z), p(t, x)) =: a(v, p)

ein und verwenden Sie die Kettenregel aus Analysis III.

Aufgabe 3:
Losen Sie mit Hilfe der Substitution aus Aufgabe 2) folgende Anfangswertaufgaben

a)
ug +4u, = 64t + 162 +8 mit  u(x,0) = 2z,

b)
Uy + 3uy = 6“7 mit  u(z,0) = ze”.
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Aufgabe 4: Ein einfaches Verkehrsflussmodell:

Wir betrachten einen eindimensionalen Fluss von Fahrzeugen entlang einer unendlich langen,
einspurigen Fahrbahn. Es ist iiblich, nicht einzelne Fahrzeuge zu beobachten, sondern den
Gesamtfluss. Dazu fithren wir folgende Gréfien ein :

u(x,t) = (Léngen-)Dichte der Fahrzeuge (Fahrzeuge/Léngeneinheit) im Punkt x zum
Zeitpunkt t,

v(z,t) = Geschwindigkeit im Punkt x zum Zeitpunkt ¢,

q(z,t) = Fluss = Anzahl Fahrzeuge, die x zum Zeitpunkt ¢ pro Zeiteinheit passieren
= u(xz,t) - v(x,t).

a)

d)

Nehmen Sie an, dass es keine Ein— bzw. Ausfahrten gibt, dass keine Fahrzeuge ver-
schwinden, und dass keine neuen Fahrzeuge hinzukommen. Sei N(t) := Anzahl Fahr-
zeuge auf einem Ortsintervall [a,b] zum Zeitpunkt ¢. Machen Sie sich klar, dass dann
einerseits

N(t) = /abu(:c,t) dx

gilt und andererseits

N(t) — N(ty) = / q(a,7) —q(b,7)dr .

to

Leiten Sie hieraus die sogenannte Erhaltungsgleichung fiir die Masse (Anzahl Fahrzeu-

ge)
U + 4z = 0

her.

Nehmen Sie zusétzlich an, dass die Geschwindigkeit nur von der Dichte abhéngt: v =
v(u). Zeigen Sie, dass in diesem Fall die Gleichung

ou dq@

ot " or
die Erhaltung der Masse beschreibt.

Wir nehmen nun in einem ersten einfachen Modell an, dass die Geschwindigkeit um-
gekehrt proportional zur Dichte wichst und die Dichte positiv ist.

k

v(x,t) = ¢ + )

Wie lautet die Kontinuitétsgleichung (=Erhaltungsgleichung fiir die Masse)?

Lésen Sie die Aufgabe aus Teil ¢) mit ¢ =2 und wu(z,0) = e=** mit Hilfe der Substi-
tution aus Aufgabe 2.



