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Kapitel 1: Was sind Partielle Differentialgleichungen?
1.1 Allgemeine Notationen

Definition:

Eine Gleichung bzw. ein Gleichungssystem der Form

ou ou oPu OPu OPu
F X,U_(X),a—,...,—,..., pr -1 ey =0
L1 Oxn Oz Oxy ~Oxp Oxny

flr eine gesuchte Funktion u : D — R™, D C R"™ heif3t ein System

partieller Differentialgleichungen (PDE) fur die m Funktionen
uq(x), ..., um(x).
oPu

Tritt eine der partiellen Ableitungen p—ter Ordnung —- 5, explizit
Ox{"...0xy

auf, so spricht man von einer partiellen DGL der Ordnung p.

Typischerweise treten in Anwendungen (Systeme) partielle(r)
Differentialgleichungen erster und zweiter Ordnung auf.



Definition:

1) Eine PDE heif3t linear, falls F'(x,u,...) affin-linear in den Variablen

ou oPu .
u,—, ..., —— ist
ox1 oxh
2) Eine PDE hei3t semilinear, falls F'(x, u, .. .) affin—linear in den
. oPu oPu Pu
Variablen —, ,...,—— ist und die Koeffizienten nur von
8281 8:131 8332 Oy,
x = (z1,...,zn)L abhangen.
3) Eine PDE hei3t quasilinear, falls F'(x, u,...) affin—linear in den
. oPu oPu oPu
Variablen B ,...,——= Ist. Die Koeffizienten konnen dann von
8351 8:1:1 8:62 Oy,
p—1
(x u, 8—“ ..,a 1) abhangen.
Oz oxb™

4) In allen anderen Fallen ist die PDE nichtlinear.



Beispiel:

1) Skalare lineare PDE 1. Ordnung in zwei Variablen

a1(z, y)uz + az(z, y)uy + b(z, y)u = c(z,y)

2) Skalare quasilineare PDE 1. Ordnung in zwei Variablen

CL]_(ZC, yau)uﬂﬁ + Q’Q(CB? Y, U)Uy — g(CU, Y, ’U,)

3) Semilineare PDE (System) 2. Ordnung in n Variablen

n

Z aul](f]j]_, ... ,xn)u;pzxj — b(ZC]_, ooy, U, qul, c ooy qun)
1,7=1

4) Nichtlineare skalare PDE 1. Ordnung in zwei Variablen

(UCC)Q + (uy)2 — f(xa Yy, u, ug - Uy)



Bemerkung:

In Anwendungen treten typischerweise Ortsvariablen x = (z1, ..., zn)%
(oft n = 3) sowie die Zeitvariable ¢t € R auf.

Wir betrachten dann die aligemeine PDE der Form

ou ou OPu OPu OPu
F(xt,u(x,t), — -, s o — ,...,— | =20

in (n 4+ 1) Variablen. Differentialoperatoren wie etwa

V div rot oder A

beziehen sich dann stets auf die n Ortsvariablen, zum Beispiel

nod
div =

Z; ox;

n 2
A = Z—

=1 07



1.2 Motivation: Wieso partielle Differentialgleichungen?
Der Reynoldsche Transportsatz:

Zur Zeit t = 0 nehme eine physikalische GroBe (Ladung, Fluid etc.) die
beschrankte und offene Menge Dy C R™ ein. Die Funktion ®(y, t)
beschreibe die Veranderung eines Punkies yg € Dg in der Zeit:

®: Dgx [0, T] — Dy C R"”
sodass

Dy :=A{P(y,t) : y € Do}
Die Trajektorie von y € Dy ist die Abbildung t — ®(y,t) € Dy und

0

o P, = v(@(y, 1), 1)

bezeichne das Geschwindigkeitsfeld v der physikalischen Grof3e.



Reynoldscher Transportsatz:
Fir eine beliebige differenzierbare, skalare Funktion f : Dy x [0, T] — R qilt:

%/f(x,t)dx:/{%f—l—div(fv)}(x,t)dx
Dy

Dy
Beweisidee:
Sei J(y,t) = det(Dy®P(y,t)) die Jacobi—Matrix von ®(y,t) bzgl. y.
Transformiere damit D; auf Dg:

[ rxpax= [ j(@C,0,0J0,1) dy
Dy Do
Berechne dann die zeitliche Ableitung der rechten Seite

d
aD/ F(®(y, ), (v,t) dy
0

und transformiere zurtick auf das zeitabhangige Gebiet Dy.



Die Kontinuitatsgleichung:

Sei u(x, t) die Massendichte einer physikalischen Gro3e und es
gelte ein Erhaltungsprinzip der Form:

d

— t)dx = 0

dt/u<x,>x
Dy

Dann folgt aus dem Reynoldschen Transportsatz:

/ {%u + div (uv)} (x,£) dx = 0

Dy
Da D; eine beliebige Teilmenge des R" ist, folgt die Differentialgleichung:

%u(x, t) + div(uv)(x,t) =0

Diese wichtige Gleichung wird als Kontinuitatsgleichung bezeichnet.



Wir schreiben die Kontinuitatsgleichung mit Hilfe der FluBfunktion ¢(x, t):

%u(x, t) +div(q(x,t)) =0

Eine Gleichung flir zwei unbekannte Funktionen u(x,t) und q(x, t)?
Deshalb: Modellierungsansatz

a(x,?) = a(u(x,t), Vu(x,t),...)
Einfachstes Beispiel:

Der Flu3 q ist proportional zur Dichte w, i.e.

q(z,t) ;= a-u(zx,t), acR"

Daraus folgt

0]
au(x, t)+a-Vu(zx,t) =0

Man nennt diese Gleichung auch die Transportgleichung.



Beispiel: (Warmeleitungs— oder Diffusionsgleichung)
Die Dichte u(x, t) beschreibe

e eine chemische Konzentration
e die Temperatur

e ein elekiro—statisches Potential

Physikalische Modellierung: der Fluf3 q ist proportional zum Gradienten der Dich-
te u, zeigt allerdings in die entgegengesetzte Richtung, i.e.

q(x,t) ;= —aVu(z,t), a>0
Daraus folgt
%u(x,t) + div (—aVu(x,t)) =0
und damit die partielle Differentialgleichung
0

au(x, t) = alAu(x,t)
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Setzen wir a = 1, so erhalten wir die klassische Warmeleitungsgleichung oder
auch (lineare) Diffusionsgleichung

%u(x, t) = Au(x,t)

Die Abschluf3relation
q(x,t) ;= —aVu(z,t), a>0
nennt man dabei entweder

e das Ficksche Gesetz der Diffusion,
e das Fouriersche Gesetz der Warmeleitung oder

e das Ohmsche Gesetz der elektrischen Ladung

Beachte: Drei unterschiedliche physikalische Probleme liefern eine
identische partielle Differentialgleichung.
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Beispiel:
Ist die LOsung der Warmeleitungsgleichung unabhangig von der Zeit ¢, i.e.

%u(x, t) =20

so erhalt man die Laplacegleichung
Au(x) =0

Losungen dieser Gleichung nennt man harmonische Funktionen.
Die Gleichung

Au(z) = f
mit gegebener Funktion f, nennt man Poissongleichung.

Hierbei beschreibt die Inhomogenitat etwa eine vorgegebene raumliche
Ladungsverteilung f und die Losung u das dadurch erzeugte Potential.

12



Kapitel 2: Partielle Differentialgleichungen 1. Ordnung

2.1 Die Methode der Charakteristiken

Wir betrachten zunachst eine skalare quasilineare PDE 1. Ordnung
gegeben durch

n

> ai(x, w)ug, = b(x,u), x ¢ R"
1=1

Eine Losung kann durch die Charakteristikenmethode berechnet werden, wo-
bei wir zunachst den homogenen und linearen Fall betrachten.

Definition: Das autonome System gewohnlicher Differentialgleichungen

x(t) = a(x(1))

hei3t das charakteristische Differentialgleichungssystem einer
homogenen linearen PDE

n

> a;(x)ug; =0, x ¢ R"
1=1

13



Wir berechnen nun

n

%u(x(t)) = Z a;(x(t))ug;(x(t))

i=1
Daraus folgt aber sofort:
Die Funktion u(x) ist genau dann eine Losung der partiellen Differentialglei-

chung, wenn u entlang jeder Losung x(¢) des charakteristischen Differential-
gleichungssystems konstant ist, d.h.

u(x(t)) = const.

Definition:
Man nennt die Lésung u(x) dann ein erstes Integral des charakteristischen
Differentialgleichungssystems.

Die Methode der Charakteristiken ist also nichts anderes als eine Zurickflihrung
der gegebenen PDE auf gewohnliche DGLs.

14



Beispiel: Wir betrachten die PDE in drei Variablen

zuy + yuy + (% + y?)u, = 0

Das charakteristische System lautet dann

r = x
y = y
z=x2+y2

und besitzt die allgemeine Losung

z(t) = cqé
y(t) = coe
1
z(t) = 5(0% + c%)ezt + c3

Man nennt diese LOsungen auch die charakteristischen Kurven.

15



FUr die LOsung der Ausgangsgleichung gilt damit

w(z (), y(t), 2(£)) = u (clet, cpet, %(c% + B)e2t 4 C3> — const
Die charakteristischen Kurven erflllen aber die Beziehungen:
! =ax(t)/c1 =y(t)/ca = y(t)/x(t) =ca/cr=ceR
und
(D= @) e = o) - @Oy =deR

d.h. allein die beiden Konstanten ¢ und d definieren den Wert von « entlang der
charakteristischen Kurven.
Daraus folgt die LOosungdarstellung

1
’U,(ﬂﬁ,y, Z) =& (%7 2 §($2 _I_ y2)>

mit einer beliebigen C1-Funktion ® : R? — R.
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Quasilineare inhomogene Differentialgleichungen
Die Methode der Charakteristiken laft sich auf Gleichungen der Form

n
> ai(x, w)ug, = b(x,u), x ¢ R"
i=1
tbertragen.
Man betrachtet dazu das erweiterte Problem

n

> ai(x,u)Uyz; 4+ b(x,u)Uy = 0, x € R"
1=1

mit der unbekannten Funktion U = U(x, u) von (n-+41) unabhangigen Variablen
x und u.

Dann gilt: Ist U(x,u) eine Lésung mit U, #= 0, so ist durch U(x,u) = 0O
implizit eine Losung v = u(x) des Ausgangsproblems gegeben.
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Beweis:

Gilt U,, # 0, so laBt die Funktion U (x, v) nach dem Satz Uber implizite Funktio-
nen nach u(x) auflésen. Wegen U (x,u) = 0 gilt dann

Ferner haben wir
mn

> ai(x, w)Us; 4+ b(x, u)Uy = 0
1=1

und daraus folgt

— (Zn: a; (X, u)uxz) Uy + b(x,u)Uy =0

i=1
Wir erhalten also mit U,, # 0 die Differentialgleichung

n

Z a;(x, u)uz, = b(x,u)

1=1
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Beispiel: Gesucht ist die allgemeine Losung der quasilinearen Gleichung

I4+2)uz— (L4 y)uy=y—x

Das erweiterte Problem lautet dann

(1+2)Uzs -1+ 9)Uy+ (y—2)Uu =0

Das charakteristische Differentialgleichungssystem ist

r = 14z«
y = —(1+y)
u = y—x
mit der allgemeinen Losung
z(t) = cref —1
y(t) = cpe t—1

uw(t) = c3—coe b —cqe
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Wir verfahren wie im letzten Beispiel und l10sen das charakteristische
System auf:

75_:13—|—1_ co

e =
c1 y+ 1

= (x4+1D)wy+1)=ci-co=ceR
und

u=c3—(z+1)—-wy+1) = udtz+y=deR

Wieder bestimmen alleine die beiden Konstanten ¢ und d das
Losungsverhalten.

Daraus folgt die allerdings implizite Losungdarstellung

P((z+D)(y+1),ut+z+y)=0
mit einer beliebigen C1—Funktion ¢ : R? — R.

Beachte: Im Gegensatz zu linearen Gleichungen erhalt man bei
quasilinearen Gleichungen keine explizite Losungsdarstellung und die
Losung existiert gegebenenfalls nur lokal.
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2.2 Anfangswertprobleme bei Gleichungen 1. Ordnung

Wir betrachten nun den in Anwendungen haufig auftretenden Fall einer
Zeitvariablen t und n Ortsvariablen x € R".

Definition: Das auf ganz R" definierte Anfangswertproblem

=1

ur + f: a;(x,t,u)uzr;, = b(x,t,u) INR™ x (0, 00)
u = ug auf R" x {t = 0}

bezeichnet man als ein Cauchy—Problem.
Zum Zeitpunkt ¢ = O ist die Anfangsbedingung

u(x,0) = ug(x)

explizit vorgegeben.
Die konkreten Losungen lassen sich dann wiederum mit Hilfe des
Charakteristikenverfahrens berechnen.
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Ein typisches Beispiel ist die Transportgleichung aus Kapitel 1:

ur+a-Vu=0 inR" x (0, o0)
U = ug auf R™ x {t = 0}
mit dem konstanten Vektor a € R™.

Verwenden wir hier die Methode der Charakteristiken, so erhalten
wir zunachst die (n + 1) Differentialgleichungen

g dx

dr ’ dr
und wir konnen ohne Einschrankung ¢t = = annehmen.
Die LOsung der zweiten Gleichung lautet dann

a

x(t) =xg+a-t,
mit einer Anfangsbedingung x(0) = xq.

Die charakteristischen Kurven sind also gerade Geraden, die zur Zeit
t = 0 den Punkt xg durchlaufen und in Richtung a laufen.



Mochte man die Losung an einem Punkt (x,¢) bestimmen, so sucht man
zunachst die zugehorige Charakteristik, die durch diesen Punkt lauft und den
Wert xq zur Zeit t = O:

X=Xpg+at = Xpg=x-—at

Da die Losung entlang der Charakteristiken konstant bleibt, folgt sofort die
Losungsdarstellung

u(x,t) = ug(x — at)

Interpretation dieser Losung:

Das gegebene Anfangsprofil ug(x) wird mit der konstanten Geschwindigkeit a €
R™ weitertransportiert, ohne seine Form zu andern.

Probe:
Es qilt:

ur(x,t) = —aVug, Vu(x,t) =Vug = wu+a-Vu=0

23



Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem

ut + txuy =0 INR x (0, c0)

u = Sinx auf R x {t = 0}
Die charakteristische Gleichung lautet dann

r = tx, x(0) = zq

und besitzt die Losung

2
x(t) = xzgexp (%)

Daraus folgt die LOosungsdarstellung des Anfangswertproblems:

. t2
u(x,t) = sin [:c exp <—5>]

24



Wir kehren zu dem anfangs definierten Cauchy—Problem

1 =1

w4 3 ai(x, b u)ug, = b(x,t,u) in R? x (0,00)
U = ug auf R™ x {t = 0}

zuruck.

Das charakteristische System lautet dann
x = a(x,t,u)
v = b(x,t,u)

mit den Anfangsbedingungen x(0) = xg und «(0) = ug(xp).

Dies ist ein gekoppeltes nichtlineares Differentialgleichungssystem, das unter
Umstanden nur lokale Losungen in der Zeit besitzt. Im Allgemeinen wird daher
die Methode der Charakteristiken nur lokal in der Zeit eine Losung liefern.

25



Beispiel: (fir lokale LOosungen in der Zeit)

Eine wichtige Klasse von partiellen Differentialgleichungen 1. Ordnung sind die
nichtlinearen skalaren Erhaltungsgleichungen in einer Raumdimension.

Das zugehorige Cauchy—Problem lautet:

ut + f(u)z =0 inR x (0, 0)
u = ug auf R x {t = 0}

Die gegebene Funktion f = f(u) nennt man die FluBfunktion.

Solche Differentialgleichungen sind quasilinear, denn eine andere
Darstellung der PDE ist

ut + a(u)uy =0
mit a(u) = f'(u).

Man nennt die Funktion a(u«) auch in Analogie zur Transportgleichung
die lokale Ausbreitungsgeschwindigkeit.
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Die wohl berlhmteste Erhaltungsgleichung ist die sogenannte
Burgers Gleichung * mit der FluBfunktion f(u) = u?/2.

Wir betrachten im Folgenden das Cauchy—Problem

ut +uuy =0 iNnR x (0, 0)

U = ug auf R x {t = 0}
mit der Anfangsbedingung

1 : <0
up(z) =¢ 11—z : O<z<1
0 ; x>1

und verwenden die Methode der Charakteristiken, um die Losung zu bestimmen.

Die charakteristische Gleichung lautet

z=u, x(0)=xq

*Johannes Martinus Burgers, 1895—-1981, niederlandischer Physiker
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Da die Losung der Burgers Gleichung entlang der Kurve x(¢) konstant bleibt, gilt

z=ug(zg) = =z(t) ==z + tug(zo)
Das sieht zwar harmlos aus, ist es aber keineswegs!
Mit der gegebenen Anfangsbedingung ug(x) erhalten wir

t+ xq g < 0
x(t) =¢ (1 —x20)t+20 : O<2p<1
0 : xo > 1

Das zugehorige Bild der charakteristischen Kurven:
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Singularitat der Losung:

Zur Zeit t = 1 laufen unendlich viele Kurven durch den Punkt x = 1, d.h. im
Punkt (x,t) = (1, 1) ist die Lésung nicht mehr eindeutig.

In der Tat existiert die (klassische) LOosung der Burgers Gleichung mit der ange-
gebenen Anfangsbedingung nur lokal in der Zeit fiur 0 <t < 1.

Firt € [0, 1) ist die Losung gegeben durch

1 Lo <t
u(z,t) =¢ (L—2)/(1—t) : 0<t<z<l1
O o >1

Das zugehorige Bild der Losung fiir verschiedene t € [0, 1):
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2.3 Skalare Erhaltungsgleichungen
Das Cauchy—Problem

ut + f(u)z =0 inR x (0, 0)
U = ug auf R x {t = 0}

hat im Allgemeinen keine globale Losung.

Die Burgers Gleichung aus dem letzten Abschnitt mit der Anfangsbedingung

1 ; <0
up(z) =¢ 11—z : O<ze<l1
0 ; x>1

besitzt nur auf dem Zeitintervall [0, 1) die klassische Losung

1 o <t
u(:c,t)z{ 1—-=x)/(1—-t) : 0<t<z<1
0 o >1
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Was passiertfur:t > 1 ?

Zunachst: Funktionen mit kompaktem Trager

Definition:

Der Trager einer Funktion f : R™” — R ist die Menge
(x eR": f(x) # 0}

Ist der Trager einer Funktion kompakt, so sprechen wir von einer
Funktion mit kompaktem Trager.

Bemerkung:

Es gibt (viele) differenzierbare, ja sogar unendlich oft differenzierbare
Funktionen mit kompaktem Trager. Diese spielen in der modernen
Theorie und Numerik partieller Differentialgleichungen eine
entscheidende Rolle.
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Was passiertfur:t > 1 ?

Seiv : R x [0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit kompaktem Trager.

Multiplizieren wir u; + f(u); = O mit v und integrieren Uber
R x [0, c0), so erhalten wir

0 = //(ut—l—f(u)x)vdwdt

@)

= —/ / uvrdxdt — / uo(w)v(x,O)dx—7O70f(u)vxdacdt
0 —oo

— 0
Mit der Anfangsbedingung u(x,0) = ug(x) ergibt sich

oo oo

/ / (uvy + f(u)vg) dedt + 70 ug(z)v(z,0)dr =0

0 —o©
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Definition:
Eine differenzierbare Funktion v : R x [0, c0) — R mit kompaktem Trager nennt
man auch eine Testfunktion.

Definition:
Eine Funktion © € L°°(R x [0, c0)) nennt man eine Integralldsung
oder schwache Losung, falls die Beziehung

oo oo

]

0
fur alle Testfunktionen v erfullt ist.

(uvy + f(u)vg) dedt + / ug(x)v(x,0)dr = 0

Bemerkung:

Eine Integrallosung muf3 keine differenzierbare Funktion sein, sondern
kann sogar Sprungstellen besitzen.
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Definition: Das Anfangswertproblem

ut + f(u)z =0 inR x (0, 00)
u = ug auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

I T A A ¢
uO(w)_{ur x>0

nennt man ein Riemannproblem fur skalare Erhaltungsgleichungen.
Beispiel: Ein Riemannproblem fir die Burgers Gleichung lautet

ur +uugy =0 inR x (0, 00)
U = ug auf R x {t = 0}

mit der unstetigen Anfangsbedingung

. uj <0
uO(m)_{ur x>0
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Was sind in diesem Fall die Integrallosungen?

1) StoBwellenlosung bei der Burgers Gleichung
FOr u; #= u, ist die sogenannte StoBwelle
oy o2 < s(t)
u(z,t) = { ur x> s(t)
eine Integrallosung.

Dabei bezeichnet die Funktion s(t) die Lage der StoBfront, d.h. der Unste-
tigkeitsstelle oder Sprungstelle.

Die StoR3front bewegt sich mit der Geschwindigkeit s(¢) wobei
LF] _ fQuy) — f(ur)

[u] B Uy — Ur

5(t) =

und s(0) = O ist.

Diese Beziehung nennt man die Rankine—Hugoniot Bedingung.

35



Was sind in diesem Fall die Integrallosungen?

2) Verdunnungswelle bei der Burger’s Gleichung

FOr u; < u, ist die sogenannte Verdinnungswelle eine Integrallosung:

"

u; x < upt

Xr
u(z,t) =« - wt <z < upt

Ur . T > urt

\

Man beachte, dass die Losung u(x, t) eine stetige Funktion ist.

Die Losung ist entlang der Geraden x = u;t und x = wu, t aber nicht diffe-
renzierbar und daher nur eine Integrallosung.
Bemerkung:

FOr u; < wu, stellt sich die Frage, welche der Losungen (StoBwelle oder
Verdunnungswelle) physikalisch von Bedeutung ist. Es wird sich zeigen, dass
nur die Verdinnungswelle relevant ist.

36



Beschreibung der StoBwellenlosung

Definition:
Eine StoBwellenlosung u ist eine Integralldsung der Erhaltungsgleichung

Ut+f(U)qj — 07

wenn eine sogenannte StoBfront z = s(t), s € C1 existiert, sodass u jeweils fiir
x < s(t) und = > s(t) eine klassische Losung der PDE ist und u bei x = s(t)
eine Sprungstelle mit Sprunghdhe

[u] (1) = u(s(®)T,t) — u(s(t) ", 1)
besitzt. Die GroBe s(t) nennt man die Sto3geschwindigkeit.

Satz:

Ist £ = s(t) die StoB3front einer StoBwellenlésung von u; + f(u); = 0, so gilt
fur die Stol3geschwindigkeit s die Rankine—Hugoniot Bedingung

o= U fuls@®)™, 1) — Flu(s(t)T,t)
[u] u(s(t)—,t) — u(s(t)"‘,t)
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Herleitung der Rankine—Hugoniot Bedingung

Eine Integrallosung erflllt die Beziehung

xD
%/u(f,t)df = f(u(zy, 1)) — flu(z2,1))

Wahlen wir 1 < s(t) < x> so folgt:

s(t) 2
% [ ulede+ [ ule e | = fluler,6)) = f(ular, 1)
x1 s(t)

Dau(x,t) firxz < s(t) und z > s(t) nach Definition eine differenzierbare Lésung
ist, konnen wir unter den beiden Integralen ableiten:
t
s(t) 3

9 P
{ (,;fdus'u(s(t),t>+(/t)a‘;ds—s‘u(s(t)+,t)+f2—f1=o
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Also

s(t) D
0 . _ 0 .
/ SodE + suls()7, 1) + (/t) Sode —su(s® T, ) + fo— f1 =0

mit
f1:= flu(zq,t)), fo = f(u(zo,t))

Im Grenzfall z; — s(¢)~ und zo — s(t)T verschwinden die Integrale und wir
erhalten

su(s() 7, ) —su(s() T, 1) = f(u(s(t) 7)) — flu(s(®)T))

Dies ist aber gerade die Rankine—Hugoniot Bedingung in der Form

;1
[u]
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Beispiel
Wir betrachten die Burgers Gleichung mit der unstetigen Anfangsbedingung
oy 2 <0
uo(@) = { ur . x>0
und u; > uy-.

Die Rankine—Hugoniot Bedingung lautet

u? /2 — u? wu; — ur)(u; + ur
S_m_ l/2 r/2:(l )(l+ ):%(UZ_I_UT‘)

]l w 2(u; — ur)

Damit lautet die StoBwellenlosung dieses Problems

u ox< %(ul + ur)t
u(x,t) = )
ur x> 5(u+ur)t
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Beschreibung der Verdiinnungswelle
Wir betrachten das Riemannproblem

ut + f(u)z =0 inR x (0, c0)
U = uQ auf R x {t = 0}
mit der unstetigen Anfangsbedingung
: <0
wol@)={ W 150
wobei nun u; < uy gelte.

Zusatzlich nehmen wir an, dass f € C2(R) und f” > 0 gilt, d.h. die
Flussfunktion sei strikt konvex.

Schlief3lich setzen wir noch

g:= (N1
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Nach Annahme ist die Flussfunktion f strikt konvex, d.h. f’ ist streng
monoton wachsend. Also gilt:
u <ur = f(u) < f(ur)

Es gibt daher genau zwei Typen von Charakteristiken, namlich

x(t) =xzo+ f'(u)t und z(t) = a0+ f'(ur)t

Diese beiden Kurvenscharen flllen aber nicht den ganzen Raum
R x R4 aus, sondern es entsteht ein Bereich €2, der nicht
durchlaufen wird:

Q:={(z,t) e R xRy : f'lu) t<ax< f(ur) -t}

In €2 liefert die Methode der Charakteristiken keine Werte und wir
konnen im Prinzip die Losung auf €2 mit einer beliebigen
Integrallosung fllen.
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Satz:
Flr u; < wu, ist die Verdlinnungswelle gegeben durch

)

(7] < f’(uﬁt
u(z,t) ;=1 glz/t) : fllupt <z < f'(ur)t
U c x> f(ur)t

\

eine Integrallosung des Riemannproblems. Insbesondere ist die
Verdinnungswelle eine stetige Funktion.

Beweis:

Stetigkeit der Verdinnungswelle: Die kritischen Punkte liegen bei

r= f'(u)t und == f'(ur)t
Hier qilt

(f’(uz) t
g

t

) = g(f'(w)) = (f)"(F (w)) = vy
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sowie

t

o (FU20) = atr' ) = ()2 () =

Weiter ist die Verdlinnungswelle konstant fiir x < f/(w;) t und z > f’(u,)t und
|0st daher die vorgegebene Erhaltungsgleichung.

Fir f/(u))t < = < f'(ur)t berechnet man
w = —5d @/t

Fwe = Fole/D)e = 1oa/tNT D = 2 g

Daraus folgt, dass g(x/t) ebenfalls die Gleichung u; + f(u), = 0 IGst.

Mit der Stetigkeit folgt daraus, dass die Verdinnungswelle tatsachlich eine Inte-
gralldsung ist.
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Problem: Integrallosungen sind nicht eindeutig!!
Beispiel:
Wir betrachten wieder die Burgers Gleichung mit der Anfangsbedingung

O : <0
uo(@) = 1 : >0

Dann erhalten wir zum Beispiel die beiden Integrallosungen

0o zxz<Lt)/2
“1(”’””_{1 x> 12
und
O : =<0
up(z,t) =< x/t : 0<ax<t
1 x>t

Die erste LOsung reprasentiert eine StoBwelle, die zweite eine
Verdunnungswelle.
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Welche der beiden ist die physikalisch richtige Losung?

Man benotigt eine Zusatzbedingung, die die physikalisch richtige
Integrallosung aussucht.

Definition:

Eine Integralldsung heif3t Entropielosung, falls die Losung die folgende Entro-
piebedingung (Lax—Oleinik—Bedingung) erfullt:

4C > 0,sodass furalle z,z € R, ¢t > 0O mit z > 0 qilt

u(t,z 4+ 2) —u(t,z) < %z

Satz:

Erfallt eine Integrallosung die oben angegebene Entropiebedingung, so ist diese
Losung eindeutig, d.h. Entropielosungen sind eindeutige Losungen.
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Kapitel 3: Partielle Differentialgleichungen 2. Ordnung

Definition: Eine lineare PDE 2. Ordnung in n Variablen ist gegeben durch

Z ajUzz; + Z biuz; + fu =g

7] 1 7’_
Dabei sind die Terme a;;, b;, f und g Funktionen von x = (z1,...,zn)?t.
Den ersten Term nennt man den Hauptteil der PDE. Weiter gelte oBdA
a;;(x) = aj(x), 4,j=1,...,n
Spezialfall:

Gilt a;; = const., 7,5 = 1,...,n, so laBt sich die PDE auch in folgender Matrix-
schreibweise darstellen:

(VIAV)u + (' V)u+ fu=g

mit der symmetrischen Matrix A = (a;;); j=1,....n-
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3.1  Normalformen linearer Gleichungen 2. Ordnung
Gegeben sei die Differentialgleichung (in Matrixschreibweise)

(VIAV)u + (b V)u + fu=g
mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (a;;); j=1.... n-

Lineare Algebra: Hauptachsentransformation
Jede reelle, symmetrische Matrix A ist diagonalisierbar. Weiter gilt

D=S"1AS

wobei S als eine orthogonale Matrix gewahlt werden kann.
Bemerkung: Eine reelle Matrix S ist orthogonal, falls gilt:

s—1—=g7
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Ansatz zur Herleitung von Normalformen:
Verwende die Koordinatentransformation

X = Sy & y=STx

und setze

Mit u(x) = @(S? x) folgt

a .
Wegen a—y] = s;; gilt

u(y) ;= u(Sy)

ou n ou 0y

8:82' j=1 ay]‘ 3:62

amz — Z SZ]

1=1 ayJ
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Die letzte Beziehung bedeutet aber gerade:

Viu(x) =S Vyﬂ,(STx)
oder in formaler Schreibweise

Vi =SVy

Transponieren wir diese Beziehung, so folgt

vVi=@6vy)'=v,st
Ergebnis:
LOst » die Gleichung

(VTAV)u + (bt Vu—+ fu=gyg
so erhalten wir fUr w die PDE

(VISTAS V)i + (b!SV)i + fi =3
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Definition:
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung
(VIAV)u+ (b V)u+ fu=g

mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (a;;); j=1.... n-
Dann ist die zugehorige Diagonalform der PDE gegeben durch

(vVIDW)a+ (STH)YITV)a+ fa =3
mit der Diagonalmatrix
D=STAS, S's=1
Dabei ist b(y) := b(Sy) und

fly) = f(Sy) g(y):=g(Sy)
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Beispiel:
Wir betrachten den Fall von zwei unabhangigen Variablen:

92 02 02
U n U *_a22__g
O0xro0x1  O0x10x> ox5

2
8x%

ai1 + a1o (

ou ou
bi(x1,20)— + bo(x1,20)— + f(z1,20)u = g(z1,22)
oxr1 0xo

Mit p := S*'b lautet die Diagonalform

021 027 ot ot -
M——>t+No—=+p1—+p—+ fu=g
Oy? Oy4 dy1 Y2

Beachte:

Die Transformation auf Diagonalform ist keineswegs eindeutig,
allerdings sind die beiden Koeffizienten des Hauptterms gerade
die Eigenwerte der Ausgangsmatrix A.
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Definition: (Klassifikation partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung)
Gegeben sei die partielle Differentialgleichung 2. Ordnung

(VIAVu 4+ (b V)u+ fu=g
mit der konstanten und symmetrischen Matrix A = (a;;); j=1,... n-

1) Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden und besitzen sie ein-
heitliche Vorzeichen, so nennt man die Gleichung elliptisch.

2) Sind samtliche Eigenwerte von A von Null verschieden, wobei ein Eigenwert
ein anderes Vorzeichen als die tbrigen n — 1 Eigenwerte besitzt, so nennt
man die Gleichung hyperbolisch.

3) Ist mindestens ein Eigenwert von A gleich Null, so nennt man die Gleichung
parabolisch.

53



Beispiel:
Wir betrachten wiederum den Fall von zwei unabhangigen Variablen:

02 02 02 02y
g R ) +ano— +
Oxy O0xro0x1  0x10x>o ox5

a11 + a2 (

ou ou
b1(zq, wz)a—ml + bo(zq, 9172)8—x2 + f(z1,20)u = g(x1,72)

Dann ist die Diagonalform gegeben durch:

027 024 ot ot -
M——>+No—=+p1—+p—+ fu=g
Oy? Oy4 dy1 Oy2

Die partielle Differentialgleichung heif3t
1) elliptisch, falls A1 - Ao > 0 ist.
2) hyperbolisch, falls A1 - Ao < 0O ist.
3) parabolisch, falls A1 - Ao = 0 ist.
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Bemerkung:

Die Typeneinteilung laft sich auf Falle mit nichtkonstanter
Koeffizientenmatrix A erweitern: die Gleichung

=Y

Die Diskriminante D lautet daher

hat die Koeffizientenmatrix

D=1-—=zxy

Die Gleichung ist also parabolisch auf der Hyperbel xy = 1,
elliptisch in den beiden konvexen Bereichen xy > 1 und
hyperbolisch im zusammenhangenden Bereich xzy < 1.
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Beispiel:
Die Tricomi—Gleichung

k(y)um; — Uyy — 9(5’37 y)

ist elliptisch fir £(y) < 0, hyperbolisch fiir £(y) > 0 und parabolisch
fir k(y) = 0.

Zentrale Frage:
Wieso macht man eine solche Typeneinteilung?
Zentrale Antwort:

Jede Typenklasse hat charakteristisches Losungsverhalten!
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Normalformen partieller Differentialgleichungen 2. Ordnung:
Definition:

1) Die Normalform einer elliptischen Differentialgleichung in n
Variablen x = (x1,...,zn)? ist

n
1=1

2) Die Normalform einer hyperbolischen Differentialgleichung in (n + 1) Va-
riablen (x,t) = (z1,...,xn,t)L ist

n
up — Au + Zbiuxi—l—fuzg

1=1
Hierbei bezeichnet A den Laplace—Operator bezuglich x.
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3) Die Normalform einer parabolischen Differentialgleichung in (n + 1) Varia-
blen (x,t) = (z1,...,xn,t)L ist

n—1

Au 4+ bout + Z b@'uwi‘l'fuzg
1=1

wobei A wiederum den Laplace—Operator bezlglich x bezeichnet.
Klassische Beispiele:

1) Elliptische Laplacegleichung
Au = 0,
2) Hyperbolische Wellengleichung
uy — Au =0,
3) Parabolische Warmeleitungsgleichung

ur = Au,

58



3.2 Korrekt gestelite Probleme

Definition:

Ein korrekt gestelltes Problem besteht aus einer in einem Gebiet
definierten partiellen Differentialgleichung zusammen mit einer gewissen

Menge von Anfangs— und/oder Randbedingungen, so dass die folgenden
Eigenschaften erfullt sind:

1) Existenz:
Es existiert wenigstens eine Losung, die alle Bedingungen erfullt.

2) Eindeutigkeit:
Die LOosung ist eindeutig.

3) Stabilitat:
Die Losung hangt stetig von den Anfangs— bzw. Randbedingungen
ab, d.h. geringfiigige Anderungen in den Daten ergeben geringfligige
Anderungen in der Lésung.
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Eindimensionale Wellengleichung
Beispiel:
Das Anfangswertproblem flr die eindimensionale Wellengleichung
{ upt — Cugry = 0 iNR x [0, 00)
u = ug,u = vg aufR x {t = 0}
ist ein korrekt gestelltes hyperbolisches Problem.

Physikalische Motivation:

Die Wellengleichung beschreibt das dynamische Verhalten einer
eingespannten Saite, die zur Zeitt = 0

1) um die Funktion ug(x) ausgelenkt ist und

2) sich mit der Geschwindigkeit vg(xz) bewegt.
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Die eindeutig bestimmte Losung ist (Formel von d’Alembert):

1 1 x+ct
u(a,t) = S(uo(e — o) +uo(e +et)) + 5= | vo(€) d

r—ct
Stetige Abhangigkeit von den Anfangsdaten:
Sei u(x,t) die Losung zu den Anfangsdaten (g, vg). Dann gilt:

w(x,t) —u(x,t) = %(ﬂo(a: —ct) —upg(x — ct))

—I-%(ﬂo(:c + ct) — ug(x + ct))

1 x+ct
2. | | o(®) —vo(©) ds

Daraus folgt aber

[z, t) —u(x,t)] < ||ltg — uolloo + t||Uo — vollco
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Anfangswertaufgabe fur die Laplacegleichung

Beispiel: (Hadamard)
Das Anfangswertproblem fir die zweidimensionale Laplacegleichung
{uwx—l—uyyzo inR x [0, c0)
u = ug,uy = vg aufR x {y = 0}
ist ein nicht korrekt gestelltes elliptisches Problem.

Setzen wir ug(x) = vg(x) = 0, so ist die eindeutig bestimmte Losung
gegeben durch

u(z,y) =0
Lauten die Anfangsdaten dagegen

1
us(x) =0, v)(x)= ﬁsin(nx), n € N
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so ist die eindeutig bestimme Losung zu den Anfangsdaten (ug, v§)

u(x,y) = %Sin(naz) sinh(ny)

Nun gilt
im uh = ug im Vg = Vg
Vergleicht man aber beide Losungen, so ergibt sich wegen
1

lim ——=sinh(ny) = o (y > 0)

n—o0 n2

das Grenzverhalten

im u"(z,y) # u(z,y)

n—aoeo

d.h. die LOsung hangt nicht stetig von den Anfangsdaten ab.



Randwertaufgabe fur die Laplacegleichung

Beispiel:
Das Randwertproblem fur die zweidimensionale Laplacegleichung
{ Uzr + uyy = 0 in{(x,y) c R? : :1:2—|—y2 <1}
u=g auf {(z,y) e R? : 22 4+ y2 =1}
ist ein korrekt gestelltes elliptisches Problem.

Die eindeutig bestimmte Losung ist durch die
Poissonsche Integralformel

gegeben:
1—x2—y2

/ g(z) p
o
21 I|x — z||2

Izl =1

u(z,y) =
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Kapitel 4: Die Laplacegleichung
In diesem Kapitel beschaftigen wir uns mit der Laplacegleichung
Au = 0, u=u(x), x € D C R" offen
und der zugehorigen Poissongleichung
—Au=f
mit vorgegebener rechten Seite f = f(x).

Definition:
Eine C2—Funktion v = u(x), die die Laplacegleichung erfilllt, d.h. es gilt

Au = 0,

nennt man eine harmonische Funktion.
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4.1 Die Fundamentallosung

Wir versuchen zunachst, eine explizite Losung der Laplacegleichung zu
berechnen, mit Hilfe der wir weitere LOsungsdarstellungen ableiten konnen.

Beobachtung:
Der Laplaceoperator A ist invariant gegenuber Rotationen in R™
Losungsansatz:

u(x) =v(r), r=|x]|=G74+...+ x%)l/Q
Man rechnet leicht nach:

or
8a:i
und damitqgiltfar: = 1,...,n

Ly

1
:E(m%—l—...-l-wq%)_powi:? (z 7 0)

:Ij2

v = OB, e =) G0 (15
r T

|
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Wir erhalten also
n—1

Au="(r) + . v (1)

und mit Auw = 0 ergibt sich die gewohnliche Differentialgleichung

n—1

0" (r) + '(r) =0

-
Setzen wir w = v’ # 0, so l6st w die lineare Differentialgleichung

w = — w
/’/h

Die allgemeine LOsung dieser Gleichung ist gegeben durch

«

W) =

mit einer Konstanten a € R. Fir v(r) gilt demnach
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Die Gleichung flr v kbnnen wir integrieren und bekommen damit eine
Losung in der Form

b +c (n>3)

Tn—2

—blogr+c (n=2)
v(r)Z{

mit den beiden Konstanten b und c.
Definition:
Die Funktion
( 1
—-log ] (n=2)
Pd(x) = « 2n 1
| n(n —2)a(n)
definiert fir x € R™, x # 0, nennt man die Fundamentallosung der
Laplacegleichung. Die Konstante a(n) bezeichnet dabei das
Volumen der Einheitskugel im R™,

|z|[*~™ (n>3)
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Bemerkung:

Die Fundamentallosung ist flr alle x 7= O eine harmonische Funktion.

Beispiel:
Fir x € R3 gilt vol (K1(0)) = «(3) = 4x/3 und damit ist die
Fundamentallosung gegeben durch

d(x) = Em

Satz: (Darstellung der Losung der Poissonggleichung)
Eine LOsung der Possiongleichung

—Au=f inR"
ist gegeben durch

u(x) = [ Sx—y)f(y)dy
Rn
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4.2 Eigenschaften harmonischer Funktionen

Die Mittelwerteigenschaft:

Eine besondere Eigenschaft harmonischer Funktionen ist, dass der
Funktionswert an einer Stelle x stets gleich dem Mittelwert von u
tber eine Kugel mit Mittelpunkt x bzw. der zugehorigen Sphare

um x ist.

Satz:
Sei U C R™ eine offene Menge. Ist u € C2(U) harmonisch, dann gilt

) = ]éB(X,r) uds = B(x,r) udy

fir jede Kugel B(x,r) C U.
Notation:
Bei Mittelungen Uber die Kugel oder die Sphare schreiben wir

for = oy -
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Beweis:
Wir definieren flr festes x € U die Funktion ¢(r) durch

6r)i=f wASG) =t r2) dS ()
Dann qilt

&' (r) = ]gB(O,l) Du(x+rz) -zdS(z)

und mit Hilfe der Greenschen Formeln erhalten wir

/ _ y—X
) = f D)

ou
]éB(X,fr) on 45(y)

r
= — A dy =0
n JB(x,r) U(Y) Y

dS(y)
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Damit ist ¢ konstant und es gilt

6(r) = lime®) = fim £ u()dSF) =ux)
Unter Verwendung von Polarkoordinaten erhalten wir schlief3lich

r

/udyZ/ / udS | ds

B(x,r) 0 0B(x,s)
= u(x) /na(n)sn_lds = a(n)r"u(x)
0

Damit ergibt sich gerade die Mittelwertformel

1
() = a(n)rm B(/ ) udy
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Es qilt auch folgende Umkehrung
Satz:

Fir die Funktion w € C2(U) gelte

u(x) = ]éB(X,T) udS

fir jede Kugel B(x,r) C U, dann ist « harmonisch.
Beweis:

Ist Au #~ 0, so existiert eine Kugel B(x,r) C U, sodass Awu > 0 innerhalb von
B(x,r) gilt. Wir wissen aber, dass

0=¢/() =" fB oy D) dy >0

was zu einem Widerspruch fuhrt. Also ist « harmonisch.
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Das Maximumprinzip harmonischer Funktionen:
Satz: Seiu € C2(U) N C(U) harmonisch in U. Dann gilt:

1) Maximumprinzip

max u(x) = max u(x)

2) Starkes Maximumprinzip
Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt xg € U mit

u(xp) = Maxu(x)
xcU

so folgt, dass u auf U konstant ist.

Beweisidee:

Verwende auf geeignete Weise die Mittelwerteigenschaft harmonischer Funk-
tionen.
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Wichtige Folgerung aus dem Maximumprinzip:
= Eindeutige Losung der Randwertaufgabe

Satz: Seig € C(OU), f € C(U). Dann existiert hochstens eine Lésung u €
C2(U) N C(U) des Randwertproblems

—Au
U

Seien w1 und u» zwei Losungen. Dann [6st w = +(u1 — uo) das
Randwertproblem

—Au O inU
U O aufdoU

Aus dem Maximumprinzip folgt dann direkt

f inU
g auf oU

Beweis:

w=+(u; —up) =0

identisch auf U und daher gilt uq; = u».
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Weitere Eigenschaften:

1) Erflllt eine stetige Funktion « € C'(U) auf einer offenen Menge U C R™ flr
jede Kugel B(x,r) C U die Mittelwerteigenschaft, so ist «
unendlich oft differenzierbar, d.h. v € C°°(U).

2) Satz von Liouville:

Die Funktion u : R™ — R sei harmonisch und beschrankt. Dann folgt bereits,
dass u auf ganz R"™ konstant ist.

3) Beschrankte Losungen der Poissongleichung:
Sei f € C2(R™), n > 3. Dann hat jede beschrankte Lésung der
Poissongleichung —Au = f in R™ die Form

u(x) = [ ®Gx-y)f¥)dy +C
Rn

mit einer Konstanten C.
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4.3 Die Greensche Funktion
Definition:

1) Das Randwertproblem

—Au=f InU
u =g aufoU
nennt man das Dirichlet—Problem der Poissongleichung
(bzw. der Laplacegleichung, falls f = 0).

2) Das Randwertproblem

—Au=f InU
Ou — g auf U

n

nennt man das Neumann—Problem der Poissongleichung
(bzw. der Laplacegleichung, falls f = 0).
Hierbei bezeichnet n die auf3ere Normale an oU.
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Proposition:
Sei u € C2(U), U C R™ offen. Dann gilt fiir alle Punkte x € U die Beziehung

0o = [ (- DT ) — u) T (y — X))dS(y)

- [ oy =) Au(y)dy
U

Die Funktion & bezeichnet dabei wieder die Fundamentalldsung der
Laplacegleichung.

Beweis: Greensche Formeln aus Analysis lll.

Anwendung auf Randwertprobleme der Laplace— und Poissongleichung:

Wir konnen im Prinzip die Losung an jedem Punkt berechnen, aber benotigen
dazu Randdaten sowohl fur « als auch die Ableitung du/0On.
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Definition:
Sei U C R™ offen und ®*(y) die Lésung des Dirichlet—Problems

O in U
d(y —x) aufoU

Dann ist die Greensche Funktion auf U gegeben durch

Gx,y) =Py —x)-P(y) xyeU x#y)

AP*
DT

Satz:

Sei u € C2(U) eine Lésung des Dirichlet—Problems der Poissongleichung. Dann
lankt sich u in der Form

w() =~ [ 9GS + / fNGE Yy (x € D)
oU
darstellen.
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Beweis:
Nach obiger Proposition hatten wir die Losungsdarstellung

u(x) = Q/)O$(y X)——(y)——u(y)———(y x))dS(y) — Q/Vb(y x) Au(y)dy

Das Problem dabei war, dass uns beim Dirichlet—Problem d|e Randdaten
von du/0n nicht bekannt sind.

Nach den Greenschen Formeln gilt aber
oP*

—/CD*’L’(y)Au(y)dy = /u(y) (y) — ¢m(}’)g—z(}’)d5(.‘>’)

oU
und daher

| () T (y)dS(y) = [ @auwiy+ | wy)

(y)dS(y)
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Aus der Randbedingung ®*(y) = $(y — x) folgt

7 (¥aS(y)

[ o~ 00 0)dS () = [ maumiy+ [u
oU

Wir erhalten damit unter Ausnutzung der obigen Proposmon.

8¢$60 _9®(y —x)

on

_ aéfx,y)
on

uG) = [uy)(

) dS(y)
oU g

+ [ (27 = Dy = %)) Auly)dy
U -G(xy)
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Eigenschaften der Greenschen Funktion

1) die Greensche Funktion G(x,y) ist bis auf den Punkt y = x
harmonisch in y,

2) G(x,y) erfullt homogene Randbedingungen, d.h.

G(x,y) =0 VyedU, xeU,
3) die Greensche Funktion ist eindeutig bestimmt,
4) die Greensche Funktion ist symmetrisch, d.h.

G(x,y) = G(y,x)
Beispiele:
1) die Greensche Funktion fir den Halbraum
RQL_ — {X: (ajl,...,a?n)T . In > O},

2) die Greensche Funktion fiir die Einheitskugel B(0, 1).
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Die Greensche Funktion fur den Halbraum Rﬁr:
Allgemein ist die Greensche Funktion gegeben durch

G(x,y) = ®(y —x) — P*(y)
Dabei ist (x,y) die Fundamentallésung und ®*(y) die Lésung von

AP = 0 in Rﬁf_
FUr einen Punkt ¢ = (z1,...,2n) € R1 definieren wir die Reflektion an der

Ebene 8IR{7}|_ mittels
T = (xla ceey In—1, —CL‘n)

Wir betrachten nun die Funktion

(Dx(Y) L= Cb(y T i) — Cb(yl — X1y Yn—1 — Tp—-1,Yn _I_ xn) (ajay - R?—?f-)
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Dann ist ®*(y) harmonisch auf dem ganzem Halbraum R% und
auf dem Rand qilt:
CD:U(Y) — Cb(y T i) — Cb(yl —X1y---yYn—1 — Ln-—-1, ZCn)
— cb(yl — L1y Yn—1 — Ln—-1, _'CC??) — Cb(y — X)7

da die Fundamentallésung nur von |y — x| abhangt.
Also |6st die Funktion ®*(y) = $(y — X) das Randwertproblem

{ A DT 0 in R™

_I_
PT = d(y—x) auf{y = (y1,...,yn)! : yp =0}

und die Greensche Funktion flir den Halbraum IR{Q_ lautet

Gxy)=P(y—x)—P(y—-%x) ((xyeRl, x#y)
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Man berechnet nun

oG odP 0P

I (x,
ayn( y) oo oo

I
|
<

|

o
N—’

|
|
<

|
><
N—’

und damit gilt fir y € 8]12{1

Sy = Gy =
on " Oyn na(n)|x —y|"
Definition:
Die Funktion
2xn 1
K(x,y) := (x e R}, y € ORY)

nennt man auch den Poissonkern von R’_"F.
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Satz: (Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung)
Die Losung des Randwertproblems

Au O in R7_7“|_
ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

2xn, g(y)

no(n X —vy|"
( )aﬂzag;' Y|

u(x) = dy

Insbesondere ist die Losung u(x) wegen
| Kexy)dy =1
OR™

beschrankt, falls g beschrankt ist, Man kann weiter zeigen, dass die
Losung sogar unendlich oft differenzierbar ist.



Die Greensche Funktion flir die Einheitskugel B(0, 1):
Fir x € R™\ {0}, bezeichnet der Punkt

X
x[2
den dualen Punkt von x bezlglich 9B(0, 1).
Damit ist die Losung des Korrekturproblems

X =

0 in B9(0,1) :={xeR"| [|x| <1}
d(y —x) aufoB(0,1)

AP*
DT

gegeben durch
P (y) 1= P(|x|(y — X))

und wir erhalten folgende Greensche Funktion fir die Einheitskugel:

G(x,y) =Py —x) —®(x[(y —%)) (x,ye€ B(0,1),xFy)
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Satz: (Dirichlet—Problem fir die Laplacegleichung)
Die Losung des Randwertproblems

Au
U

ist gegeben durch die Poissonsche Integralformel

0 in {x=(z1,...,zn)1 : x| <1}
g auf {x=(z1,...,zn)’ : |x| =1}

1—IX\2/ g(y)

no(n) x —y["
ly|=1

Der Poissonkern fur die Einheitskugel lautet demnach

u(x) = dS(y)

1—|x]2 1

Ry) =0y ==y

(x| <1,]yl=1)

Bemerkung:
Mit Hilfe der Transformation @(x) = w(rx) kann man leicht eine
Darstellung fur die Kugel {x € R" : |x| < r} ableiten.
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Kapitel 5: Die Warmeleitungsgleichung
Wir suchen explizite Losungen der Warmeleitungsgleichung

ur = Dzu

Hier ist ¢t > O die Zeitvariable und x € U, U C R" offen, die Ortsvariable.

Anfangswertproblem: (Cauchy—Problem)
Sei U = R":
ut
B

Anfangs—Randwertproblem:
Sei U C R™ beschrankt:

ut
u

Au in R™ x (0,7]
g auf R" x {t =0}

Au in Up:=U x (0,T]
g auf I‘T:=U—T\UT
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5.1 Losungen mittels Produktansatzen
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

(

¢ u(xz,0) = wug(x)  0<z<nm
| u(0,t) = a(t), u(m,t) =0b(t) : 0<t<T

Wir suchen eine LOosung mittels des Produktansatzes:

u(z,t) = p(z) - q()

Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung ergibt

p(z)q(t) = q(t)p"(z)

und damit die Beziehung

q) _ p"(x)
q(t)  p(z)

(p(z) # 0, ¢q(t) = 0)
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In der Gleichung

q(t) _ p"(x)
q(t)  p(z)

(p(z) # 0, q(t) # 0)

steht
e auf der linken Seite ein Term, der nur von t abhangt,
e auf der rechten Seite ein Term, der nur von x abhangt.

Daraus folgt
qt) _ p"(x)

q(t)  p(x)

Wir erhalten also die beiden gewohnlichen Differentialgleichungen

qg(t) +6q(t)=0 und p'(z)+dp(z) =0

= const =: —§
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Die allgemeine Losung der Gleichung ¢(t) + 6 g(¢t) = 0 ist gegeben durch

q(t) = coe %,

Die Lésung der Gleichung p”(z) + d p(z) = 0 hangt entscheidend von der
Konstanten ¢ ab:

1) Fiar 6 = O lautet die allgemeine Losung

p(x) = c1z + co
2) Fur 6 < O lautet die allgemeine Losung
p(z) = cre VIl 4 cpeV/Iol
3) Fir 6 > 0 lautet die allgemeine Losung

p(z) = ¢15in(vVdz) + ¢o cos(Véx)
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Ohne Bericksichtigung der vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen er-
halten wir Gber den Produktansatz folgende Losungsklassen:

u(z,t) = coe % (crz + o)
w(z,t) = coe 0. (cre=VIIT 1 cpeV/I0lT
u(z,t) = cge - (c1sin(vVoz) + co cos(vVéx))
Die vorgegebenen Anfangs— und Randbedingungen lauten
u(xz,0) = ug(x), u(0,t) = a(t), u(m,t) = b(t)

Fazit:

Die Parametermenge {cg,c1,c2,6} kann i.A. nicht gegebene Funktionen
ug(x), a(t) und b(t) beschreiben.

Der Produktansatz liefert nur bei speziellen Anfangs— und Randbedingungen ei-
ne explizite Losung.
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Beispiel:
Gegeben sei das eindimensionale Anfangs—Randwertproblem

( Ut = Ugx O <ze<m, 0<t<T
¢ u(z,0) = sinx  0<z<m
. u(0,t) = O, u(m,t)=0 : 0<¢t<T

Aufgrund der vorgegebenen Randbedingungen fallen grundsatzlich die
ersten beiden Losungsklassen aus. Es bleibt also

u(x,t) = cg e O . (c1sin(Véz) + co cos(Voz))
Wegen der Vorgabe u(xz, 0) = sin x erhalten wir die Losung
w(z,t) = e tsinx

Das Beispiel sieht etwas klnstlich aus, ist es aber nicht!
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Superpositionsprinzip: Jede Losung der Form

u(x,t) = bke_kzt sin(kx) (keZ)
erflllt die homogenen Randbedingungen u(0,t) = u(x,t) = O.
Eine Uberlagerung

e 2
u(x,t) = Z bke_k tsin(kx)
k=1

ergibt die Anfangsbedingung

u(x,0) = ioz by sin(kx)
k=1

Flr eine gegebene Anfangsbedingung ug(x) ist die rechte Seite eine
Entwicklung in eine Fourier—Reihe, d.h.

upg(x) = Z br. sin(kx)
k=1
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5.2 Die Fundamentallosung
Definition:
Die Funktion

X2
Pd(x,t) = WG i (x e R™,t > 0)
0 (x € R™", ¢t < 0)

heif3t Fundamentallosung der Warmeleitungsgleichung.

Insbesondere ist die Fundamentallosung normiert, d.h. fir alle ¢ > 0 gilt:

/ d(x,t)der =1
Rn

Bemerkung:
Die Fundamentallosung besitzt fir t = O und x = 0O eine Singularitat.
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Mit Hilfe von @ (x, t) lasst sich flir das Cauchy—Problem

u=g¢g aufR™ x {0}

eine Losungsdarstellung wieder in der Form eines Faltungsintegral angeben:

u(x,t) = [ ®(x—y,Og(y)dy
R”n
1 oyl

- (47rt)n/2/6 “9ly)dy

{ut—Auzo in R™ x (0, 00)

Rn
Herleitung der Fundamentallosung (nur fir x € R):

Ist u(z, t) eine Ldsung von u; = Aw, so ist u( Az, \2¢) firalle A € R
ebenfalls eine Losung der Warmeleitungsgleichung.
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Ansatz:

Wir suchen daher eine spezielle Losung in der Form

uz,t) = t11/2v <tl%)

Man berechnet nun

wlz.t) = _% -3/2 g 43/2 —1/2,
ug(x,t) = t=1/2 4 =1/2
Ugpr(x,t) = t73/2 .y
Daraus folgt
Ut — Ugpy = —l-t_3/2-U—E-t_Q-v/—t_?’/Q-v”:O

2
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Wir erhalten also mit » = z/+/t die Gleichung zweiter Ordnung
1
5 v+ gv’ v =0
Umschreiben ergibt
1AV 1 / / 1
(v") —I—E(rv) =0 = w —I—ET’U:CER

Nehmen wir nun folgende Grenzbeziehungen an

. _ . / _
lim v(r) = Jim v (r)=20
so folgt ¢ = 0 und die Gleichung lautet
1
v = 5TV = v(r) = pe—7/4

Eine explizite Losung der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung ist
damit
1 22

d(x,t) = P e 4t
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Weitere Losungsdarstellungen mit Hilfe der Fundamentallésung:

1) Das inhomogene Anfangswertproblem mit homogenen
Anfangsbedingungen

u — Au=f ianX(0,00)
u=0 aufR™ x {t =0}
besitzt die Losung

/t/q)(X_yvt_S)f(y,S)dyds

0 R”

L 1 _x—yl?
i W
o \TTATS Rn

w(x,t)
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1) Duhamel’sches Prinzip:
Die Funktion u(x,t;s) = [ ®(x —y,t — s)f(y, s)dy lost das Problem

R’I’L
{ ut(-;8) —Au(-;s) = O in R" x (s, o0)
u(-;s) = f(-;s) auf R™ x {t = s}

Man erhalt dann die Losung der inhomogenen Gleichung durch
Integration Uber s:
t

w(x,t) = /u(x,t; s)ds

0

2) Das inhomogene Anfangswertproblem mit allgemeinen
Anfangsbedingungen u(x,0) = g(x) besitzt die Lésung

u(x, t) = / P (x — y,0)g(y)dy + / | @G =yt =) f(y,5)dyds

0 R”
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5.3 Eigenschaften von Losungen der Warmeleitungsgleichung

Analog zur Laplacegleichung erfullen auch Losungen der
Warmeleitungsgleichung Mittelwertformeln, die allerdings
weniger anschaulich sind:

Sei U C R" offen und beschrankt, T' > 0 fest. Dann nennt man die Menge
Upr =U X (O,T]
den parabolischen Zylinder und
I_T .= U—T\ UT

den parabolischen Rand.
Fir festes x € R", ¢t € R und » > 0 sei die Menge E(x,t; r) gegeben durch

1
Ex,t;r) ={(y,s) e R"T! : s<¢, d(x—y,t—s)> —}
7’3
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Bemerkung:

1) Der Rand von E(x,t; r) ist gerade eine Hohenlinie der
Fundamentallésung & (x — y,t — s).

2) Man nennt die Menge E(x,t; r) auch Warmekugel (heat ball).

Mit Hilfe von E(x, t; r) erhalt man folgende Mittelwerteigenschaft:

Satz:
Ist u € C%(UT) eine Losung der Warmeleitungsgleichung, so gilt

1 X—Yy 2
u(x,t) = o / |(t — S)‘Qu(y, s) dyds
E(x,t;r)

fir jede Menge E(x,t;r) C Ur.
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Aus der Mittelwerteigenschaft kann man folgende Maximumprinzipien
herleiten.

Satz:
Seiu € C£(Up)NC(Ur) eine Losung der Warmeleitungsgleichung in Ur. Dann
gilt
1) Das Maximum von u(x,t) liegt stets auf dem parabolischen Rand,
d.h.

max u(x,t) = max u(x,t)
(x,t)eUr (x,t)elr

2) Ist U zusammenhangend und existiert ein Punkt (xqg, tg) € U mit

u(xg,t0) = max  u(x,?)
(X,t)EUT

so folgt, dass u auf Uy, konstant ist.
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Eindeutigkeit von Losungen der Warmeleitungsgleichung:

Satz:
Das Anfangsrandwertproblem

ur — Au=f InUp
{ u=g auflp
auf dem beschrankten Gebiet U mit stetigen Funktionen f und g besitzt
maximal eine Lésung u € C$(Ur) N C(U7).

Beweis:
Sind u und u zwei LOsungen, so |0sen die beiden Funktionen

’UJ]_/2 — :I:(u — ’[L)

die homogene Warmeleitungsgleichung mit homogenen Randbedingungen.
Nach dem Maximumprinzip gilt dann, dass wy /2 identisch verschwinden,
d.h. wir haben u = .

105



Satz: Das Anfangsrandwertproblem

ur — Au=f inR" x (0,T)

{ u=g auf R™ x {t = 0}

auf dem Ganzraum R™ mit stetigen Funktionen f und g besitzt unter der zusatz-
lichen Wachstumsbedingung

lu(z, t)| < Aelzl? (A,a > 0)
maximal eine Lésung u € CZ(R™ x (0,T)) NC(R™ x [0, TY]).
Beispiel:
In der Tat kann man zeigen, dass fur das Cauchy—Problem

up = Au inR"™ x (0,T)

{ u=0 aufR™ x {t =0}

unendlich viele Losungen existieren. Nur die Nulllosung erfallt die

angegebene Wachstumsbedingung; alle anderen LOsungen wachsen
rapide an.
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Kapitel 6: Die Wellengleichung

In diesem Kapitel untersuchen wir die Wellengleichung
u — Au =0

sowie die inhomogene Wellengleichung der Form
ut — Au = f

in Verbindung mit geeigneten Anfangs— und Randbedingungen.

Hier bezeichnet t > 0 die Zeitvariable und x € 2, 2 C R" offen,

die Ortsvariable.

Wir suchen also eine Funktion v : 2 x [0,00) — R, ©v = u(x,t), wobei der
Laplace—Operator auf die Ortsvariable x = (x1, ..., xn) Wirkt.

Far die inhomogene Gleichung bezeichnet die rechte Seite eine gegebene
Funktion f : 2 x [0,00) — R.
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6.1 Die Formel von d’Alembert

Wir untersuchen zunachst eine direkte Methode zur LOsung des

eindimenisonalen Anfangswertproblems
{ Ut — Uzr = 0 INR x [0, 00)
u=g,uy=~h aufR x {t =0}
wobei g, h vorgegebene Anfangsbedingungen sind.
Beobachtung:

Die Differentialgleichung lait auf folgende Weise faktorisieren:

es qilt

5 o\/8 O
. — _ = 0
<8t T ax) <8t ax> o= et tae

Setzen wir nun
o0

ot

v(x,t) 1= ( — 8895) u(x,t)
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so erhalten wir eine Transportgleichung mit kostanten Koeffizienten:

ve(w,t) + vz(z,t) =0
Die Losung dieser Gleichung lautet
v(z,t) = alx —t)

und erfullt die Anfangsbedingung

v(z,0) = a(x)
Wegen
v(z,t) ;= (gt — 86510) u(x,t)

ist u(x, t) demnach die Losung der inhomogenen Transportgleichung

utr — ugy = alx —t)
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Nach den Methoden aus Kapitel 2 erhalten wir

t
w(x,t) = /a(w—l—(t—s)—s)ds—l—u(m—l—t,O)
0

9 o
1
= 5 / a(y)dy + u(x + ¢, 0)
r—t

1 x+t
= = | ady+g(z+1)
r—1

Diese Losung soll nun noch die Anfangsbedingung

ut(x,0) = h(x)

erfullen.
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Man berechnet

wla, 1) = 5 (a(@+ ) +a@ — ) + 9z + 1)

und damit

ut(z,0) = a(z) + ¢'(x) = h(z) = a(z) =h(z) - g'(z)
Also folgt

x4+t

w(e,t) = = [ (h@) ~ g @) dy+ (e +0)
x—t

p OF 1 1
5:13[15 h(y)dy — 59(:1: +t) + Eg(af —t)+g(z+1t)
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Wir erhalten aus der Beziehung

p O 1 1
weh =g [t h()dy — Sg(o+1) + gz — ) + g(z +1)
demnach
1 1 r—+1
u(@,t) =2 (9@ + 1) + 9 =) +5 | hly)dy
r—1

Diese Darstellung nennt man die Formel von d’Alembert.

Bemerkung:

Damit diese Losung u(x,t) tatsachlich eine differenzierbare Losung der Wel-
lengleichung ist, missen wir bezlglich der Anfangsbedingungen fordern:

ge C?%(R) und heCHR)
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Beispiel zur Formel von d’Alembert:
Wir betrachten das Cauchy—Problem
{utt—uxsz inR x [0, c0)
u=sinz,us =cosz aufR x {t =0}
Nach der Formel von d’Alembert ergibt sich:

1 1 -+t
~ (sin(e + ) +sin(z — 1)) + 5 / cos(y)dy

x—t

u(x,t)

— %(sin(az 1) +sin(z— 1))

oo+ 0-sets
= sin(z 4+ t)
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Die Reflektionsmethode fur den Halbraum R = {z > 0}:

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem auf dem Halbraum R :
¢ u=g, u=h aufRy x {t =0}

\ u=0 auf{z =0} x (0, 00)

mit vorgegebenen Funktionen g und A mit g(0) = A(0) = 0.

Idee:

Erweitere das Halbraumproblem auf ein Ganzraumproblem und verwende die
Formel von d’ Alembert.

Definiere eine Funktion @ (x,¢) fir x € R und ¢ > 0 durch

- | u(e,t) (x> 0,t>0)
u(z,t) = { —u(—x,t) (x <0,t>0)
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Analog werden die gegebenen Anfangsdaten reflektiert:

o [ (@>0)
glo) = {—g<—x> (= < 0)

@ = {0, G20
Damit erhalten wir fir die Funktion u das Anfangswertproblem
{ Ut — Uz = 0 INR x (0, 00)
u=g,u =h aufR x {t = 0}
und nach der Losungsformel nach d’Alembert gilt

1 1 T+t
i(2,6) =2 G+ O+ 5@ - +5 [ hydy

x—t
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FUr z > 0 haben wir gerade die Losung des Ausgangsproblems, i.e.

u(z,t) = u(z,t)
Fallunterscheidung:
1) Istx >t > 0, so folgt x — ¢ > 0 und daher

1 1 r+t
u(@,t) = S@E@+O+5@-0)+5 [ hydy
xr—t
1 1 r+t
S 9@+ + 9 —1) + 3 [t h(y)dy

denn fur positive Argumente stimmen die Funktionen g und g
beziehungsweise h und h Uberein.
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2)Ist 0 < x < t,sofolgt x —t < O und daher

) 1 :1:—|—t~
u(@,t) = S@G@+)+5@-0)+3 [ Ry
xr—t
) 1 0 ) 1 a:—l—t~
= Q0D gty [t A(y)dy + O/ Ay)dy
. 1 t—x 1 x+t
= S(g@+t) —gt—2)) -5 O/ h(y)dy + o/ h(y)dy

. 1 x+t
— 5 (g(:c +t) — gt — CIZ)) + 5 / h(y)dy

t—x
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Gesamtlosung:

Wir erhalten also als Losung des Ausgangsproblems

i

x4+t
s+ +g@—))+5 [ h(y)dy z>t>0
u(zx,t) = | a:_lft
3@+t —gt—2))+3 [ 1wy 0w <t

Beispiel:
Die Losung des ARWP

p

{ u=0, uy =sinz aufRy x {t =0}
u=0 auf{zx =0} x (0,00)

lautet

w(z,t) = %(cos(a: 1) — cos(x + 1))
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6.2 Losungen der Wellengleichung durch spharische Mittelung
Wir betrachten nun den hoherdimensionalen Fall n > 2 und suchen
eine Losung flr das Anfangswertproblem
{ upr — Au =0 inR" x [0, c0)
u=g,us =h aufR™ x {t =0}
Idee:

Leite durch geeignete spharische Mittelungen eine vereinfachte
Differentialgleichung ab, die dann eine explizite Losungsformel
fir die hoherdimensionale Wellengleichung liefert.

Firx € R™, ¢ > 0 und r > 0 definieren wir den Mittelwert von u(x, t)
Uber die Sphare 0B(x,r),

Ueirt) = u(y,)dS@)

OB (xz,r)
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Weiter sei

( G(x;r)

JASINCOLEC)
T ry M)A @)

H(x;r)

\

Satz:

Sei x € R" fest und u eine LOsung der obenstehenden Wellengleichung. Dann
16st U (x; r, t) die Euler-Poisson—Darboux Gleichung

( n—1
Utt_UTT_

< r

U=G,U;=H aufRy x {t =0}

Beweis:
Einer friheren Beobachtung folgend (siehe Seite 71 des Skripts) gilt:

Ur(z;r,t) = — ][B(x " Au(y,t) dy

n
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Beweis: (Fortsetzung)
Da u eine LOosung der Wellengleichung ist, folgt

Ur(z;r,t) = — 7[3(:;; " uit(y,t) dy

n

und damit

1
r" 1y, = / ugt dy
na(n)

B(z,r)

Daraus folgt aber

1
n—1 n—1 n—1
Up)y = / ds = ][ s = =1y
(r r)r o) Ut r DB r 1"
OB (x,r)
Fassen wir dieses Ergebnis zusammen, so 16st U in der Tat die Gleichung
n—1
Utt — Upr — Ur=20

/’4
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Die Kirchhoffsche Formel fur n = 3:
Die Losung des Anfangswertproblems fir die Wellengleichung lautet:

u(e,t) = (@hG) +9() + Dg(w) - (y =) dS(y) (@ € B3,1>0)
Herleitung Uber die Euler—Poisson—Darboux Gleichung:
Wir definieren
U = rU
rG, H:=rH

)
'| |'

Dann gilt

~ 2 ~
Uy =rUy =1 (Urr + ;U’r) = rUpr + 2U, = (U + TUT)T = Upr
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Also 16st U das Anfangswertproblem

p

Utt — Urr =0 in R—l‘ X (0,00)

L U=G,0,=H aufR, x {t =0}

\ U=0 auf {r =0} x {t =0}

Mit der Losungsformel flr das Halbraumproblem folgt fir 0 < r <'¢
die Darstellung

r—+t
~ ~ 1 ~
Go+-G-n]+5 [ AWy
—r—+t
Da U(x; r,t) aus u(x, t) durch sparische Mittelung entsteht, gilt

- 1
U(x;r,t) =5

u(x,t) = ,,!'_% U(x;r,t)
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Mit der Definition von U ergibt sich

w(e t) = 7!'_% U(ac?;ar,t)
Gor4+t)—Gt—r) 1 "F
, r — —r .
o 7!|—% ( 2r N 2T[|_t H(y)dy)

= G'(t)+ H(t)
Verwendet man die Definitionen von GG und H, so erhalt man
u(x,t) = % (tG(x;t)) +tH(x;t)

0
— |t d t hdS
ot ( ]{9B(:1:,t) J S) ™ OB(x,t)
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Nun gilt
Fonnn @S = £ g( +12)dS ()
und damit

0,
5 (]éB(x,t) gdS) = ]éB(O,l) Dg(x +tz) - zdS(2)

- ]éB(a:,t) Da(y) - (y f x) 45(y)

Setzen wir dies in dies in die letzte Gleichung auf der vorgehenden Seite
ein, so erhalten

— y— =
u@t) = f @) (7 asw) o awdsw)

OB (x,t)
hd
T ][GB(:c,t) ' S(y)

und dies ist gerade — nach Umsortierung — die Kirchhoffsche Formel.
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Die Poissonsche Formel fir n = 2:

Die Losung des Anfangswertproblems flr die Wellengleichung lautet:

1 tg(y) + t°h(y) + tDg(y) - (y — fL‘)dy
2 JB(x,t) (12 — |y — z|2)1/2

firx € R2und t > O.

Um diese Losungsdarstellung abzuleiten, betrachtet man das
dreidimensionale Anfangswertproblem und nimmt zusatzlich an, dass
die LOsung nicht von der dritten Ortskoordinate x3 abhangt.

Bemerkung:

Nach einem zur Herleitung der Kirchhoffschen Formel analogen Prinzip,
i.e. Verwendung der EPD Gleichung und geeignete Definition von U,
lassen sich Losungsformeln flr das Anfangswertproblem der
Wellengleichung im R™ ableiten.
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Kapitel 7: Fourier—Methoden bei partiellen Differentialgleichungen

In diesem Kapitel untersuchen wir allgemeine Fourier—Methoden zur
(approximativen) Losung von Anfangs—, Randwert— und
Anfangsrandwertaufgaben.

7.1. Beispiel: Fourier—Methoden bei gewohnlichen DGL's
Gegeben sei das eindimensionale Randwertproblem:

d?u

_de—z = f(z), O<zxz<l
w(0) = O
u(l) = O

Anwendung:
Die Losung u(xz) beschreibt die Gleichgewichtslage eines eingespannten
hangenden Seils mit Spannung 7" und extern angreifender Kraft f(x).
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Wir betrachten zunachst den Spezialfall:

f(x) = Z cn, SiN (mlm)

n=1
mit vorgegebenen Koeffizienten cq, . . ., cy.
Die Inhomogenitat f(x) erfillt insbesondere die homogenen
Randbedingungen

F(O)=f)=0

und wir suchen daher eine Losung des Randwertproblems in der Form

u(x) = Z bp, SiN (mlrac)

Damit sind die homogenenen Randbedlngungen far alle
Losungskoeffizienten b1, ..., by € R erflllt und wir versuchen die
Koeffizienten b, so zu bestimmen, dass u(x) eine Lésung der
vorgegebenen DGL ist.
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Einsetzen in die DGL ergibt:

n=1 n=1
FUr die Koeffizienten b1, ..., by Qilt also
ZQCn
bnzm, n=1,...,N

und wir erhalten demnach als Losung des Randwertproblems

N 2
l“c . /nTx
@ =3 Foamas ()

n=1

Beispiel:

N 2 2 N
T
3 ”227’ bnsin<—m;x> = cnsm(_”j”

)

Fir die Inhomogenitat f(xz) = sin(wz) — 2sin(2nx) + 5sin(37x)

und ! = T = 1 lautet die Losung
1 1

u(e) = 5 sin(ma) — 5 sin(2me) + % sin(3mz)
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Der allgemeine Fall:
Approximiere f(x) durch eine endliche Fourier—-Reihe fy (x), d.h.

fn(z) = Z cn, SiN (mlm:)

n=1
mit den Fourier—Koeffizienten

/f(w)Slﬂ (mlm:) de, n=1,...,N

Siehe Analysis II: Founer—Relhen (Kapitel 10, 11)

Eine approximative Losung des Randwertproblems mit
Inhomogenitat f(x) ist dann gegeben durch:
N 12

C ) nmTx
@ =3 7o ()

n=1
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Beispiel:
Wir betrachten das Randwertproblem

du 0<z<1
— = z, x
dz?
u(0) = 0
u(l) = O

Die exakte Losung laf3t sich durch Integration berechnen:

T2 3
u'(z) = —E—I—a = u(x) = —E—I—aw—l—b

Mit den Randbedingungen «(0) = u(1) = 0 folgt:

3 1

_ = 11 .0 9
u(x) = 6—|—633—6aj(1 x<)
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Wir berechnen nun zunachst die Fourier—Koeffizienten der Funktion

f(z) =z,
also
1
2(_1 n—+1
cn=2/xsin(n7r:13)d:c= (=1) , n=1,....N
nT
0
Damit ergibt sich eine approximative Losung in der Form
N N +1
= SN = SN
un () nzzzl 5 5 (nmx) nzz:l 3.3 (nmx)
Wir erhalten etwa
(2) = 2 sin(rz) — —— sin(27z) + —2=— sin(373) — — sin(4nz)
UP\ L ) — ——= wr) — ——= TXr Twr ) — T
4 w3 473 2773 3273
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Frage: Wie gut ist die approximative Losung?
Antwort: Berechne die Fourier—Koeffizienten der exakten LOosung: mit

u(x) = %x(l — 22)

folgt far die Fourier—Reihe

N

un(z) = > apsin(nrz)
n=1

die Darstellung der Fourier—Koeffizienten

2(—1)nrt

n3m3

1
1
an = 2/6:1:(1 — z?)sin(nrz) do =
0

Dies sind aber gerade die (Fourier—)Koeffizienten der approximativen Losung!
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7.2. Fourier—-Methoden flir die Warmeleitungsgleichung

Wir betrachten folgendes Anfangsrandwertproblem der
Warmeleitungsgleichung

(up —uge = f(x,t)  O0<x<,0<t<T
¢ u(x,0) = g(x) . 0<x<]
u(0,t) = w(l,t) =0 : 0<¢t<T

und suchen eine Losung in Form einer Fourier—Reihe, also

w(@t) = S an(®)sin (?)

n=1
Bemerkung:

Da wir nur Sinus—Funktionen in der Fourier—Reihe verwenden, sind die
vorgegebenen homogenen Randbedingungen automatisch erfllt.
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FUr die Koeffizienten der Fourier—Reihe gilt wiederum

nmx

an(t) = ?O/lu(:c,t) sin (T) dx

Gleichzeitig kbnnen wir die Inhomogenitat f(x,t) in einer Fourier—Reihe
darstellen, d.h.

l
e 2
fan =Y asin ("), a® == [ f@0sin () d
=1 [ [ ) [
Wir berechnen nun die Orts— und Zeitableitungen des Losungsansatzes
©.@)
w(a,t) = 3 an(t)sin (@)

n=1

und erhalten
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die Beziehungen

Ou S dan, ) nmx
a(xvt) — 2 E(t) Sin (—)
n=1

Ou R niw nmTI

- (z,t) = +)— cos | —=
aaj(a:a ) nzzzlan() l ( : )
_82u - n2m? : nmTx
12 (z,t) = _n;1 an(t) o Sin (T)

Daraus folgt

w =z = 3 (d“”(t) + an(w”jf) sin (@>

n=1 dt [

und wir erhalten durch Gleichsetzen mit der Fourier—Reihe von f(x,t)
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ein System gewohnlicher Differentialgleichungen der Form

dan, 2 2

— () + an(t)

Die Anfangsbedingungen a1(0), a~>(0), ... ergeben sich aus der
Anfangsbedingung u(xz,0) = g(x):

g(x) = Z bn, SIiN (mlm:) /g(x) sin (mlm:) dx

und daher

= cn(t)

an(O):bn, n:1,2,...

Damit haben wir ein Anfangswertproblem flr ein lineares System
gewohnlicher Differentialgleichungen, das zudem entkoppelt ist.
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Die Losung laf3t sich also direkt angeben:
t
i) oo (1
0

Wir betrachten das homogene Anfangsrandwertproblem

an(t) = bp exp < - (t — 3)) cn(s) ds

Beispiel:

u(z,0) 5—%z-25 : 0<2<50
w(0,t) = w(50,8) =0 : 0<t<T

7\

\

Die Berechnung der Fourier—Koeffizienten von g(x) = 5 — %|x — 25| ergibt

50
1 40
by, = / (5 — —|:1: — 25|) Sin (mra:) dxr = Sin (n_w)
25 50 n2m2 2
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Da wir eine homogene Warmeleitungsgleichung betrachten, folgt

40 ni n2m2
an(t) = —5 5sin (?) P\ ~3500 "

und die Losung als Fourier—Reihe lautet

= 40 _ (nm n2m? . /nTx
u(z,t) = )  —55Ssin (?) exp —2500-15 sin (E)

nzln T

Beobachtung:

1) Fir festes T' > 0 fallen die Fourier—Koeffizienten a, (¢) der Lésung
exponentiell schnell fir n — oo ab. Hohere Werte flr n
beschreiben gerade die hoheren Frequenzen in der Losung.

2) Fur festes n fallen die Fourier—Koeffizienten exponentiell schnell far
t — oo ab. Der Abfall ist umso schneller, je grof3er n ist. Fur grof3e
Zeiten beschreiben also wenige Terme der Fourier—Reihe die
exakte Losung sehr gut.
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Beispiel:
Wir betrachten das inhomogene Anfangsrandwertproblem

(U —ugr = =x  0<xe<1,0<t<T
¢ u(x,0) = O . 0<x <1
| u(0,t) = w(1l,t)=0 : 0<¢t<T

Dann gilt mit den Bezeichnungen von oben

bp, = O

cn(t)

|
o
3

|
N

und damit

¢ _1\y\n+1 _1\y\n+1
an(t) =2 / €_n2w2(t_8)( L) ds = 2( 2 <1 — e_n2ﬂ2t>
0

niwT n37r3
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Bis jetzt:
Anfangsrandwertprobleme mit homogenen Randbedingungen, d.h.

¢ u(xz,0) = g(x)  0< <]
| u(0,t) = wu(l,t)=0 : 0<t<T

Was passiert

1) bei (einseitig Neumannschen) Randbedingungen der Form
u(0,t) =0, 241, =0,
ox
2) bei periodischen Randbedingungen der Form
w(0,) = u(l, ),  24(0,6) = 22, 1)
ox ox

Wie sehen die entsprechenden Fourier—Methoden aus?
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Wir betrachten zunachst das Anfangsrandwertproblem

(up—uzr = f(x,t) 1 O<z<l,0<t<T
u(x,0) = g(x) . 0< <]

| w(0,t) = 0 L 0<t<T
ug(l,t) = 0  0<t<T

Bemerkung:
Beschreibt die Funktion u(x, t) eine orts— und zeitabhangige
Temperaturverteilung, so bedeutet

1) die Bedingung «(0,t) = O, dass das linke Ende des Intervalls [0, ] mit
einem unendlich grof3en Eisbad in Kontakt steht,

2) die Bedingung u;(l,t) = 0, dass am rechten Ende kein Warmeflu3 nach
rechts existiert, d.h. das rechte Ende des Intervalls ist perfekt warmeiso-
liert.
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Die Fourier—Reihe

w(@t) = S an(®)sin (@)

n=1
kann keine Losung sein, denn unabhangig von den (zeitabhangigen)
Koeffizienten gilt dann stets

w(0,t) = u(l,t) =0
Die im Problem vorgegebenen Randbedingungen
u(0,t) = 0O, ugz(l,t) =0

werden zum Beispiel durch die Funktion

X

u(x,t) = sin (2—l)

erfallt.
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Diese Funktion beschreibt gerade eine Viertel-Sinuswelle.

Funktionen mit hoheren Frequenzen erhalten wir, wenn wir daran eine
halbe Sinuswelle anhangen, also
Tx  krx
sin : ke N
Gi+ )
Die Funktionen hoherer Frequenzen sind dann von der Form

. ((@n—-1)nx
uw(x,t) = sin ( 5

Ein Losungsansatz flr das vorgegebene Anfangsrandwertproblem, der
automatisch die vorgegebenen Randbedingungen erflllt, lautet damit

S - ((2n— 17z
u(x,t) = ngl an(t) sin ( 5 )

), neN. n>2
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Beispiel:
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

i

Ut = Ugyr . 0<2<h0,0<t<T
) u(@0) = 5—Lz—-25 : 0<2<50
w(0,t) = 0O L 0<t<T
| uz(50,t) = O L 0<t<T

Die Berechnung der Fourier—Koeffizienten von g(x) = 5 — %|x — 25| ergibt

50

1 2n — 1
b, = / (5——|:1:—25|) sin (2n )z dx
25 100

80(—+v2sin(nr/2) + V2 cos(nw/2) — (—=1)")
B m2(2n — 1)2
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Mit dem LOsungsansatz

u(z,t) = ) an(t)sin 5

n=1
erhalten wir durch Einsetzen in die Warmeleitungsgleichung und
Koeffizientenvergleich mit der Fourier—Reihe von g(x) die Gleichungen

e ((Qn — 1)7m:>

dan, n (2n — 1)272

dt 2502 =V
an(0) = bn
n=172,....
Die Losung dieser Differentialgleichung lautet dann
(2n — 1)27T2t

an(t) = bpe 10000
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Sind beide Enden warmeisoliert, so haben wir das Anfangsrandwertproblem

i

Ut — Uxx
u(x,0)
uz (0, 1)
ug(l,t) =

Jetzt erfullen die Funktionen

/\\

f(z,t)
g(x)
0

0

uw(x,t) =1,

uw(x,t) = COS (T)

O<z<,0<t<T
0<x<|
0<t<T
0<t<T

T

die vorgegebenen Neumannschen Randbedingungen.
Ein Losungsansatz lautet damit

nmtx

u(z,t) = bo(t) + > bn(t)cos (T)
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Beispiel:
Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

( U = Ugr . 0<x<h0,0<t<LT
u(x,0) = 5——|:1:—25| . 0<z<50
uz(0,8) = 0 L 0<t<T
| us(50,6) = 0 L 0<t<T

Mit dem LOsungsansaiz

w(ot) = bo(8) + " bu(t) cos (”5”0“”)

n=1
ergibt sich durch Einsetzen in die Differentialgleichung

00 2 2 NI
O+ (@< + bnoe)) cos (") =0
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Das System gewohnlicher Differentialgleichungen lautet dann

db dbn, n2m2
=0, TE0)+

Um die zugehérlgen Anfangsbedingungen festzulegen, bestimmen wir die
Fourier—Reihe der Anfangsbedingung g(x), d.h.

g(x) =dg + Z dp, COS (n;ow)

n—

bn(t) =0

mit den Fourier—Koeffizienten

1
doy = %/g(a:) dx
nmTwr
dn, = / cos( ) d
n 50/ 9 50 )
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Man berechnet

o = 2
i 20(2cos(nnw/2) — 1 — (—1)")

n27r2
Die Koeffizienten bg(t), b1(%), ... ergeben sich damit als
mit

n2m?

~ 2500

n

und die Losung lautet

0. @)
u(x,t) = dg + Z dne_A”t COS (%)
n=1
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Wir kommen nun zu periodischen Randbedingungen und dem
Anfangsrandwertproblem auf dem Intervall [—[, [] gegeben durch

([ up—uge = f(z,t) | —l<zx<l,0<t<T
u(x,0) = g(x) =<z <l

\ w(—lt) = w(lt) : 0<t<T

| uz(—1t) = ux(l,t) © 0<t<T

Periodische Funktionen auf dem Intervall [—I, ] sind

1

W) =5, vl@)=cos (mlm> , (x) =sin (”733)

Ein Losungsansatz mit Hilfe von Fourier—Reihen ist damit

u(z,t) = ag(t) + i::l <an(t) cos ( ) + by (t) sin <”7ZT~T>)
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Mit den Reihenentwicklungen

co(t) + i (cn(t) cos< ) + dp(t) sin (”7“))

g(z) = po+ Z (pn cos <n7lm:> + qn sin (n;m))

=1
ergeben sich die gewé')hnlichen Differentialgleichungen

— ()

f(z,t)

daO
co(t)

dan 2 2
Wty + " T an(t) = ca(t)

db, 2 2
Doy + "

bn(t) = dn(t)
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Die zugehorigen Anfangsbedingungen lauten

ag(0) =po, an(0) =pn, bn(0) =qn
Beispiel:
FUr das Anfangsrandwertproblem mit periodischen Randbedingungen

[ up— ugr = 1—10:1:(332—772) . T <z<m0O0<tlT
u(x,0) = 25 <z <m
u(—m,t) = wu(m,t) . 0<t<T
| uz(—m,t) = wuqz(m,t) . 0<t<T
ist die Fourier—Entwicklung der Losung gegeben durch
X 12(=1)"

) =25
ul 1) T2 Tions

(1 — e_nzt) sin(nx)
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7.3. Fourier—Methoden fur die Wellengleichung

Losungen in Form von Fourier—Reihen lassen sich analog zur
Warmeleitungsgleichung ableiten.

Wir betrachten das Anfangsrandwertproblem

[ wpt — uze = f(x,t)  O0<x<,0O<t<T
u(x,0) = g(x) . 0<x <

< ur(xz,0) = h(x)  0< <
w(0,t) = u(l,t) =0 : 0<t<T

und suchen eine Losung in der Form

W@ t) = S an(®)sin (?)

n=1
Die Fourier—Reihen fir f(x,t), g(x) und h(x) ergeben DGLs fir die Losungs-
koeffizienten a;(t), 1 =1,2,....
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Beispiel:
Die LOosung des Anfangsrandwertproblems

'utt—umzo C O0<xe<,0<t<T
u(x,0) = g(x)  0< <

< ut(x,0) = h(x) . 0< <
w(0,t) = u(l,t) =0 : 0<t<T

ist gegeben durch
o0
ue,t) = - {oncos ("T1) + 2 sin ("7y) L sin (")
n=1 l nm [ [

Dabei sind b,, die Fourier—Koeffizienten der Entwicklung der vorgegeben
Anfangsbedingung u(xz,0) = g(x) und d,, die entsprechenden
Koeffizienten von u:(x,0) = h(x).
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Kapitel 8: Numerische Losung partieller Differentialgleichungen
Zur numerischen Losung gibt es drei klassische Ansatze:

1) Finite-Differenzen
Approximation auf regularen (strukturierten) Gittern, einfache
Geometrien, haufig eindimensional im Ort, alle Typen

2) Finite—Volumen
Mehrdimensionale Probleme auf unstrukturierten Gittern, vor allem
hyperbolische Gleichungen

3) Finite—Elemente
Mehrdimensionale Probleme auf unstrukturierten Gittern, komplizierte Geo-
metrien, vor allem elliptische Gleichungen

Wir beschranken uns auf die Darstellung von Finiten-Differenzen— und Finite—
Element-Methoden.
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8.1 Die Methode der Finiten-Differenzen

Wir beschranken uns auf eindimensionale Probleme und die folgenden
Anfangs— und Anfangsrandwertprobleme

1) Cauchy—Probleme fir skalare Erhaltungsgleichungen, also

ut + f(u)z =0 InR x (0, 00)
U = ugQ auf R x {t = 0}

2) Randwertprobleme flr die Poissongleichung, also

—uzy = f(x)  0<x<1,0<t<T
{u(O) = u(l)=0

3) Anfangsrandwertprobleme fiir die Warmeleitungsgleichung, also

(up —uze = f(x,t)  0<z<l1,0<t<T
¢ u(x,0) = g(x) . 0<x<1
| u(0,t) = w(1l,t)=0 : 0<¢t<T
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Idee bei Finiten—Differenzen:
Approximiere die exakte Losung nur an diskreten Punkten (dem Gitter):
u(CCZ',t]') ~/ U(a:i,tj) = UZJ
mit den diskreten Punkten
x; . =1t-h, 1€ Z, th:j-k, ] € Z

und den Orts— und Zeitschrittweiten ~ und k. Die Indexmengen Z,; und Z; sind
dabei endliche oder unendliche Teilmengen von Z.

Beispiel: Fuir die Warmeleitungsgleichung auf [0, 1] x [0, T'] setzen wir
x; ‘= 1-h, 1=0,...,n
t; = 7k, 7=0,...,m

mit den Orts— und Zeitschrittweiten

1 T
h .= —, k.= —
n m
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Zur Berechnung der diskreten Werte U,L-j benodtigen wir die
Approximation von Ableitungen:

Beispiel:
Wir approximieren die Ableitung uz(x,t) an der Stelle (z,t) = (z;,t;):

1) Zentrale Differenzen

Ul —U?
~ _i+1 1—1
ug (i, tj) ~ 57
2) Vorwartsdifferenz
Ul Ul
1
uz (x4, t5) ~ H—h '
3) Ruckwartsdifferenz
Ul — U?
ug (T, t5) = — ; =1
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Approximationsgute von Finiten-Differenzen

Sei u(x,t) eine hinreichend oft differenzierbare Funktion und (x;,t;) ein
fester Punkt eines Gitters mit Orts— und Zeitschrittweite h und k.

Mittels einer Taylorentwicklung um (z;,t;) erhalten wir

w(@iy1,t5) = wl@g, t) + uali, ty) (w41 — ) +

-~

=h

1 1
E’fox(ﬂ% tj) \(xz'—|—1 - wz)%+guxxx(wza tj) \(xi—l-l - xz)3j_|_ e
—12 —13

u(zi—1,t;) = u(wj,ty) +ua(zg, ty) (-1 — 2;) +

~~

=—h

1 1
5“3333(5’31'7 tj) (zi—1 — xi)%"‘guﬂ:xm’(mia tj) (zi—1 — )2+ ...

—12 —_h3
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Wir erhalten damit

1) bei Zentralen Differenzen

u(zi41,t5) —u(wi—1,t;)
2h

= Approximation zweiter Ordnung in h.

ux (x4, t5) — = O(h?)

2) bei Vorwartsdifferenzen

u(ziq1,t5) — ulx;, t;)
h

= Approximation erster Ordnung in h.

ug (T4, t5) — = O(h)

3) bei Ruckwartsdifferenzen

u(x;, t;) — ul(zi—1,t;)
h

= Approximation erster Ordnung in h.

= O(h)

uz (x4, t5) —
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Finite—Differenzen fur skalare Erhaltungsgleichungen
Wir betrachten das Cauchy—Problem

ut + f(u)z =0 inR x (0, 00)

U = ug auf R x {t = 0}
Mit den Notationen von oben ist ein numerisches Verfahren mit
Hilfe von Finiten—Differenzen gegeben durch

k

11 . .
Uit =U! - (£ - 1))
mit den Anfangsbedingungen
CIZZ—|—h/2
0 1
U = - / ug(x) dx
x@-—h/2

Also: Zentrale Differenz im Ort, Vorwartsdifferenz in der Zeit.
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Beispiel: Wir betrachten das Problem

ut +uuy =0 iNnR x (0, 0)
u = ug auf R x {t = 0}

mit

1 : <0
uo(@) = -1 : >0

Die Anfangsbedingung ist gleichzeitig die Losung flrt > O !

J )2 N2
gitl ik ((UH—I) _(Ui?l))
(/]

i 2p D D
1 : 2<0
UZ-O = O : +=0
—1 : 2>0

Fazit: Funktioniert nicht, Verfahren ist instabil

163



Beispiel: Wir betrachten die lineare Advektionsgleichung
{ ut +uz =0 InR x (0,00)
U = ug auf R x {t = 0}
Zentrale Differenzen im Ort:
Uit =uj - Q—kh (Uij—l—l
Funktioniert selbst bei einer linearen Gleichung nicht!

vl

Upwind-Verfahren: funktioniert unter der CFL-Bedingung k/h < 1

vt = vl - (vf - Ul y)

Lax—Friedrichs—Verfahren: funktioniert wie das Upwind—Verfahren

J J
il — Uipr T U1k (Uj

vl
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Finite—Differenzen flr die Poissongleichung
Wir betrachten jetzt Randwertprobleme fur die Poissongleichung, also
—uzr = f(x)  0<z<1,0<t<T
w(0) = uw(1l)=0
Zunachst bendtigen wir eine Approximation der zweiten Ableitung:
Ui4+1 —2U; +U; 1
h2
Damit erhalten wir die diskreten Gleichungen
Uig1 —2U; + U1
h2

—F, i=1,...,n—1
mit h = 1/n und
F= f(x;), Ug=Un=0
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Setzen wir
x=(Ug,...,Up-1)",  b=(F,...,F1)’
so erhalten wir das lineare Gleichungssystem
A-x=Db

mit der Koeffizientenmatrix
! \
-1 2 -1

-1 2

\ P

Fazit:

Die numerische Losung der Poissongleichung reduziert sich auf ein lineares Glei-
chungssystem fur die Unbekannten U+, ...,U,,_1.
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Finite—Differenzen flr die Warmeleitungsgleichung

Zur numerischen von Anfangsrandwertproblemen der Form

¢ u(x,0) = g(x) . 0<z<1
| u(0,t) = wuw(1l,t)=0 : 0<¢t<T

mussen wir Diskretisierungen fur die zweite Ableitung u,, mit einer Differenzen-
approximation flr die Zeitableitung u; kombinieren:

1) Setzen wir eine Vorwartsdifferenz an, also

pitl i
u(z;,t;) = — . :

so erhalten wir das explizite Verfahren

+1 _ g ko iyl
Ui] _ Ui] + ﬁ(Ui—l—l o 2Ui + Uz’—l)
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2) Mit der Rickwartsdifferenz

Ul i1
u(zi, t;) = — . :

erhalten wir das implizite Verfahren

+1 _ gy kit i1 gt
Uz'] _ Uij + ﬁ(Uz’—l—l B 2Ui + Uz’—l )

Fazit: Zur Berechnung der Losung zur Zeit t; 11 mul3 ein lineares
Gleichungssystem gelost werden!

3) Eine Konvexkombination beider Verfahren liefert die 6—Methode

Ut = U+ S0 - 20T+ U
+(1 - 0)(Uj, —2U] +U;_)]

Im Fall 6 = % erhalt man das Crank—Nicholson-Verfahren.
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Bemerkungen:

1)

Das explizite Verfahren funktioniert nur unter der Bedingung:
k1
h2 — 2
Man nennt diese Bedingung eine Stabilitatsbedingung.
Verdoppelt man also die Zahl der Gitterpunkte im Ort, muf3 man
entsprechend mit einem vierfach kleineren Zeitschritt arbeiten.

Das implizite Verfahren ist fur alle Werte von k und h stabil.

Zur Berechnung der Losung muf3 man allerdings in jedem Zeitschritt ein li-
neares Gleichungssystem losen.

Bei Verfahren sind erster Ordnung in der Zeit und zweiter Ordnung im Ort,
d.h. flr den Fehler e(T") zwischen der exakten und der numerischen Losung
zu einer festen Zeit T' > 0O qilt:

e(T) = O(k) + O(h?)
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Bemerkungen: (Fortsetzung)
4) Die Stabilititsbedingung fir die 6—Methode fir 0 < 6 < % lautet

k
5 <o (1—29) 1

Fur 0 > 1 ist die 6—Methode stets stabil.

5) Das Verfahren von Crank—Nicholson ist zweiter Ordnung in Ort und Zeit, d.h.
es qilt
e(T) = O(k*) + O(h?)
FUr keinen anderen Wert von 6 qilt ein entsprechendes Resultat.

Daher ist das Verfahren von Crank—Nicholson ein spezielles Verfahren far
die Warmeleitungsgleichung und wird haufig bei numerischen
Berechnungen verwendet.
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8.1 Die Methode der Finiten—Elemente

Wir beschranken uns auf das eindimensionale Randwertproblem:

_g (k(x)d_“) = f(z), O<z<l, k(z)>0

w(0) = u() =0
FE—Methoden basieren auf drei grundlegenden Ideen:

1) Man reformuliert das gegebene Problem in einer schwachen Form oder
auch Variationsformulierung. Dadurch reduziert sich das Problem auf un-
endlich viele algebraische Gleichungen in einem Vektorraum, dessen Ele-
mente bereits die vorgegebenen Randwerte erflllen.

2) Die Galerkin Methode reduziert das Problem auf Gleichungen in einem
endlich—dimensionalen Finite—Element—Raum, der eine endliche Zahl von
Basiselementen besitzt.
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3) Als Basis des endlich—dimensionalen FE—Raums wahlt man
stuckweise Polynome und erhalt damit ein lineares Gleichungssystem
mit einer dinn besetzten Koeffizientenmatrix.

Die schwache Form des Randwertproblems

Sei V' gegeben durch
V ={vec?0,l] : v(0)=wv(l) =0}

Wir multiplizieren nun die gegebene Poissongleichung mit einer Funktion
v € V und integrieren tber den Ortsraum [0, []:

l d du :
_ O/ = (k@) (@) do = O/ f(@)v() da

Mittels partieller Integration erhalten wir

[ [
/k(x)j—u(m)i—v(w) do = /f(m)v(a:) da
0] 0]

X
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Da v € V eine beliebige Funktion ist, lautet die schwache Form:
Finde ein u € V, sodass die Beziehung

u

l l
d dv
O/k(:z:)d—(a:);(a:) dit =O/f(as)v(:c) dit

T

far alle v € V erfullt ist.
Man kann nun zeigen:
Erfullt w € V die Differentialgleichung

d du

k()= ) =

= (k@%E) = 1@,

so erfullt « auch die schwache Form von oben, und wichtiger, es qilt

ebenfalls die Umkehrung.
Fazit: Beide Darstellungen sind also aquivalent.
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Die Galerkin—Methode
Definieren wir

u

l
a(u,v) = /k(x)j—(x)i—”(x) du
0]

I

so ist a(-,-) eine symmetrische Bilinearform, die ein inneres Produkt im Vek-
torraum V darstellt.

Mit Hilfe der Bilinearform a(-, -) und dem Skalarprodukt

l
(f,0) = [ f(@) v(@) da
0

lait sich die schwache Form folgendermaf3en schreiben:

finde ein u € V, sodass a(u,v) = (f,v) fUralle v € V gilt
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Die Idee der Galerkinmethode ist nun den Vektorraum V' durch einen endlich—
dimensionalen Raum V,,, den sogenannten Finite—Element—Raum, zu approxi-
mieren und dort folgendes Problem zu l0sen:

finde ein vy, € Vi, sodass a(vn,v) = (f,v) fUr alle v € V,, qilt

Dieses Problem |ait sich auf ein lineares Gleichungssystem reduzieren:

Sei {$,...,Dy} eine Basis von V;,. Dann besitzt die Losung vy, die
Darstellung

n
vn = ) ujP;
i=1

Setzen wir dies in die schwache Form ein, so gilt:

n
a(Zu]CDJ,CDZ):(f,CDZ), i=l,...,n
j=1
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Aufgrund der Bilinearitat von a(-, -) folgt

n

J=1
Setzenwirfiri=1,...,n

a;; = a(P;, ®;), fi = (f, P;),
so ergibt sich das lineare Gleichungssystem
A-u=ft
mit der Steifigkeitsmatrix A und dem Losungsvektor
u= (ug,...,un)’

mit den zu bestimmenden Koeffizienten w1, ..., un.

, N
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Approximation der stuckweise Polynome
Zur Konstruktion von FE-Raumen machen wir folgende Voriberlegungen:

1) Am besten waren FE—Raume V,,, flr die man eine Orthogonalbasis

aufstellen kann. Dann ware die Steifigkeitsmatrix eine Diagonalmatrix.
Dies ist aber im Allgemeinen nicht moglich.

2) Findet man keine Orthogonalbasis, so sollten Steifigkeitsmatrix und die rech-
te Seite einfach zu berechnen sein.

3) Die Basis von Vj, sollte fast orthogonal sein, denn dann ware die
Steifigkeitsmatrix nahe bei einer Diagonalmatrix und damit
dunn besetzt.

4) Die exakte Losung u des Problems sollte moglichst gut durch ein
Element aus V;, approximiert werden kdnnen und im Grenzwert
n — oo Sollte die Approximation beliebig gut werden.

Daher: Approximation durch stiickweise Polynome, zum Beispiel durch eine
stickweise lineare Funktion.
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