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Aufgabe 1:

Lösen Sie die Anfangswertaufgabe{
exut + 4uux = 0 x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = ex x ≥ 0

Hinweis : verwenden Sie die Substitution y = ex .

Aufgabe 2:

a) Gegeben sei die Aufgabe{
ut + u · ux = 0 x ∈ R , t > 0

u(x, 0) = u0(x) x ∈ R

mit einer differenzierbaren Funktion u0 . Es gelte

u′
0(xm) := min {u′

0(x) : x ∈ R } < 0 .

Zeigen Sie, dass die Lösung höchstens für

t ∈
[
0,

−1

u′
0(xm)

]
eindeutig sein kann.

b) Zeichnen Sie die Charakteristiken für die Burgersgleichung ut + uux = 0 versehen mit
den Anfangswerten

(i)

u(x, 0) =


0 x < 0

1 0 ≤ x ≤ 1

2 1 < x

(ii)

u(x, 0) =


2 x < 0

1 0 ≤ x ≤ 2

0 2 < x .

Welche Probleme ergeben sich?
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Aufgabe 3:

Wir untersuchen noch einmal das einfache Verkehrsflussmodell aus Blatt 1 mit den dort
eingeführten Bezeichnungen:

u(x, t) = Dichte der Fahrzeuge (Fahrzeuge/Längeneinheit) im Punkt x zum Zeitpunkt t ,

v(x, t) = Geschwindigkeit im Punkt x zum Zeitpunkt t ,

q(x, t) = Fluß = Anzahl Fahrzeuge die x zum Zeitpunkt pro Zeiteinheit t passieren.

Wir führen zusätzlich ein:

umax = maximale Dichte der Fahrzeuge (Stoßstange an Stoßstange),

vmax = maximale Geschwindigkeit

und verwenden den Ansatz: v(u(x, t)) = vmax

(
1− u(x, t)

umax

)
.

a) Stellen Sie die Kontinuitätsgleichung ( ut + qx = 0 ) auf.

b) Zeigen Sie, dass die Charakteristiken wieder Geraden sind, und bestimmen Sie deren
Steigungen.

c) Skizzieren Sie die Charakteristiken für vmax = 1 und

u(x, 0) =

{
ul = umax /2 x < 0

ur = umax x > 0 (rote Ampel/ Stau etc.)

bzw.

u(x, 0) =


ul = umax x < 0

u0(x) = umax (1− x
2
) 0 ≤ x < 1

ur = umax /2 1 ≤ x .

Aufgabe 4:

a) Zeigen Sie, dass die Funktion ũ(x, t) =
1

2c

∫ t

0

∫ x−c(τ−t)

x+c(τ−t)

h(ω, τ) dωdτ

die inhomogene Anfangswertaufgabe

ũtt − c2ũxx = h(x, t) ũ(x, 0) = ũt(x, 0) = 0· löst.

b) Berechnen Sie eine Lösung der Anfangswertaufgabe

utt − 4uxx = −4x, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = 1, x ∈ R,

ut(x, 0) = cos(x), x ∈ R

und bestätigen Sie die Lösung durch Einsetzen in die Anfangswertaufgabe. Hinweis:
Man bestimmt eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung mit ho-
mogenen Anfangswerten, löst die homogene Differentialgleichung mit den inhomogenen
Anfangswerten und verwendet das Superpositionsprinzip.
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