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Aufgabe 1:

a) Rotationsinvarianz der Laplacegleichung : Sei u eine Lösung der Laplacegleichung und
S eine orthogonale Matrix. Zeigen Sie, dass dann auch

v(y) := u(Sy) mit x = Sy ∈ Rn

die Laplacegleichung löst.

b) Sei u eine harmonische Funktion auf R2 , mit

uxx + uyy = 0 für x2 + y2 < 4,

u(x, y) =
x + y

4
für x2 + y2 = 4.

Bestimmen Sie den Wert von u im Ursprung.

c) Sei u eine Lösung der Wärmeleitungsgleichung

ut = uxx, x ∈ R, t > 0

Zeigen Sie , dass dann auch v(x, t) := u(cx, c2t) für beliebiges c ∈ R eine Lösung der
Wärmeleitungsgleichung ist.

Aufgabe 2:

a) Lösen Sie die Anfangswertaufgabe

utt = uxx, auf R2 ,

u(x, 0) = 2 sin(4πx) x ∈ R ,

ut(x, 0) = cos(πx) x ∈ R .

b) Gegeben sei die Aufgabe

utt = 9uxx, für x ∈ R, t > 0 ,

u(x, 0) = f(x) =

{
2 −1 ≤ x ≤ 1 ,

0 sonst,

ut(x, 0) = 0.

Skizzieren Sie die Lösungen für t = 0, 1
6
, 1

3
, 2

3
, 1 .
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Aufgabe 3: Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

12uxx + 7uxy − 12uyy = 0 für x, y ∈ R,

u(x, y) = sin(y) für x = 7y, y ∈ R,

7uy(x, y)− ux(x, y) = 0 für x = 7y, y ∈ R.

a) Transformieren Sie die Differentialgleichung auf Normalform und bestimmen Sie den
Typ der Differentialgleichung.

b) Lösen Sie die transformierte Gleichung mit den dazugehörigen Anfangswerten.

c) Geben Sie die Lösung in den ursprünglichen Koordinaten ( x und y an).

Aufgabe 4:

a) Bestimmen Sie alle Rotationssymmetrischen Lösungen der folgenden Randwertaufgabe

∆(u) = − 1√
x2 + y2

für 1 < x2 + y2 < 9,

u(x, y) = 1 auf x2 + y2 = 1,

u(x, y) = 2 auf x2 + y2 = 9.

Hinweis: Vorlesung Folie 66 ff.

b) Bestimmen Sie eine Lösung der folgenden Aufgabe

∆(u) = 0 für 0 ≤ x2 + y2 ≤ 9,

u(x, y) =
x

9
(x− y) auf x2 + y2 = 9 .

Hinweise: Verwenden Sie Polarkoordinaten und einen geeigneten Produktansatz! Die
Lösung ist NICHT rotationssymmetrisch!

cos(2φ) = 2 cos2(φ)− 1, sin(2φ) = 2 sin(φ) cos(φ) .
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