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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Definition (gewohnliche DGL)

Eine gewéhnliche Differentialgleichung (kurz GDG oder gewéhnliche DGL)
ist eine Gleichung mit Ableitungen bis Ordnung m > 1 in impliziter Form

F(t,u(t), o' (t),u"(t),...,ul™(t)) =0

oder alternativ in nach u'™) aufgeléster expliziter Form
ul™(t) = f(t,ut), o' (1), v (), .., ulm V()

fiir eine gesuchte Funktion uw: I — R™ einer Variablen t € I C R.
Gilt die Gleichung fiir alle! t € I, so heiBt u eine Losung der DGL auf I.

Dagegen: mehrere Variable ~~ DGL Il, partielle DGL.
Achtung: Anstelle Benennung u(t) auch x(t), y(t) oder y(z) tblich!

T Intervall oder zumindest ohne Einzelpunkte; in Randpunkten mit einseitiger Ableitung.
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Bezeichnungen bei gewohnlichen DGL

Funktionale Kurznotation fiir vorige DGL:

F(- u . ul™)

0] bzw. ul™ = f( U, ula UH, ceey U(m_l)) .

Bezeichnungen:
m: Ordnung der DGL (wenn u(™) wirklich vorkommt),
n: Anzahl (Komponenten-)Funktionen (von u: I — R™),
N: Anzahl (Komponenten-)Gleichungen (von DGL mit ,=" in RY),

F, f: gegebene Strukturfunktion der DGL
(Funktion von Def'bereich in Rx (R™)1*™ bzw. Rx (R™)™ nach RY).

Ab jetzt meist nur N =n (da DGL mit N # n iiber- bzw. unterbestimmt).
N =n = 1: skalare DGL fiir eine Funktion,
N =n > 2: DGL-System fiir mehrere Funktionen.
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Erste Beispiele fiir gewohnliche DGL

Allzu einfache Beispiele (mit N = n beliebig):

° hat Ordnung m = 1.

Alle Losungen: konstante Funktionen u(t) = C' mit C € R".

° hat Ordnung m = 2.

Alle Losungen: affine Funktionen u(t) = Cit 4+ Cy mit Cp, Cq € R™.

Erste ,,echte” Beispiele (weiter N = n beliebig):

° hat Ordnung m = 1.

Naheliegende Lésungen: u(t) = Ce! mit C' € R™.

° mit Parameter A\ € R hat Ordnung m = 1.

Naheliegende Lésungen: u(t) = Ce mit C € R™.

° hat Ordnung m = 2.

Naheliegende Losungen: u(t) = Cy sin(t) + Ca cos(t) mit Cp,Cy € R™.

(Demnéchst: Auch hier sind die naheliegenden Lésungen schon alle.)
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Mehr Beispiele fiir gewohnliche DGL

Weitere Beispiele:

o | (u')? = u/|ist eine skalare DGL erster Ordnung (d.h. m=N=n=1).
Naheliegende Lésungen: u(t) = 1(t — t9)? mit to € R und u = 0.
(Hier noch nicht alle Lésungen!)

3 2
uy =t +uy +uy, . u) 3 +ug +ud) |
°| 5 oder dquivalent ;= 9 ist
Uy = tuUU Ug tuug

ein System von 2 Gleichungen erster Ordnung fiir eine R?-wertige

Funktion v = (Zl> (dh.m=1, N =n=2).
2

Faustregel (bei N = n und expliziter Form): Losung mit m-n Konstanten.

Nebenbemerkung: I.A. keine solche Regel bei impliziter Form, denn z.B.:
@ 3% =0 (skalar): gar keine Lésung (da 3¢ # 0 fiir alle y € R),
@ v/ (2—u') =0 (skalar): u(t) = C und u(t) = 2t + C , zu viele" Lsungen.
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Anfangsbedingungen und Randbedingungen

@ Bestimmung der mn Konstanten aus mn zusatzlichen Bedingungen,
typisch auf Intervall I sind entweder Anfangsbedingungen (ABen)

u(to) = yo, v (to) = y1, v (to) = v2, - , u™ V(o) = ym_1

an gegebener Stelle ty € I mit gegebenen yo,y1,...,Ym—-1 € R™ oder
im Fall I = [t1,t2] Randbedingungen (RBen)

r(u(t1),u(t2)) =0

mit gegebener Funktionen 7: R xR"™ — R™".

@ Eine DGL samt gegebenen ABen oder RBen bezeichnet man als
Anfangswertaufgabe/Anfangswertproblem (AWP) bzw.
Randwertaufgabe/Randwertproblem (RWP).

@ |.A. haben nur AWPe/RWPe (nicht DGL allein) eine eindeutige Losung.
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Weitere Bezeichnungen bei gewohnlichen DGL

Mehr Terminologie:

@ Bei autonomen DGL geht ¢ nicht allein/explizit ein, sondern nur tber
w(t), v (t),...,ul™(t), d.h. sie haben die etwas speziellere Form

FO(u(t)v u,(t)v s 7u(m)(t)) =0.
o Lineare DGL hiangen affin (linear) von u(t),u(t),...,u™)(t) ab, d.h.
sie haben die Form
A (O)u™ () + ...+ As(t)u” (t) + A1 (t)u/ () + Ao(t)u(t) = b(t)

mit Koeffizienten(funktionen)* A; und Inhomogenitit b bzw. abgekiirzt

Z:;O Apu® () = b(t).

Eine lineare DGL mit konstanten Koeffizienten hat lauter konstante Ay.
Im Fall b = 0 heiBt eine lineare DGL homogen, sonst inhomogen.

TA, (t) €R oder Ay (t) e R"™™ (skalare oder Matrix-Koeffizienten), jedenfalls b(¢) € R™.

Thomas Schmidt (FB Math, UHH) DGL | fiir Ingenieure TUHH, WiSe 23/24 9/110



Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Skalare lineare DGL 1ter Ordnung; homogener Fall

Satz

Sind I Intervall, a: I — R stetig, A Stammfunktion zu a (d.h. A" = a), so
sind die Losungen der skalaren DGL

u'(t) = a(t)u(t) bzw. v = au
auf I genau die Funktionen u der Form

u(t) = Ce® bzw. u = Ce” mit Konstante C' € R..

Beweis/Nachrechnen:
o u(t) = CeAl) s /(1) = A'(t)CeAD) = a(t)CeA®) = a(t)u(t) ~ u Lsg.
o ulsg. ~ (e M) =e M —e AU =e"Au — au) )

v e Ay = C o ou = Ce O
Folgerung: Losungsformel fiir zugehoriges AWP mit AB u(ty) = yo:
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Anwendung auf Beispiele; homogener Fall

Anwendungen von Satz und AWP-Lésungsformel u(t) = yoed(®)—A(to).

Satz — Ce)\t

° e a= A, A(t) = At ~5 Losungen u(t)

(Hatten wir schon, aber jetzt gezeigt, dass dies alle Lésungen.)

o | AWP zu v/(t) = 2u(t) mit AB u(1) =5

P o) =3 Al =2t to= 1w =

Lé')sun\giformel Lésung u(t) _ 5€A(t)—A(1) — 5621nt — 5t2.

(Stimmt so z.B. auf Intervall (0,00), wo 2 definiert mit Stammfunktion 2Int.)
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Skalare lineare DGL 1ter Ordnung; inhomogener Fall

Satz

Sind I Intervall, a,b: I — R stetig mit Stammfunktionen A zu a, B* zu

e~ b, so sind die Lésungen der skalaren DGL
W =au+b
auf I genau die Funktionen u der Form

u=e(B* +C) mit Konstante C € R.

Beweis/Nachrechnen 3hnlich wie zuvor!
Folgerung: Losungsformel fiir zugehoriges AWP mit AB u(ty) = yo:

u(t) = AO[B*(t) — B*(to) + yoe 1]

t
HD! A1) { / e~ ADp(5) ds + yoe~Alt)
to
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Anwendung auf Beispiel; inhomogener Fall

Anwendung AWP-Lésungsformel u(t) = e[ tZe*A(S)b(s)ds + ye~ At

lese ab
Y

o |AWP zu v/(t) = 2u(t)+tInt mit AB u(l) =5
Dann mit Losungsformel (a, A, to, yo wie vorher):

u(t):e2lnt[ fe—2lnssln8d5+5] :tQ[fltthst_’_S]

=t*[3(Int)? — 1(In1)? + 5] = 3t3(Int)? + 5¢2.

b(t) =tlnt.

(Stimmt wieder auf Intervall (0, c0).)
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Beispiel: DGL des Pendels

Die DGL des einfachen Fadenpendels ist die skalare nicht-lineare DGL
¢"(t) = —(g/L)sin(p(t))
mit @ (t): Auslenkungswinkel zur Zeit ¢, g\l/

e ¢: Fallbeschleunigung (konstant > 0),
e L: Fadenlange (konstant > 0).

Herleitung: tang. Kraft: mgsin(y), tang. Beschl.: Ly”
~ Bewegungsgleichung mLy"” = —mgsin(p).

Die linearisierte Pendelgleichung (vgl. harmon. Oszillator) ist die skalare DGL

"(t) = —(9/L)p(t)
(Naherung an Voriges fiir kleine Auslenkungen ¢, da dann sin(p) =~ ¢).
Alle Loésungen: ¢(t) = C sin(wt)+Cs cos(wt) mit w := /g/L, C; € R.
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Beispiel: allgemeine Bewegungsgleichungen

Bewegungsgleichungen fiir (punktférmiges) Teilchen der Masse m > 0:
ma"(t) = F(t,&(t), 7 (t))

ist System von 3 DGL fiir Positionsvektor #: I — R (hier einmal Pfeile
iiber allen 3d Vektoren). Die auf das Teilchen wirkende Kraft F' ist z.B.:

@ Schwerkraft ﬁgrav(t ¥, V) = —m g &s mit Fallbeschleunigung g,

o Lorentzkraft Fio(t,Z,7) = q E(t, %) + q ¥ x B(t, Z) mit Ladung ¢ und
zeit- und p05|t|onsabhang|gem elektrischem Feld E und Magnetfeld B,

o Luftwiderstand (ohne Wind; nicht punktférm.) Fiw (¢, Z,7) = —Crw|7|7
mit Crw abhdngig von Querschnitt, LWbeiwert Teilchen und Luftdichte
oder auch die Summe mehrerer solcher Terme.

Mit Blick auf solche DGL-Systeme nennt man Losungen auch Trajektorien.
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Beispiel: DGL des Regelkreisglieds

DGL fiir einfaches Regelkreisglied (Ordnung 1, skalar, linear, inhomogen)
y'(t) = =Ay(t) + dw(t)

fiir AusgangsgroBe y bei gegebener EingangsgroBe w und Konstante .

w
Herleitung (mit d Dampfungs- und k Federkonstante): %
@ Dampfungskraft —dy/,
@ Federkraft k(w—y) (Hooke mit w = y Ruheposition),
o Kraftbilanz —dy’ + k(w—y) = 0 gibt DGL mit A = & %y

Lésung mit AB y(to) = yo (Spezialfall schon gesehener Losungsformel):

¢
y(t) = yoe Mt—t) 4 )\/ A D (s)ds .

to
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Beispiel: DGL des elektrischen Schwingkreises

DGL des elektrischen Schwingkreises (Ordnung 2, skalar, linear, inhomogen)
LI"(t)+ RI'(t) + &1(t) = U'(t) L

fir die Stromstarke I, wobei gegeben:
@ Induktivitat L, Widerstand R, Kapazitat C' (konst.),
@ angelegte Spannung U.

Herleitung:
@ Ohmsches Gesetz: Ur = RI,
@ Kondensatorladestrom: I = CU{,,
@ Spulenspannung: Uy, = LI, _
o Kirchhoffsche Regel Uy, + Uy + Uc = U **°" DGL.

Demnéchst: Lésungen sind gedampfte Schwingungen.
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Kapitel 1: Grundlagen, Terminologie, Beispiele

Randbemerkung: Prinzip der Reduktion auf Ordnung 1

Eine gewodhnliche DGL beliebiger Ordnung m

F(- ud,. .., u™ D wmMy=0 fir u: I — R"
kann rein formal immer als System der Ordnung 1
uy = up , up
’LLll = Uy, Z;
: fir : I — (R™)™
u:n—Q = Um—1, Um-—2
F(- ug,upy U1, 1) =0 Uy 1

aufgefasst werden. Niitzt fiir Theorie, fiirs praktische Rechnen weniger!

=1

Beispiel: LI” + RI' + L1 =U’ entspricht )
P C P LI+ RI + 21 = U’
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL

Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL

Erste Losungsformeln fiir /ineare DGL waren im vorigen Kapitel. lhre
allgemeine Behandlung folgt demnachst. Dagegen gibt es fiir nicht-lineare
DGL kein allgemeines Vorgehen, das immer funktioniert. Man kann nur
Verschiedenes probieren. Unter den moglichen Vorgehensweisen behandelt
dieses Kapitel fiir nicht-lineare DGL erster Ordnung die Methoden

@ Separation der Variablen,

@ Variablentransformationen (insb. Bernoullische und Riccatische DGL),

o exakte DGL
sowie einige spezielle Fille von nicht-linearen DGL zweiter Ordnung.
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.1 Separation der Variablen

2.1 Separation der Variablen

Prinzip (DGL mit separierten Variablen)
Seien I, J Intervalle, g: J — R, h: I — R stetig mit Stammfunktionen G, H.
Dann ist fiir differenzierbare w: I — J die skalare DGL

g(u(t))u'(t) = h(t) bzw. gu)u' = h

auf I durch Stammfunktionsbildung dquivalent zur Gleichung

Gu(t)=H({t)+C mit Integrationskonstante C' € R..

Beweis: LG(u(t)) = G'(u(t))u'(t) = g(u(t))u'(t) und H'(t) = h(t). O

@ Reduktion der DGL auf eine Gleichung ohne Ableitungen, die dann nach w(t)
aufgelost werden kann. (Formal: Hat g keine Nullstelle, so sind die Lésungen
u(t) = G=Y(H(t) + C) mit der differenzierbaren Umkehrfunktion G~=! zu G.)

@ Berechnung Stammfunktionen G, H und Aufldsen aber eventuell aufwandig!
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.1 Separation der Variablen

Separation der Variablen

Separation der Variablen: Wenn Form g(u)u’ = h nicht direkt vorliegt,
versuche sie durch Umformen herzustellen (alle u bzw. w(t) nach links zu
u’, alle einzelnen ¢ nach rechts). Geht manchmal, nicht immer!

Beispiele:
o |u = 5—2 Umformen o/ = ¢2
U
Stfktn. Aufls
ST ut)? =384+ 0 T () = £ /i3 + C.

Umf /

o [u =u(u—1)[ """ s =1
Stfktn

Auflosen oy—1
\1—W\—t+C u(t) = (1 £etC)
Benutzt (Nebenrechnung!): m hat Stammfunktion In [1—21|.
Achtung! Initiale Division durch u(u—1) nur fiir 0 # u # 1 erlaubt.
Probe zeigt, dass u = 0 und u = 1 tatsachlich weitere Losungen.

(Alle Lésungen auBer u = 0 auch darstellbar als u(t) = (1 + Cet)_l.)
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.1 Separation der Variablen

Anwendungsbeispiel: exponentielles Populationsmodell

Einfachstes Populationsmodell: Ansatz des Zuwachses p’(t) proportional zu
Bevolkerung/Bestand p(t) zu jeder Zeit ¢ € R gibt schon bekanntes AWP

p=2Ap, p(to) = po

mit: @ Zuwachsrate A € R (gleich Geburtenrate minus Sterberate),
@ Startbestand pg € R zum Startzeitpunkt ty € R, real nur pg > 0.

Die schon bestimmten Lésungen

p(t) = ppert=to)

zeigen fiir A > 0 exponentielles Wachstum, fiir A < 0 exponentiellen Abfall.

Modell spiegelt begrenzte Kapazitat (z.B. in Habitat) aber nicht wieder, da
limy_,o0 p(t) = oo fiir A > 0 ~» zumindest {iber langere Zeiten unrealistisch!
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.1 Separation der Variablen

Anwendungsbeispiel: logistisches Populationsmodell

Leicht verfeinertes Populationsmodell mit Maximalkapazitat M > pg > O:

p'=Ap(M-p), p(to) = po-
Losung mit Separation der Variablen (fir M =1, A = —1 schon gesehen):
Umformen Stfktn 1 .
S = A 2% = A(t—to) + nC mit C >0

Auflésen CeMA(t— to)
~p(t) = MCGJVIA(t )11

Hierbei benutzt (Nebenrechnung!): (1b+) hat Stammfunktion 7 In 77%—.
Aus pg = p(ty) = Mcil bestimme noch C' = 71? bekomme Losung
p(t) = MA mit Abkiirzung pe(t) = poe 1)
pe(t) + M—po

Fiir A\ > 0 bekannt als logistisches Wachstum mit insb. lim; o, p(t) = M.
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.2 Variablentransformationen

2.2 Variablentransformationen

Gelegentlich kénnen DGL durch Variablentransformationen/Substitutionen
vereinfacht und dann geldst werden. Die zwei Grundtypen sind:
@ Substitution abhingige Variable (neue Funktion y ersetzt u):
y(t) = Y(u(t)) und etwas allgemeiner y(t) = Yi(u(t)),
@ Substitution unabhéngige Variable (neue , Zeit" s ersetzt ¢):
t =T(s), u(s) = u(T(s))
mit diff'bar umkehrbaren Abbildungen Y, Y;, T (sind im Einzelfall konkrete Terme).

Fiirs Finden von Substitutionen gibt es keine allgemeine Regel. Fiir spezielle
Falle (einige auf nachsten Folien) sind hilfreiche Substitutionen bekannt.

Generell versucht man bei jeder Substitution aber das 3-Schritt-Prinzip:
@ bestimme transformierte DGL mit neuer Variable,
@ [8se mit neuer Variable,
@ transformiere Losung zuriick auf urspriingliche Variable.
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.2 Variablentransformationen

Substitution bei Bernoullischen DGL

Bernoullische DGL sind skalare DGL (i.A. fiir positive u) vom Typ
u'(t) = a(t)u(t) + b(t)u(t)®
mit gegebenen Koeffizientenfunktionen a, b und Parametert oo € R\ {0,1}.
Die Substitution (t) := u(t)' = fiihrt gemiB
y'(1) = (1= a)u(t)™u/(t) = (1 — a)la(t)u(t)' ~ + b(t)]
= (1 = a)la(t)y(t) + b(1)],
auf eine lineare DGL fiir y, fiir die die Losungsformel aus Kapitel 1 greift.

Beispiel: | u/(t) = u(t) + tu(t)?
P 0 =2a=1, b(t) =t, neue DGL: ¢/(t) = —y(t) — t
Lsgsformel

o y(t) =e T (1-t)e! + C] = 1-t 4 Ce™*
RECKY u(t) = y(t) ™ = (1—t + Cet)

fOben a=0und a =1 ausgeschlossen, da in diesen Fillen direkt eine lineare DGL.
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.2 Variablentransformationen

Substitution bei Riccatischen DGL

Riccatische DGL sind skalare DGL vom Typ
u'(t) = a(t)u(t) + b(t)u(t)? + c(t)

mit Koeffizienten a, b, c. Bei gegebener spezieller Ldsung ug (muss man
kennen/raten) fiihrt die Substitution y(¢) := (u(t)—uo(t))f1 gemaiB

Y (t) = m — .= —[a(t) + 2uo(t)b(t)] y(t) — b(2)

auf eine lineare DGL fiir y, fiir die die Losungsformel aus Kapitel 1 greift.

/

Beispiel: | u'(

Iese ab (t) b()
Lsgsformel t) % (

(
Rucktrafo ( ) ( )

t) = 3tu(t) — tu(t)? — 2t mit spezieller Lésung ug = 1
—t, c(t) = —2t, neue DGL: ¢/(t) = —ty(t) + ¢
"+ C)=1+Ce 2"

+up(t) = (1+ Ce_itQ) 41
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.2 Variablentransformationen

Substitution bei Ahnlichkeits-DGL

Ahnlichkeits-DGL sind skalare DGL (auf Intervallen wo ¢ # 0) vom Typ
w = 1(")

t

mit Strukturfunktion f. Die Substitution y(t) = u(t)

=~ fiihrt gemaB
iy = "2 -2 = 2 (M) - 0] = Lo - veo)

auf eine (prinzipiell) mit Separation der Variablen |I6sbare DGL fiir y.

2
Beispiel: |u/(1) = 1+ %0 ¢ (1)

lese ab f(@) =142+ 22, neue DGL: y/(t) = 3[1 + y(t)?]
> Y% y(t) = tan(In|t| + C)
u(t) = ty(t) = ttan(lnft| + C)
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.2 Variablentransformationen

Substitution bei Eulerschen DGL

Eulersche DGL sind skalare, lineare, homogene DGL vom speziellen Typ
amt™u™ () + .+ agt?u” () + artu' () + agu(t) = 0

mit Konstanten a; € R, aber insges. nicht-konstanten Koeffizienten apth.
Man zeigt (auf Intervallen, wo ¢ > 0): Substitution ¢ = €*, u(s) = u(e®)
fihrt auf eine DGL fiir u mit konstanten Koeffizienten, und diese kann
man (prinzipiell) mit Methoden des nichsten Kapitels l6sen.

Beispiel (das jetzt schon geht): |#2u” (t) —l— tu/(t) +u(t) =0
Aus u(s) = u(e®) bekomme erst @'(s) = e*u’(e®), dann mit DGL auch
a"(s) = (e%)%u” (e®) + e*u/(e®) = u(es) —u(s) (neue DGL).

Kap Lod-3 u(s) = Cysin(s) + Cy cos(s)

u(t) =u(Ilnt) = Cysin(Int) + Co cos(Int)

Riicktrafo
LUNY
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.3 Exakte DGL

2.3 Exakte DGL

Prinzip (exakte DGL)

Auf offenem D C R? seien f = W und g = ‘N’ die beiden partiellen
Ableitungen einer C*-Funktion W: D — R der “Variablen (t,x) € D. Dann
heiBt die skalare DGL

ft,u(t) + g(t,u(t)u'(t) =0
exakt' und ist fiir differenzierbare u: I — R mit (t,u(t)) € D auf
Intervallen I durch Stammfunktionsbildung dquivalent zur Gleichung

U(t,u(t)) =C mit Integrationskonstante C' € R..

Beweis: Kettenregel gibt %\I’(t,u(t)) = f(t,u(t)) + g(t,u(t))u'(t). O

@ Wie bei Separation der Variablen: Reduktion der DGL auf eine Gleichung ohne
Ableitungen, die dann eventuell nach u(t) aufgeldst werden kann.

@ Nur wann gibt es zu gegebenen f, g so ein ¥? Wie bestimmt man es? Dazu nun:

YDas Wort , exakt" riihrt von einer analogen Struktur bei Differentialformen her.
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.3 Exakte DGL

Integrabilitatsbedingung fiir 2d-Vektorfelder

Die Bedingungen f = dt und g = 8‘1’ besagen zusammengefasst
(g) =Vv (Vektorfeld ( ) gleich Gradient von \If)

Fiir die Moglichkeit, (5) so zu schreiben, gibt die Analysis Il ein Kriterium:
Definition (Potentialfunktionen)

Eine Potential-/Stammfunktion eines Vektorfelds V: D — R? auf offenem
D c R2 ist eine differenzierbare Funktion V: D — R mit V¥ =V auf D.

Satz (Integrabilitdtsbedingung fiir 2d-Vektorfelder)

Seien D ein einfach zusammenhingendes Gebiet* in R? und V: D — R?
ein Ct-Vektorfeld der Variablen (t,x) € D. Genau dann existiert zu V eine

Potentialfunktion, wenn die Integrabilitidtsbedingung % = % auf D

erfiillt ist.

LEin Gebiet ist eine nicht-leere, offene und zusammenhingende Teilmenge. Ein Gebiet in
R? ist einfach zusammenhingend, wenn es (grob gesprochen) “keine Lécher” aufweist.
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.3 Exakte DGL

Vorgehen zum Losen exakter DGL

3-Schritt-Vorgehen bei gegebener DGL
ftu(t) + g(t,u®)u'(t) =0

(mit f, g definiert auf einfach zusammenhingendem Gebiet D C R?):

@ Priife, ob die Integrabilitdtsbedingung

of Oy "
%(t,x) = a(t,x) fir alle (t,z) € D

gilt. Weiteres nur bei ,,ja" sinnvoll (dann DGL exakt nach vorigem Satz)!
o Integriere [ f(t,z)dt und [ g(¢, ) dz. Erreiche durch Wahl der
Integrationskonstanten ein gemeinsames Ergebnis ¥ (¢, z).
@ Bestimme Losungen w durch Auflésen von U (¢, u(t)) = C nach u(t).

Nebenbemerkung (vgl. Ana 3): Allgemein |&sst sich eine Potentialfunktion ¥
eines Vektorfelds mit erfiillter Integrabilitatsbedingung iiber orientierte
Kurvenintegrale darstellen. Zur konkreten Berechnung reichen aber i.W.
Integrationen nach den einzelnen Variablen (oben nach ¢ und nach x).
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.3 Exakte DGL

Beispiel fiir das Losen einer exakten DGL

Beispiel: Bei |1+ % — 1u/ = 0] l6se wie folgt:

S fta) =1+ 5 gt ) =
Priife Integrabilitatsbedingung: %(t,x} = %, gﬁ (t,x)=% v
Integriere: [ f(t,x)dt =t — ¥ + const(z),

[ g(t,z)dx = —% + const(t)

Konst¥ahl potentialfunktion: U(t,x) =t —7F

Prinzi . .

"' zur DGL squivalente Gleichung: t — @ =C

tasg puf Lésungen: u(t) =t — Ct
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.3 Exakte DGL

Vorgehen bei nicht-exakten DGL, integrierende Faktoren

Ist f(¢,u(t)) + g(t,u(t))u'(t) = 0 nicht exakt, bleibt folgende Mdglichkeit:
@ Prinzip: Suche dquivalente, exakte DGL
Rt () £ (£, u(t) + Bt u@®)glt, u()d' () =0 (%)

mit zu bestimmendem integrierenden Faktor h(t,u(t)) # 0.

e Setze z.B. h(t,x) = p(t), h(t,x) = ¢(x), h(t,z) = p(t+x) oder
h(t,z) = (tx) an. Integrabilitatsbedingung % = % fr (x)
gibt DGL fiir ¢, aus der sich evtl. ¢ und damit h bestimmen lassen.

(Aber: Ob das rechnerisch wirklich weiterhilft, kann man nur probieren.)

@ Nach erfolgreicher Bestimmung von h Vorgehen wie zuvor diskutiert.
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.3 Exakte DGL

Beispiel fiir die Bestimmung eines integrierenden Faktors

Beispiel: Bei | 2t+t24-u + (1+t2+u)u’ = 0| gehe wie folgt vor:

lese 26 fit,o) =2t +t> 4+, gt,z) =1+t>+2
Priife Integrabilitatsbedingung: %(t,x) =1, %(t,x) = 2t ~~ nicht exakt

Ansatz h(t,x) = p(t+x) fiir integrierenden Faktor h

2 (1) (1 @)+ () G (1 @) = @ () g (1, @) + (i) G (1)
e S (t4a)(2t—1) = p(t+a)(2t—1), also ' (s) = o(s)

iy ©(s) = e*, also integrierender Faktor h(t,z) = e!™

dquivalente, exakte DGL: e/ *%(2t + 2 + u) + e T4(1 + 2 + u)u/ =0

wie 28" Potentialfunktion U(t,z) = et (t2+x),
iquivalente Gleichung ¢!+ (#24-u(t)) = C nicht explizit auflésbar
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Kapitel 2: Lésungsmethoden fiir nicht-lineare DGL 2.4 Spezielle DGL zweiter Ordnung

2.4 Spezielle DGL zweiter Ordnung

Einige spezielle Typen nicht-linearer DGL der Ordnung 2 lassen sich durch
Zuriickfiihrung auf Ordnung 1 (prinzipiell) l6sen:

o Typ | F(t,u/(t),u"(t)) = 0| (,kein u(t)"):
Lose als Ordnung-1-DGL fiir v/, dann bestimme w.

u’(t) = g(u(t)) ‘ (explizit, autonom, , kein u/(¢)"):

G
Erhalte & 1u/(£)2 = o/ (t)u/(t) "= glu(t)'(t) = dtG( (t)) mit
Stammfunktion G zu g, l6se Ordnung-1-DGL $u/(t)? = G(u(t))+C

u’'(t) = fo(u(t),u(t)) ‘ (explizit, autonom)'

Mit Substitution y(z) = o/ (v~ (z)) = W erhalte Ordnung-1-
DGL ¢/(x) = % fiir y(z). Lose fiir y, dann bestimme u ™1, u.
(Funktioniert i.W. fiir y ohne Nullstellen bzw. w invertierbar!)
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme

Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme

Dieses Kapitel vertieft die Diskussion von linearen DGL und linearen
DGL-Systemen und behandelt sowohl Aspekte der allgemeinen
mathematischen Theorie als auch weitere rechnerische Losungsverfahren
(iiber den skalaren Erster-Ordnung-Fall mit den friiheren Lésungsformeln hinaus).

Wir arbeiten hierbei (aus Griinden, die bald klar werden) mit Lésungen
w: I — K™, wobei I wie bisher ein Intervallf in R ist, aber nun K als
Platzhalter fiir entweder R oder C (reelle oder komplexe Zahlen) steht.

fLeere Intervalle und Intervalle aus einem einzigen Punkt seien nun stets ausgeschlossen.
Thomas Schmidt (FB Math, UHH) DGL | fiir Ingenieure TUHH, WiSe 23/24 36 /110



LETNSIRCHN BT LETEN DIe T MG EETCADIGIBSVE Il 3.1 Allgemeine Losungstheorie fiir lineare DGL

3.1 Alligemeine Losungstheorie fiir lineare DGL

Wir betrachten fiir m,n € IN ein allgemeines lineares DGL-System

S Au®(n) = bt)

fiir u € C™(I,K™) mit Matrix-Koeffizienten A4;, € C°(I,IK"*") und
Inhomogenitit b € C°(I,K™). Mit dem Differentialoperator

m n 0 n
L£: C™(I,K") — CO(1,K") ZMA’“ )(t)
lauten obiges inhomogene System und das zugehorige homogene System

Llu]=b aufl und LluJ=0 aufl.

Konkretes Beispiel (mit m =2, n =2, K = R):

(G0 + (¢ ) )6 S - (5
Az(t) =1

(Einheitsmatrix) A1(t) u/(t) Ag(t) u(t) b(t)
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme 3.1 Allgemeine Losungstheorie fiir lineare DGL

Losungsstruktur bei linearen DGL

Satz: Fiir lineare Systeme (wie zuvor) gilt:

(1) Der Differentialoperator L ist linear
(d.h. Liru+sv] = rLu] + sL[v] fiir alle u,v € C™(I,K™) und r, s € K).

(2) Die Lésungen des homogenen Systems L{u] = 0 auf I bilden einen
(Unter-) Vektorraum (von C™(I,XK™)), den Lésungsraum des Systems.

(3) Ist ug eine Losung zu Llu] = b auf I, so erhalt man alle Lésungen zu

Llu] =b auf 1 als mit Lésungen uy, zu Llu] = 0 auf I

(allg. inhom. Lésg. = spezielle/ partikuldre inhom. Lésg. + allg. hom. Lésg.).

Beweis: (1): L[ru+sv](t) => ;- OAk( )(ru—i—sv) )(t
=3 A (1) 45
= rL[u](t )+s£[ 1(t)

2): L] =0, L] =0 = Llrutsv] L rLfu] +s£[v =0
(3): Lup) =0 Fluol=b C[uo_—f'—uh] =bund Llu] = Fluol=b Llu—ug] =0 O

)
Yk Ax(t)v® (1)

=:iup
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme 3.1 Allgemeine Losungstheorie fiir lineare DGL

AWPe und Freiheitsgrade bei linearen DGL

Satz: Fiir lineare Systeme (wie zuvor) mit A,, =1, (explizite Form) gilt:

(1) Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare AWPe: Fiir beliebige
to € I und yo,y1,---,ym—1 € K™ existiert genau eine Lésung zu

Llu] =b auf I, u(to) = yo, w' (to) = 1, -, W™ D (tg) = yrm_1 -

(2) Der Losungsraum des Systems L[u] = 0 auf I hat die Dimension mn.

Entscheidend: Teil (2) bedeutet, dass sich ausgehend von irgendeiner Basis
UL, U2, . . ., Uy des Losungsraums jede Losung u zu Llu] = 0 auf T als

’u:Clu1+Cqu+...+C’mnumn‘ mit C1,C9,...,Chn € K

schreiben lasst. Die bestatigt die Faustregel ,,Losung mit mn Konstanten®.

Beweis: (1): Dies wird spater (und dann gleich noch allgemeiner) gezeigt.

(2): Fiir jedes to € I ist u > (u(to),...,u™ Y (ty)) eine lineare Abbildung vom
Losungsraum zu L[u] = 0 nach (IK™)™ = K™ und gem&B (1) bijektiv, damit
Basis-erhaltend. Also hat der Lésungsraum genau wie IK™" die Dimension mn. [
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3.2 Skalare lineare DGL mit konstanten Koeffizienten

Bei einer skalaren, homogenen, linearen DGL beliebiger Ordnung m € IN
mit konstanten Koeffizienten aj, € IK und Leitkoeffizient a,, # 0

Llu] := zmjaku(k) =0 (%)
k=0

fiir u € C™(I, 1K) probiere den Exponentialansatz u(t) = e mit A € K:
Wegen u®)(t) = MM und Llu](t) = (X jg axA*)e* erhalte genau fiir
eine Nullstelle A € K des charakteristischen Polynoms

pA) =Y ap\F
k=0

eine Losung u von (x). Im Weiteren wird diese Grundidee ausgebaut:
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Exponentialansatz bei skalaren, homogenen, linearen DGL

Satz
(1) Ist X € K Nullstelle des charakt. Polynoms p der VFH d € IN, so sind
e teM t2eM . 9 1eM stets d linear unabhangige Lésungen von ().

(2) Sind A1,...,\; € K verschiedene Nullstellen von p mit VFHen
dy,...,dy € N, so ist auch u(t) = Zl 12 : C’”tfe” mit C; ; € K
Lésung von (x). Im Fall Zle d; = m ist d/es die allgemeine Lésung.

Beweis: (1): Mit Induktion: Fiir d = 1 siehe vorige Folie. Fiir d > 2 faktorisiere
p(z) = p(2)(2—)), so dass A Nullstelle von p der VFH d—1. Per Induktionsvoraus-

setzung (V) ist u;(t) := t/e™ fiir alle j < d—2 Losung von L[u] = 0 mit dem zu
p gehdrigen Differentialoperator L. Fiir alle 7 < d—1 erhalte:
(L-N)u;(t) = L ({#eM) — MeM = (jtj‘1+>\tf—>\tf) M= juiq (1),
Llu;] = L‘[(dt )‘)“J] —]ﬂ[u7 1] 2 0.
(2): Folgt nun mit Theorie aus 3.1 (£ linear, Lésungsraum hat Dimension m). [
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Beispiele zum Exponentialansatz; homogener Fall

@ Beispiel bzw. dquivalent :
%2 charakt. Polynom: p(A) = A2 — 1 = (A—1)(\+1),
Nullstellen: Ay =1 und Ao = =1 mitd; =dy =1
Satz allgemeine Losung: u(t) = Cre! + Coe™t mit C1,Cs € K
(: Ry COSh(ﬁ) + Ry sinh(t) mit Ry = C1+C5, Ry = 01—02)

o Beispiel ’u’” +3u —4u = 0‘:

1% 2® charakt. Polynom: p(\) = A3 +3)2 — 4

195 2970 Nulistellen: Ay = 1 mit dy = 1 und Ay = —2 mit dy = 2,

p(A) = (A=1)(A+2)?
22 allgemeine Losung: u(t) = Cret + Coe™2t + Cste™2
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Exponentialansatz bei nicht-reellen Nullstellen

Achtung! In IK = C hat ein Polynom p vom Grad m stets m Nullstellen
(mit VFH gezahlt!!), die also die Bedingung Zle d; = m des Satzes
erfiillen. In IK = R ist dies nicht immer so. Deshalb muss man auch bei
nur reellen Koeffizienten ai € R manchmal in C rechnen, etwa so:

@ Beispiel bzw. dquivalent (vgl. Kapitel 1):

lese ab

=" charakt. Polynom: p(\) = A2 + 1 = (A—i)(A\+i),
Nullstellen: Ay =iund Ao = —imitd; =dy =1

2 allg. komplexe Losung: u(t) = Cre + Cye™ mit C1,Cy € C
Re(-
() allg. reelle Losung: ur(t) = Ry cos(t)+Rasin(t) mit R, R2 € R

(bei diesem Vorgehen mit Ry = Re(C1+C5), Ry = Im(Co—Ch))
Hierbei wurde im letzten Schritt mit Hilfe von eif = cos(t) + isin(t) der
Realteil ug = Re(u) berechnet, und analog erhdlt man auch allgemein bei
reellen Koeffizienten a; € R alle reellen Lésungen als Realteile (oder
alternativ als Imaginarteile) der komplexen Losungen. Mehr dazu spéater!

9]
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Exponentialansatz bei skalaren, inhomogenen, linearen DGL

Bei einer skalaren, inhomogenen, linearen DGL mit konstanten Koeffizienten
ay, € K (wobei weiterhin m € IN und a,, # 0)

m
Llu] := Zaku(k) =b ()
k=0
mit charakt. Polynom p(\) := 3"} axA* geht es nach dem Vorigen vor
allem um das Bestimmen einer speziellen Lésung ug. Eine Regel dafiir ist:
Satz (Exponentialansatz bei exponentieller Inhomogenitat)
Im Fall b(t) = >%_, bpt"eSt mit ¢ € Ny, by, ¢ € K liefert der Ansatz

9 . Bptlest, falls ¢ keine Nullstelle von p
Uuo (t) = =0
S0 But®theSt falls ¢ Nullstelle von p der VFH d

bei geeigneter Bestimmung von By, € K eine spezielle Lésung ug von ().

Man kann dies iiber Induktion nach ¢ beweisen. Hier sei darauf verzichtet.
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Beispiel: inhomogene Schwingungsgleichung

u”(t) + w?u(t) = el | mit w, € € R hat p(\) = A24w? = (A\—iw)(A+iw).
o Im Fall |£] # |w]| ist i¢ keine Nullstelle von p.
Ansgtz spezielle Lsg. ug(t) = Boe's! mit (Einsetzen in DGL!) By = (02#_@

e Im Fall [{| = |w]| ist i§ Nullstelle von p der VFH 1.

Arlfgtzspezielle Lsg. ug(t) = Botels* mit (Einsetzen in DGL!) By = —2%
Die allgemeine Losung ist dann u = ug4-uy, mit uy(t) = Creli4+Coe™ v,
|w| lel

Interpretation: Oszillator der Eigenfrequenz 5 angeregt mit Frequenz 5=
Fiir |£|#|w| ist u beschrankt, im Resonanzfall |£|=|w| aber thm lu(t)| =
—00

Fiir | v (t) + w?u(t) = cos({t) erhalte mit Re(-)-Bildung realistischer reelle

e cos(£t) falls |€]#|w]
L setsin(ét)  Afalls [{|=|w|

Losungen ugr(t) = { }—i—Rl cos(wt)+Ry sin(wt).
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme

3.1 Allgemeine Ldsungstheorie fiir lineare DGL (Nachtrag)

Nachtrag zu Abschnitt 3.1: Fundamentalsysteme

Fiir allgemeine lineare Systeme (mit Operator L[u] := > - Apu®) und
Ay, € CY(I,K™*™) wie in Abschnitt 3.1) vereinbare erginzend:
Definition

Eine Basis des Lésungsraums des homogenen Systems L[u] = 0 auf T
heiBt ein Fundamentalsystem (FS) zu Llu] = 0 auf 1.

Fir A,, = I, gesehen: Darstellung allgemeine Lsung u mit FS aus mn
Basislosungen u; zu L[u] = 0 und mit mn Konstanten C; € K:

e bei L[u] =0 (homogen): u = Ciu; + Couz + . .. + Crnnlmn,

@ bei L[u] = b (inhomogen): u = ug + Cru; + Coug + . .. + CrypUmn
mit einer speziellen Losung ug zu L[u] = b.
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3.3 Lineare DGL-Systeme erster Ordnung

3.3 Lineare DGL-Systeme erster Ordnung

Wir beschranken uns bei linearen DGL-Systemen nun auf Ordnung 1 (vgl.
Reduktion am Ende von Kapitel 1), also auf homogene bzw. inhomogene
lineare Systeme von n € IN Differentialgleichungen

u = Au bzw. ' =Au+b

fiir u € C*(I,1K™) mit Koeffizientenmatrix A € C°(I, K»*™) und
Inhomogenitit b € CO(I,K").
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme 3.3 Lineare DGL-Systeme erster Ordnung

Fundamentalmatrizen

Definition
Sind wy,us, ..., u, € CH(I,K") Lésungen des Systems u' = Au mit
A€ CO(I,KK™*™), so heiBt die Matrixfunktion*

W(t) = (ul(t) un(t)> c [Kn<n

eine Wronski-Matrix zu v’ = Au auf I. Ist uy,us,...,u, sogar Fundamen-
talsystem, so heiBt W eine Fundamentalmatrix (FM) zu v = Au auf 1.

u2(t)‘ .

Jede Wronski-Matrix W erfiillt die Matrix-DGL W' = AW
(Begriindung: W/ = v} = Au; = AW,; = (AW); mit Index i fiir i-te Spalte)

Wichtig fiir Theorie: Bei FM ist Matrix W (¢) fiir jedes ¢ € I invertierbar.
(Begriindung iiber Basis-Erhalt gemaB Beweis in Abschnitt 3.1 und lineare Algebra:

ui,. .. u, Basis Lsgraum <3 ui(t), ..., un(t) Basis K" Ak W (t) invert'bar)

Bei Ordnung m > 2 tragt man in W (t) € K™™*™" iibrigens in der i-ten Spalte
untereinander u;(t), ui(t), ..., u™ Y (t) ein. Dies wird in Folge aber nicht benétigt.
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Fundamentalmatrizen und abstrakte Losungsdarstellungen

Mit einer FM W des homogenen Systems u/ = Au bekommt man abstrakt:

Darstellung allgemeine Losung mit Konstantenvektor C' € K™ ...
@ bei v/ = Au (homogen): u(t) = W(t)C,
@ bei v/ = Au+ b (inhom.): u(t) = W(t)[B*(t)+C]
mit Stammfunktion B* zu W~1b.
(Nachweis, dass ug = W B* spezielle Lésung zu v’ = Au + b
= (WB*) = W' B*+W (B*) = AWB*+WW b = Aug +b.)

Losungsformel fiir AWP mit AB u(tp) = yo (wobei tg € I, yo € K") ...
e zu v/ = Au (homogen): u(t) = W(t)W(to)_ly(),
o zu v/ = Au+b (inhom.): u [ft s) ds+W (to) ™t

(Die Losungsformeln des Kapitels 1 entsprechen dem Spe2|a|fa|| n=1.)

Verbleibendes Hauptproblem: Berechnung von FS bzw. FM. Dazu nun:
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Eigenwert-Eigenvektor-Losungen

Betrachte ein homogenes lineares System aus n € IN DGL mit konstanten
Koeffizienten

' = Au (hS)
fiir u € C1(I,K™) mit konstanter Koeffizientenmatrix A € K"*™.

Der Exponentialansatz u(t) = eMv mit A € K und Vektor v € K" gibt
wegen

u'(t) — Au(t) = e Mo — eMAv = M (Ao — Av)

genau dann eine Lésung von (hS), wenn Av = \v gilt, wenn also v
Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert \ ist (oder v = 0 gilt).

Man spricht manchmal von Eigenwert-Eigenvektor-Losungen.
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3.3 Lineare DGL-Systeme erster Ordnung

Exponentialansatz bei homogenen linearen Systemen

Konvention: Nenne v € K™ Hauptvektor (HV) der Stufe s € INg von A € K"*"
zum Eigenwert (EW) X € K, wenn (A—AL,)5" v = 0 # (A-AI,)%0 gilt.

(Damit: Fiir HV v der Stufe s ist (A—AI,,)7v HV der Stufe s—j zum gleichen EW.
Hauptvektoren der Stufe 0 sind nichts anderes als Eigenvektoren.)

Satz: Fiir A € IK™*" gilt:

(1) Ist v € K™ ein HV der Stufe s € Ny von A zum EW X € K, so ist
u(t) = e > =0 %tjvj mit v; := (A—AL,) v eine Lésung von u' = Au.

(2) Ist eine Basis von IK" aus Hauptvektoren von A gegeben, so bilden die
zugehérigen Lésungen des vorausgehenden Typs ein FS zu v’ = Au.

Beweis: (1): Mit Av;—Av; = —v;41 und vsy1 = 0 sowie Indexshift rechne:
u'(t) — Au(t) = e Z;:O (]]%!tjflvj + %tj/\vj - %tjAvj)
: - s—1 1,4
= M (5L gt — b A ) = 0.
(2): Wie friiher: n linear unabhingige Lésungen sind Basis des Lésungsraums. [
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Beispiel zum Exponentialansatz bei homogenen Systemen

Beim (giinstigen) Beispiel |u' = Au mit A := (83 0 ) rechne wie folgt:

A-2 -1 3
2" charakteristisches Polynom: p()) = det ( 0 A2 ,\02) = (-2
lese a )

22 2 einziger EW von A mit algebraischer VFH 3

Ausgehend von A—2I3 = (8 é _03> berechne EVen und HVen:

° (8(1)_03‘8> ~ linear unabhangige Eigenvektoren z.B. <(1)) und (g)
000 10 0 1
° (8(1)7)3‘(1)> ~~ Stufe-1-Hauptvektor z.B. (?) mit (A—213)<(1)):(%)>
00 0 0 0 0
1

1&) ~~ kein Hauptvektor (wie aus Dimensionsgriinden eh klar)
Satz allgemeine Losung: Cle%(é) + Cge%(%> + 036%[(2)4-75(%)},
ein FS: th(é>,th<%>,ezt<é>, eine FM: th((;) % é) (nicht eindeutig!!)
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Reelles Fundamentalsystem bei nicht-reellen Eigenwerten

Fiir reelles A € R™"*" ist mit EV/HV v € C" von A zum EW X € C auch
7 EV/HV von A zum EW X (denn z.B. fiir EV: AT = Av = \v = A7). Somit
treten dann nicht-reelle EWe, EVen, HVen und Lésungen zu v’ = Au nur
in zueinander komplex konjugierten Paaren auf. Dies ist Ausgangspunkt fiir:

Prinzip (allgemeine reelle Lésung und reelles FS zu v/ = Au)
Fiir reelle Koeffizienten A € R™ ™ und eine nicht-reellet Lésung v von
u' = Au mit komplex konjugierter Lésung v kann man . ..
e den Term C1v+Cau (mit C; € C) in der allg. komplexen Lésung fiir die
allg. reelle Lésung durch RiRe(v)+Rolm(v) (mit R; € R) ersetzen,

@ entsprechend die Basislésungen v und v in einem komplexen FS fiir ein
reelles FS durch Re(v) und Im(v) ersetzen.

Beweis: |.W. bemerke nur &' = Au = Re(u)’ = Re(v') = Re(Au) = ARe(u)
und Re(Cyv+C59T) = R1Re(v)+ReIm(v) fiir geeignete Konstantenwahl. O

Die Voraussetzung ,,nicht-reell” sei hier so verstanden, dass v = Cvp mit C' € C und
R"-wertigem vy ausgeschlossen wird. Dies sichert lineare Unabhangigkeit von v, v iiber C.
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Beispiel: Berechnung reelles FS bei nicht-reellen EWen (1)

0 010
Beim Beispiel v/ = Aumit A:= [ % 9 83 || gehe wie folgt vor:
2 200
Pere™® charakteristisches Polynom: A*4+4X2 = \2(A—2i)(\+2i)
lese ab

% A hat EWe A = 0 (mit VFH 2) und A = £2i (jeweils mit VFH 1).

1 0 0 1
Fir EW 0 bekomme EV <(1)) und Stufe-1-HV (?) mit A<(1)> = <(1)>
0 1 1 0

F2i 0 1 0 |0 L

. : : s1.- [ 0 w2 0 1 o -
Fir EWe +2i rechne mit AF2i-Iy: | 55 75" 2o o |0 | ~ EV | 22
2 -2 0 F2i|0 F2i

Satz . . % 8 % 2it —11 —2it —11
~5 ein komplexes FS: | o |, 7 |+t| 5 ).e 2 |»e oi
0 1 0 —2i 2i
1 ¢ cos(2t) sin(2t)
Prinzip . (1 — cos(2t) — sin(2t)
~>" ein reelles FS: <8>, (i), (—2sin(2t)>’ < 2 cos(2t) )

2 sin(2t) —2 cos(2t)
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Beispiel: Berechnung reelles FS bei nicht-reellen EWen (2)

1-1
Beim Beispiel |u/ = Au mit A := (6
0

=—_O

0
_11) gehe wie folgt vor:
1

OO»—I'

berechne

charakteristisches Polynom: (A\2—2\+2)% = (A—1—i)2(A\—1+4i)?
'°2* A hat EWe 1+ und 1—i (jeweils mit VFH 2).
Fiir den EW 1+i fiihrt Losen linearer GLS mit Koeff.matrix A—(1+i)I4

1 0 0 1
auf EV (Oi) und Stufe-1-HV < 9) mit (A—(1+i)I4)< 0 ) = <Oi>_
0 —i —i 0

Fiir den EW 1—i erhalte komplex konjugierte Ergebnisse mit —i anstelle i.

; ot it peit  pe—it
atz . _anit s —it sy it sg  —it
~ eine komplexe FM: ef [ —i¢™ 1o * —ileTite
e(1Ei)t —gtekit 0 0 et eTh
0 0 —ielt je~ 1t

Prinzip in(t) — cos(¢) tsin(t) —tcos(t)

. . sin
eine reelle FM: et( 0 0 cos(t) sin(®)
0 0 sin(t) — cos(t)
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Erganzung: Matrix-Exponentialansatz

Ergdnzung: Alternativ kann man mit der Matrix-Exponentialreihe

=1
=> HM'“ c K™ fir M € K™
k=0
(Mk ist k-fache Matrizen-Multiplikation; Reihe konvergiert eintragsweise)
eine FM W zu v = Au mit A € K"*" | einfach" als W (t) = et4 angeben.
(Hintergrund: $efd =45~ L(tA)F =AY 2, ﬁ(tfl)k’1 = Ae't)

I.LA. braucht man zum Ausrechnen von e'“ aber eine Normalform von A und muss
dafiir wie bisher Hauptvektoren bestimmen. Erst danach gelingt die Berechnung
von e'4 mit folgenden Rechenregeln (fiir A\; € K und M, N, T € K"*"):

@ Regel ediag(AiAn) — diag(eM, ... e*) fiir Diagonalmatrizen,
@ Exponentialgesetz e+ = eMeN =eNeM nurim Fall MN = NM,

@ Transformationsregel e” 'MT — P=1¢MT bej invertierbarem T.
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Die Variation der Konstanten

Mit Hilfe einer FM zu v/ = Au wurde bereits eine Lésungsformel zu
u' = Au-+b angegeben. Eine konkretere Lesart dieser Formel ist:

Prinzip (Losung inhomogener Systeme durch Variation der Konstanten)

Ist wy, usg, ..., U, ein FS zuu' = Au auf I mit A € C°(I,IK"*™), so erhalt
man alle Lésungen von u' = Au + b auf I mit b€ C°(I,KK") in der Form

‘u(t) = K1 (H)uy ()4 . .. + K, (t)un(t) | mit Funktionen K; € C'(I,K), so
dass K/(t) das lineare GLS | K{(t)u1(t)+ ... +K] (t)un(t) = b(t) | erfiillen.

e K treten an Stelle der Konstanten C; in der allg. Lésung zu v’ = Au.

@ zugehdriges Rechenverfahren: Lose erst das GLS (entspricht Invertieren
der FM), dann bestimme Stammfunktionen. Analog funktioniert auch:
Beweis: Wegen u/—Au = 37, [Klu+K; (u)—Au;)] “=% Y0 Klu, fiihrt der
Ansatz auf das GLS fiir K/(t) mit Parameter ¢ € I. Schreibt man das GLS als
WK’ (t) = b(t) mit FM W := (uq]...|u,) und K’ := (K{,..., K}), so 18st
K'(t) = W(t)~'b(t) stetig in ¢, und man erhilt die K; als Stammfunktionen. [
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Beispiel zur Variation der Konstanten

Bei | u/(t) = (3 > _03>u(t)+(—t1) eine FM e2t((1J g f) bereits bestimmt!
00 2 -2 010
2 K1 () + e Ki(t) = ¢,
2% GLS: 32 K1) + 2 K4(t) = —1,
e KA (1) = -2

OSSRy (1) = —ate !, Kj(t) = —2e7%, K4(t) = 5e2
UM Ki(t) = (2t41)e 2401, Ko(t) = e % +Ca, Ka(t) = —Je 2 +C;
GemaB Ansatz erhalte als allgemeine Losung des inhomogenen Systems:
ult) = Ka(0)e* (3) + Ka)e® (§) + Ks()e® (1)

= (2t+1+C1e*)( 0 <0> + (14+Coe®) ( 3 (1> + (=3+C3e*) (é)

(M) v () o (§) + ae(§)
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Skalare lineare Gleichung vs. lineares System der Ordnung 1

AbschlieBende Bemerkung: Die skalare lineare Gleichung m-ter Ordnung

m
Zaku(k) =0 (sIG)
k=0
mit Leitkoeffizient a,, = 1 ist dquivalent (vergleiche Ende Kapitel 1;
Komponenten von v: I — K™ entsprechen u,u/,u”, ..., u(™1: I = K)
zum System von m linearen Gleichungen erster Ordnung
0 1 0 - 0 0
0 0 1 - 0 0
r_ : _ S :
v =Av mtA:=1 o ( o . 0
0 0 0 - 0 1
—ap —ai1 —a2 -+ —0m-2 —am-1

Man rechnet nach (z.B. Entwicklung letzte Zeile), dass (sIG) und A das
gleiche charakteristische Polynom haben, und erkennt den tieferen Grund
fiir die Verwandtschaft der Losungsverfahren in Abschnitten 3.2 und 3.3.
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3.4 d’Alembert-Reduktion

Ein Losungsverfahren fiir den Fall nicht-konstanter Koeffizienten beruht auf:

Prinzip (Reduktion von Ordnung 2 auf Ordnung 1 bei bekannter Losung)

Gegeben sei fiir ag,ay1,b: I — K die skalare lineare DGL zweiter Ordnung
u' +au +au=>b  auf I. (%)

Ist ug bekannte Loésung ohne Nullstelle der zu (%) gehérigen homogenen

DGL, so ist genau dann Lésung von (x), wenn w Lésung von

w” + (21%6—1—@1)10’ =L auf I. (xx)

0 uo

Beweis: u = wug in (x) gibt: w”ug+2w uj+wul+aiw' ug+aiwui+agwug = b
" Division durch 0

ug Ost w,,uO +2w,u()+a1w,u0 —p ivision durch uwp# (**) 0

Entscheidend: Fiir DGL (xx) der Ordnung 1 in w’ greift die Lésungsformel.

Aus w' erhalte per Integration w und dann alle Lésungen u = wug von (x).

Randbemerkung: Ahnlich kann man bei bekannter Lésung (!) skalare Gleichungen von Ordnung

m auf m—1 und Erster-Ordnung-Systeme von n Gleichungen auf n—1 Gleichungen reduzieren.

Obiges diirfte aber der am haufigsten niitzlichste Fall sein.
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3.4 d'Alembert-Reduktion

Beispiel zur d'Alembert-Reduktion

Bei u”—|—t%u’— t%UZO

,rate" Lésung ug(t) =t und gehe wie folgt vor:

S a(t) = L, ao(t) = -5, b=0

Prngie Ordnung-1-GDG w” + ($+ 3 )w’ = 0 fiir w’
Lsgs\fﬁo_)rmel w’(t) _ Ce721n(|t\)+1/t — t%el/t
Stmfktn. ’LU( ) _ Clel/t + 02 (mit Wahl C1 = —C)
u-wu

allgemeine Lésung der Ausgangs-DGL: u(t) = Cte'/t + Cot

(Stimmt so auf jedem Intervall I mit 0 ¢ I.)
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3.5 Zu linearen Randwertproblemen

Erinnerung: Bei einem Randwertproblem (RWP) treten neben die DGL
(statt der bisher betrachteten ABen) Randbedingungen (RBen) mit
Auswertungen u(t1) und u(t2) der Losungen u an zwei Stellen ¢ und to.
Typisch ist I = [t1,t2], die Theorie erfasst aber sogar beliebige ¢1,t3 € 1.

Anders als bei AWPen hat man bei RWPen nicht ganz allgemein Existenz
und Eindeutigkeit von Losungen, doch zumindest gibt es gute Kriterien:
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Randwertprobleme fiir lineare Systeme erster Ordnung

Betrachte fiir u: I — K™ ein lineares Randwertproblem erster Ordnung

v = Au+b auf T mit RB Tju(t))+Dou(te) =y (RWP)
bei gegebenen t1,t € I, T'1,T'y € K™*™ und y € K".
Bei Kenntnis einer FM gilt fiir die Losbarkeit des RWP folgendes Kriterium:

Satz (Losbarkeitskriterium fiir lineare RWPe; Existenz und Eindeutigkeit)

Seien ti,ty € I, T'1,T'y € IK"*" fest, und sei W eine FM zu v/ = Au auf 1.
Genau dann ist (RWP) fiir alle b € CO(I,1IK") und alle y € K" eindeutig
l6sbar, wenn T'\W (t1)+T2W (t2) € IK"*™ eine invertierbare Matrix ist.

Beweis: Schreibe allgemeine Lésung zu v’ = Au+b als u(t) = uo(t)+W (¢)C mit
C € K". Einsetzen in RB gibt (F1W(t1)+F2W(ﬁ2))C =y— F1UQ(t1) —Fg’do(ﬁg),
was (nur) bei Invertierbarkeit von I'y W (¢1)+T'2W (t2) stets eindeutig |6sbar ist. [

Bemerkung: AWP ist Spezialfall T'; = I,, (oder zumindest invertierbar) und I's = 0.
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Randwertprobleme fiir skalare Gleichungen zweiter Ordnung

Ein skalares lineares Randwertproblem zweiter Ordnung lautet allgemein

u+aiu +agu = b auf T mit RB Ty (17,((111)))—#1“2(;‘,({:2))) =y,

wobei nun T'1, Ty € K2%2, y € K2. Speziell fiir I'y = (1; 8), Iy = (:’é; 8),
Y1

y = (13) ergibt sich daraus das RWP mit Ordnung-0-RBen:

W'rardtagu —bauf I mit RBen 11U FY12U(l2) =01y,
Yoru(t1)+y2eu(tz) = y2

Vom 3quivalenten Ordnung-1-System v’ = Av—i—(%) fiir v = (“/) (dazu

u
vgl. frither) tibertragt sich dann das Losbarkeitskriterium der vorigen Folie:
Korollar (Losbarkeitskriterium fiir skalare lineare RWPe zweiter Ordnung)
Seien t1,t2 € I, Y11, Y12, Y21, Y22 € K und Uy, U2 FS zu u”+a1u’+a0u = 0.
Genau dann ist (RWP2) fiir alle b € C°(I,1K) und alle y1,y2 € K eindeutig
l6sbar, wenn (331 332) (:ﬁg;; Z;ggg) € K2*2 eine invertierbare Matrix ist.
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Beispiel zur RWP-Losbarkeit und Rand-Eigenwert-Problem

Bei | u”4+w?u = b mit RBen u(t1) = y1, u(t2) = y2 | (w € R\{0} Parameter)
ist cos(wt), sin(wt) bekanntes FS zu v”/+w?u =0 und (331 722) = (§ 9).

Losbarkeitskriterium: Obiges RWP stets eindeutig 16sbar

cos(wty) sin(wty)

= (cos(th) Sin(wt2)) invertierbar (i;(}) sin(w(ta—t1)) #0

= w# Lo firalle k € Z,

Fiir die Ausnahmewerte w = tzkftl, k € Z\{0}: Homogenes RWP mit b =0,
y1 = 0, y2 = 0 hat die unendlich vielen Lésungen u(t) = C'sin(w(t—t1)) mit
C € R. Inhomogenes RWP hat entweder unendlich viele Lésungen (z.B. b = 0,

y2 = y1) oder gar keine Lésung (z.B. b= 0, y2 # y1).

Mit L[u] := —u" lautet die homogene DGL L[u] = w?u. Man nennt die
unendlich vielen (!) Ausnahmewerte w? = (tzkftl)2, k € IN, die Eigenwerte

und die zugehdrigen Losungen # 0 die Eigenfunktionen des Operators L.
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3.6 Die Laplace-Transformation

Ein alternativer Zugang zu linearen DGL beruht auf folgendem Konzept:

Definition (Laplace-Transformation)

Die Laplace-Transformierte £f einer iiber alle [t1,t3] mit 0 < t1 < ta < 00
Riemann-integrierbaren (z.B. stetigen oder stiickweise stetigen) Funktion
f:10,00) = K wird definiert als

ZLf(s) = /0 e S f(t)dt € C fiir geeignete s € C.

Fiir £f = F notiere auch f(t)o—e F(s) oder F(s)®—o f(t) (Doetsch-Symbol).

@ Grundlegende Existenzaussage: Bei hochstens exponentiellem Wachstum
|f(t)| < Cet fiir alle t > 0 mit festen C € [0,00), 70 € R ist F(s)
zumindest auf der Halbebene der s € C mit Re(s) > v definiert.
(Begriindung: Aus |e™ 5t f(t)| = e ReG)t|f(t)| < Celro—Re(s)t folgt
absolute Konvergenz [ |e=*!f(t)|dt < C [~ e(ro=Re(s)t dt < 00.)
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Zur Umkehrbarkeit der Laplace-Transformation

Bemerkung: Die Laplace-Transformation ist eng verbunden mit der fiir g: R — K

als Fg(§) := [0 e ¥lg(t)dt € C fiir £ € R definierten Fourier-Transformation.
: . : . f() firt >0
Genauer gilt Zf (v+i€) = Z(f,)(€) mit Abkirzung f,(t) := {8 1) fEL £

Wesentlicher Vorteil Laplace-Transformation gegeniiber Fourier-Transformation:
Fiir exponentiell wachsende Funktionen/L6sungen noch problemlos wohldefiniert.

Entscheidend: Stetige f von hochstens exponentiellem Wachstum sind
durch Zf (und sogar schon durch .Z(f,) fiir ein v > 7,) eindeutig bestimmt.
In diesem Sinn ist die Laplace-Transformation injektiv und verliert keine
Information, fiir solche f und g gilt Zf = %9 — f = g. Tatsachlich
gibt es sogar Umkehrformeln, die f durch .Zf (oder #(f,)) ausdriicken.

Hierzu aus Zeitgriinden keine Details und Beweise!
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme [ECKEBINIETIEICR FENE {eliy Eldle]

Beispiele fiir Laplace-Transformierte

Korrespondenztabelle (wichtige Laplace-Transformations-Paare):

tho—e % fiir k € Ng (F definiert wo Re(s) > 0)
Mo—e siA fiir A\ € IK  (F definiert wo Re(s) > Re(\))

e cos(wt)o—* (5725%
e sin(wt)o—e — ¥

(&

} fiir c,w € R (F definiert wo Re(s) > «)
(s—a)?+w?

Nachweise: 1.) Fiir f(t) = t* nutze Induktion nach k:
Anfang (k = 0): F(s) = [{e=dt "2 [~1e™] 77 = limp oo (~1e) +1 = 1

S S S

Schluss (k > 1): F(s) = [, e *'t*dt 2l [—Le=sttk] = +E [Femsttholdr =

=0 _ (k=1)!
="k

2.) Fiir f(t) = e rechne direkt: F(s) = [ e et dt = ol [xeP 97 = X5
(a+lw)t (04 iw)t

3.) Rest folgt mit eatcos(wt) = w und e“*sin(wt) =

2
und Linearititseigenschaft der nichsten Folie aus der Regel fiir f(t) = . O
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme [ECKEBINIETIEICR FENE {eliy Eldle]

Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation

Rechenregeln (fiir int’bare, hdchstens exponentiell wachsende f, g: [0, 00) — K;
~Yo Wachstumsexponent; Transformierte definiert wo Re(s) > 7o, stets F' = Zf):

o Linearitat: Arf+sg) = rZLf + s Ly fir r,s € K.

o Ableitungsregeln: | Z(f')(s) = sZf(s)—f(0) | fiir stetig diff'bares f,
L(f®) () = s 2f (s)— Soh2y sP=1F@(0) fiar fin CF, k € No
(maW.: f®)(t)o—eskF(s)— 3125 sF=11 f0(0)).

o Multiplikationsregel: t* f(t) o—e (—1)F F(*)(s) fiir k € INg
(m.a.W.: At°f)(s) = (—=1)*(Lf)*) (s), wobei t*f fiir t — tF f(t) steht).

Beweise: 1.) Linearitit folgt problemlos.

2.) L(f)(s) = [ st f()dt B [t f(8)] 72 +s fyTet f(t)dt = s.Zf (s)— f(0).
Die Regel fiir Z(f(k ) folgt iterativ.

3.) (L)) (s) = Lx [Cest f(t)dt = [e s (—t)F f(£)dt = (—1)FL(Ef)(s). O
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme

3.6 Die Laplace-Transformation

Rechenregeln fiir die Laplace-Transformation (Fortsetzung)

Integrations- und Divisionsregeln fiir die Laplace-Transformation ergeben
sich durch , Riickwartslesen” der Ableitungs- und Multiplikationsregeln.

Weitere Rechenregeln sind (gleiche Rahmenbedingungen):

@ Skalierungsregel: f(at)O—OéF(i) fir a > 0.

o Exponentialregel: e f(t)o—e F(s—\) fiir A € K.

o Translationsregel: f(to+t)o—eesl0 F(s) fiir ty € R, vorausgesetzt es
gilt f =0 auf [0,%9), to > 0 bzw. man setzt f := 0 auf [ty,0), tox < 0.

Beweisskizze: Zunichst die Definition einsetzen. Dann 7 = at substituieren,
nach Termumformung ablesen bzw. 7 = to+t substituieren. ]
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme [ECKEBINIETIEICR FENE {eliy Eldle]

Anwendungsbeispiel 1: Losen eines linearen AWPs

Als ’zentrale Anwendung‘ kann man mit der Laplace-Transformation

’skalare lineare AWPe mit konstanten Koeffizienten |6sen ‘ Hierzu:

Beispiel-AWP: | u” — 4u’ + 3u = 0 auf [0, 00) mit u(0) = 1, w/(0) =5

Zur Berechnung der Lésung u wende .Z auf DGL an und gehe so vor:

Linearitéit L") — 4L W) 4+ 3Lu =0

Ableitungsregel, ABen
- (

s> Lu(s)—5—s) — 4(sLu(s)—1) + 3Lu(s) =0

Aufldsen s+l 2(s=1)—(s=3) _ 2 1
T Lu(s) = $2—4s43 —  (s—1)(s—3) _ s—3  s—1

(hier erforderliche Partialbruchzerlegung im Allgemeinen aufwéndig!)

Riicktrafo/ Tabell
ficktrafo Tabelle Lésung des AWP: u(t) = 2e3 — ¢!
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme [ECKEBINIETIEICR FENE {eliy Eldle]

Anwendungsbeispiel 2: Losen eines weiteren linearen AWPs

Beispiel-AWP: ’u” + u = sin(2t) auf [0, 00) mit u(0) = 2, ¥/(0) = 1‘

Linearit'a;g Tabelle j(u”)(s) + gu(s) — ﬁ

/-\bleitungifsgel, ABen (82,,%11,(8)—1—28) 4 gu(s) _ 2

s2+4
Auflésen . 2 2s+1
~ Lu(s) = Ly iy R
_ AP H)-3(PHD) | 2641 o 2s

5 2
3 3
(s244)(s2+1) + s2+1 T s241 + s2+1 s2+4

Riicktrafo/Tabell
licktrafo/Tabelle Losung des AWP: w(t) = 2cos(t) + gsin(t) — %sin(%)

(Nebenbemerkung: Beide Beispiele-AWPe hatten ABen an der Stelle 0. Bei ABen
an anderer Stelle ty # 0 substituiere vor Anwendung dieser Methode t = ¢+,
() = u(to+7), um ein AWP fiir & mit ABen an der Stelle 0 zu erreichen.)
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Kapitel 3: Lineare DGL und lineare DGL-Systeme [ECKEBINIETIEICR FENE {eliy Eldle]

Ubertragungsfunktionen

Beim skalaren linearen AWP mit konstanten Koeffizienten a; und Null-ABen
Zaku =bauf [0,00) mit w(0)=...=u""D(0)=0

ergeben Laplace Transformation und Umformen Zu(s) = %Xb(s).

) aksk
Auf Ebene der Laplace-Transformierten gelange also durch Multlpllkatlon
mit der Ubertragungsfunktion m von Inhomogenitat b zu Losung w.
k=0
Analoge Ubertragungsfunktionen auf Ebene der Laplace-Transformierten ergeben
sich bei DGL "7 ary™ = 375 _ crw™ (mit konstanten ay, ¢ und Null-ABen
fiir y und w) fiir den Ubergang EingangsgroBe w zu AusgangsgroBe y. Dies findet
in Systemtheorie, Regelungstechnik und Signalverarbeitung viele Anwendungen.

Beispiel: Fiir y/ + Ay = \w (DGL des Regelkreisglieds aus Kapitel 1) mit

y(0) = 0 erhalte Zy(s) = SH\fw( s), also die Ubertragungsfunktion S%\
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Kapitel 4: Zur Veranschaulichung von DGL-L8sungen

Kapitel 4: Zur Veranschaulichung von DGL-Loésungen

Bei niedriger Ordnung und wenigen Gleichungen lassen sich Lésungen von
DGL durch Skizzen in der Zeichenebene R? veranschaulichen. Genauer ist
dies auf leicht unterschiedliche Weise

o fiir skalare DGL erster Ordnung,
o fiir autonome DGL-Systeme aus zwei Gleichungen erster Ordnung
@ und fiir autonome skalare DGL zweiter Ordnung

moglich. Diese Falle werden im Folgenden genauer erldutert.
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Kapitel 4: Zur Veranschaulichung von DGL-L8sungen

Skalare DGL erster Ordnung und Steigungsfelder

Eine skalare DGL erster Ordnung
u = f(t,u)

kann man durch ein Steigungsfeld
veranschaulichen, bei dem an je-
dem Punkt (t,z) € Dy C R? die
Steigung f(t,z) vorgegeben wird.
Fiir Lésungen u stimmt o/ (¢) fiir
jedes t € I mit der vorgegebenen
Steigung f(t,u(t)) iiberein.

N\

-
o~ —o-|-o- -o- -0 —o-

-0 -0 o —o-|-0- -o-
~o]
o —o- -0~ —o-|-0- -0 -o- -o-

f|¢

Das Steigungsfeld f(t,z) = 2(t+x)*—
und Lésungen der DGL v/ = 2(t+u)?—

%

o= =
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Kapitel 4: Zur Veranschaulichung von DGL-L8sungen

Ebene Systeme und Trajektorien

Bei einem DGL-System fiir R2-wertige u (genannt ebenes oder planares System)
u' = F(u)

veranschaulicht man das Vektorfeld F', indem an jeden Punkt € Dy C R? der

Vektor F'(z) als Pfeil angetragen wird. Fiir eine Lésung w ist u'(t) fiir jedes t € T

gleich F'(u(t)), also verlauft das Bild von w ldngs der Vektoren und wird Bahnkurve
oder Trajektorie genannt. (Pfeile kennzeichnen den Durchlaufsinn des Bilds.)

us(t) us(t)
AN %%)( N
u (t) u (1)
Das Vektorfeld F(z) = (22, —x1) auf R2 Das Vektorfeld Fi(z) = (—%, 1) auf R?
und einige Trajektorien des zugeh&rigen und einige Trajektorien des zugehdrigen

Systems u) = ug, uh = —u;. =Y ! =1.

/
Systems u Sk uhy =
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Kapitel 4: Zur Veranschaulichung von DGL-L8sungen

Skalare DGL zweiter Ordnung und Phasenraumportraits

Eine autonome skalare DGL zweiter Ordnung
u// — fo(’u,u/)

kann man als ebenes System v = v, v' = fo(u,v) umschreiben. Dessen
Lésungen (u,v) verlaufen langs des Vektorfelds F'(z1, xz9) = (z2, fo(x1,x2))
und kdnnen wie zuvor veranschaulicht werden. Zum Beispiel erhilt man im
Fall der Schwingungsgleichung u” = —u wieder das erste Bild der vorigen
Folie — nur mit u(¢) und v(t) = u/(t) statt uq(¢) und uz(t) auf den Achsen.

Man nennt solche Bilder — sowohl bei ebenen Systemen als auch bei
skalaren DGL zweiter Ordnung — Phasenraumportraits oder -diagramme
(denn bei einem expliziten DGL-System der Ordnung m fiir R™-wertige u heiBt
allgemein der Wertebereich (R™)™ von (u,u’,u",...,u(™=1) der Phasenraum).

Beobachtung: Sofern Losungen aller AWPe eindeutig sind, kdnnen sich
Trajektorien in einem Phasenraumportrait nie beriihren oder schneiden.
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Kapitel 5: Stabilitat

Stabilitdt steht bei DGL fiir eine stetige Abhangigkeit der Losungen von
Parametern, Anfangs- und/oder Randdaten und ist bei endlichem
Zeithorizont meistens garantiert (Details hierzu aber durchaus technisch!).

Im Folgenden geht es um einen unendlichen Zeithorizont und die
interessantere, nur manchmal gegebene Langzeit-Stabilitdt in Abhingigkeit
von Anfangsdaten, d.h. um die Frage, ob beliebig kleine Stérungen der
Anfangswerte die Lésungen sogar fiir t — oo nur beliebig wenig andern.

Wegen der schon oft erwdhnten Mdglichkeit der Reduktion auf Ordnung 1,
wird dabei nun schwerpunktmaBig der Ordnung-1-Fall behandelt.
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5.1 Ljapunov-Stabilitdt und Ruhelagen
5.1 Ljapunov-Stabilitdt und Ruhelagen

Der zentrale Begriff der Theorie folgt:

Definition (Stabilitatsbegriffe)

Eine Lésung u*: I — K" eines DGL-Systems v’ = f(t,u) auf einem
Intervall I des Typs [a, 00) oder (cv,00) heift . ..

(1) (Ljapunov-)stabil, wenn zu jedem to € I und jedem e > 0 ein § > 0
existiert, so dass fiir AWe yg := u*(to) und yo € K" gilt:

lyo—yo| <0 = |u(t)—u*(t)| < e fiir alle t > 1,

wobei u eindeutige Lésung von v’ = f(t,u) auf [ty,00) mit u(ty) = yo
(Existenz und Eindeutigkeit von u im Fall |yo—yg| < & Teil der Anforderung).

[llustration im
Fall K* = R:
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5.1 Ljapunov-Stabilitdt und Ruhelagen
GleichmaBige und asymptotische Stabilitat, Instabilitat

Aus dem Stabilitatsbegriff (1) der vorigen Folie abgeleitete Begriffe sind:

Definition (Stabilitatsbegriffe; Fortsetzung)
Eine Lésung u* von u' = f(t,u) auf I = [, 00) oder I = (cv,00) heiBt . ..

(2) gleichméaBig stabil, wenn sie stabil ist und § in (1) sogar nur abhidngig
von €, aber unabhiangig von ty gewahlt werden kann.

(3) asymptotisch stabil, wenn sie stabil ist und zu jedem ty € I ein oy > 0
existiert, so dass mit AWen y, yo und Losung v wie in (1) gilt:

[yo—y5l < % = lim [u(t)—u*(8)| = 0.

(4) instabil, wenn sie nicht stabil ist.

Asymptotische ,
Stabilitst im Fall -3
K" =R:
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[ETNCRHSIEINNEA 5.1 Ljapunov-Stabilitit und Ruhelagen

Ruhelagen autonomer Systeme

Insbesondere interessiert man sich fiir die Stabilitdt von Ruhelagen, die
den Gleichgewichtszustdnden eines physikalischen Systems entsprechen:

Definition (Ruhelagen autonomer DGL-Systeme)

Ist z* € D eine Nullstelle eines stetigen Vektorfelds F': D — K" auf
Dr Cc K", so ist u*: R — K" mit u* := x* eine konstante Lésung des
autonomen DGL-Systems u' = F(u). Man bezeichnet in dieser Situation
sowohl x* als auch u* als Ruhelage oder stationdren Punkt von u' = F(u).

Bemerke hierzu:
@ Im Phasenraumportrait ist eine Ruhelage ein ,,unbewegter” Punkt.

e Fiir Ruhelagen autonomer Systeme (insb. u' = Au+b mit A, b konstant)
besteht kein Unterschied zwischen Stabilitdt und gleichmaBiger Stabilitat.
(Begriindung: Verschiedene t; gehen durch ¢-Verschiebung ineinander iiber.)
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LELTENHS=LIh=1a 5.2 Ruhelagen linearer Systeme und lineare Stabilitat

5.2 Ruhelagen linearer Systeme und lineare Stabilitat

Grundprinzipien (bei Ruhelagen linearer Systeme)

Fiir A € IK"*™ und b € K™ gelten:

(1) Die Ruhelagen von u' = Au+b sind genau die Lésungen des linearen
Gleichungssystems Ax = —b.

(2) Die Ruhelagen von u' = Au bilden den Untervektorraum Kern(A)
von IK™. Insbesondere ist der Nullvektor immer eine Ruhelage des
homogenen Systems u' = Au, genannt die Nullruhelage.

(3) Alle Ruhelagen des inhomogenen Systems u' = Au-+b haben dieselben
Stabilitdtseigenschaften wie Null fiir das homogene System v’ = Au.

Beweise: (1) und (2): klar nach Definition mit F'(z) = Az+b bzw. F(z) = Ax.
(3): ,Ubersetze" Stabilitdt von Ruhelage u* fiir v’ = Au+b in Stabilitat von 0 fir
u' = Au i.W. durch Entsprechung
u Lésung von v’ = Au+b u—u* Lésung von v’ = Au
mit |u(t)—u*(t)| < e fir alle ¢ mit [(u—u*)(t)—0| < e firalle t = [
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5.2 Ruhelagen linearer Systeme und lineare Stabilitit
Lineare Stabilitat

Satz (zur Stabilitdt von Ruhelagen linearer Systeme; 0.E. nur homogen)

Seien \1,..., s € C alle Eigenwerte von A € IK"*". Dann gelten die
folgenden notwendigen und hinreichenden Kriterien fiir (In-)Stabilitat:

(1) Genau, wenn Re(\;) < O fiir alle \; gilt, sind die Ruhelagen von
u' = Au asymptotisch stabil.

(2) Genau, wenn Re(\;) < 0 oder Re(\;) =0, gVFH(\;) = aVFH(\;)
fiir alle \; gilt, sind die Ruhelagen von u' = Au stabil.

(3) Genau, wenn Re(\;) > 0 oder Re(\;) =0, gVFH()\;) < aVFH()\;)
fiir mindestens ein \; gilt, sind die Ruhelagen von u' = Aw instabil.

Fiir EWe A von A bezeichnet dabei ...

@ aVFH()) die VFH von X als Nullstelle des charakteristischen Polynoms von A,
@ gVFH(\) die Dimension des Eigenraums von A zum EW .

Fir gVFH(\) = aVFH(\) muss es , ausreichend viele EVen" zum EW X\ geben.
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LETNCNHESEIINEA 5.2 Ruhelagen linearer Systeme und lineare Stabilitit

Beispiel zur linearen Stabilitat

—20 10
Das DGL-System |u' = Au mit A:= | 99 9 1 || untersuche wie folgt:
0000
Ruhelagen bestimmen:
—2x1+z23 =0 0
Az =0 ~> lineares GLS: g =0 ~ Kern(A) = G |lr2eRy.
—r1—2x3 =0 0
Eigenwerte bestimmen:
A20 -1 0
ch. Polynom: det | ¢ 6\/\$2 o] = [OF2)2 1A% = (A+2—1) (A+2+i) A2
00 0 A

~~ Eigenwerte: —2+i mit aVFH(—24i) = gVFH(—-24i) =1,
0 mit aVFH(0) = 2, gVFH(0) = 1 (EVen zu 0 schon oben!).

Fazit: Wegen Re(0) = 0 und gVFH(0) < aVFH(0) alle Ruhelagen instabil!
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LETNCNHESEIINEA 5.2 Ruhelagen linearer Systeme und lineare Stabilitit

Ruhelagen ebener Modell-Systeme: Phasenraumportraits

asymptotisch stabil
Strudelpunkt

u/: (—41 :le)u,

EWe —1+4i

Thomas Schmidt (FB Math, UHH)

stabil, nicht asympt. stabil
(oben: Wirbelpunkt)

' = (3 9)u, EWe 0,—1

DGL | fiir Ingenieure

instabil
(oben: Sattelpunkt)

u = (§¢)u, EWO
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LETNCNHESEIINEA 5.2 Ruhelagen linearer Systeme und lineare Stabilitit

Beweis des Satzes zur linearen Stabilitat

Zum Beweis: O.E. betrachte Ruhelage 0, arbeite mit IK = C und tq = 0.

Nach 3.3 betrachte Basislosungen (mit EW X € C und Stufe-s-HV vy € C™)

S 1 )
u(t) = eM Z ﬁtjvj ,
=0
wobei [u(0)] = |vo| > 0 beliebig klein. Aus |u(t)| = RN 372 t7v;| erhalte:
0 falls Re(\) <0 ~~ asymtotisch stabil
lim |u(t)] =< |vo| falls Re(A) =0 =s ~- stabil, nicht asymtotisch stabil
free o0 sonst ~~ instabil

Daraus gewinne alle Kriterien (wobei (2) und (3) per Negation dquivalent).
Technische Ausfiihrung z.B. zu (2),,=": Ist W FM, so gibt Beschrinktheit der
Basislésungen auf [0, 00) ein M > 0 mit |W (¢)z| < M|z| und [W(0)~lz| < M|z|
firz € C", t > 0. Zu £ > 0 wahle § := 5. Fiir Lésung u(t) = W (t)W(0)~u(0)
mit |u(0)| < § folgere |u(t)| < M?|u(0)] < M?§ = & ~ Ruhelage 0 stabil. O
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LETNCIHESIETINEAN 5.3 Zur Stabilitdt bei nicht-linearen Systemen

5.3 Zur Stabilitat bei nicht-linearen Systemen

Uber Stabilitit von Ruhelagen nicht-linearer Systeme kann man manchmal
mit folgenden, an den linearen Fall angelehnten Kriterien entscheiden:

Satz (Linearisierungskriterien fiir Stabilitdt bei nicht-linearen Systemen)

Sei x* Nullstelle von F': Dp — R™ im Innern von D C R", sei F' in x*
stetig diff'bar, und seien A1, ..., ¢ € C alle Eigenwerte der Jacobi-Matrix
JF(z*) € R™™. Dann gelten die folgenden Kriterien fiir (In-)Stabilitat:
(1) Gilt Re(\;) < O fiir alle \;, so ist die Ruhelage x* von u' = F(u)
asymptotisch stabil.
(2) Gilt Re(X;) > 0 fiir mindestens ein \;, so ist die Ruhelage x* von
u' = F(u) instabil.

@ Diese Kriterien sind nur hinreichend, nicht notwendig. Ist der groBte
Realteil genau 0, so helfen sie nicht weiter (denn dann konnen Effekte
hoherer Ordnung eingehen, die die erste Ableitung nicht widerspiegelt).
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5.3 Zur Stabilitdt bei nicht-linearen Systemen
Beispiel: DGL des einfachen Stabpendels

Die DGL und das dquivalente DGL-System des einfachen Stabpendels sind

¢ =to/mpsnte) b ()= (L)

o) = \“gsin(p)

(mit Auslenkung ¢, Geschwindigkeit v, positiven Konstanten g, L;
fiir || < T schon in Kapitel 1 als Fadenpendel betrachtet). '

Zum System gehort das Vektorfeld
(1/L)v )
F(p,v) = .
0= (shaty

mit Ruhelagen (k7,0) fiir k € Z.

Dabei entspricht gerades k der unteren, ungerades k der
oberen Gleichgewichtslage des physikalischen Systems.
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5.3 Zur Stabilitdt bei nicht-linearen Systemen
Beispiel: Stabilitat bei DGL des einfachen Stabpendels

Analysiere Ruhelagen (km,0) nun anhand von JF(p,v) = (_gcgs(w) 1{)L):

e k gerade ( ): JF(km,0) = ( Og 1/L) EWe +iy/g/L
%2 Stabilitit unklar. Aus Bild aber: sind stabil, nicht asymptot. stabil.
@ k ungerade (,obere” Ruhelagen): JF (km,0) = <0 1/L> EWe +./g/L
Satz, Teil (2) . . .
~ sind instabil.

Phasenraumportrait (fir g=L=1):
WM
f{"\:\\\\\ "M.. 2 ‘\\\\ ll’@ o(t)
&AL AN\

=S —
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LETNCIHESIETINEAN 5.3 Zur Stabilitdt bei nicht-linearen Systemen

Beweis des Kriteriums fiir asymptotische Stabilitat

Beweis fiir Teil (1) des Satzes bei symmetrischer Matrix A := JF(z*):

In diesem Fall hat A nur negative reelle Eigenwerte und ist invertierbar.
Zur Vereinfachung sei z* = 0 (sonst Beweis analog mit Abziehen von z*).

Wihle M > 0 mit |[A~'z| < M|z| und betrachte ausreichend kleine & > 0, dass
|z| < e = |F(2)—Az| < 537 |z| gilt (nutzt F(0) = 0 und JF(0) = A).
Definiere L: R" — R durch L(z) := —z - A7 e = =370, @ (A7 )iz (mit
.+ fiir das Skalarprodukt), rechne VL(z) = —2A~ 1z nach (mit Symmetrie A).
Solange fiir Lésung u zu v’ = F(u) dann |u(t)] < e gilt, so bekomme weiter

%Lw(m = u/(t) - VL(u(t)) B F(u(t)) - VL(u(t)) = —2F (u(t)) - A~ u(t)

< —2Au(t) - A~ u(t) + 2| F(u(t))~ Au(t)| A~ u(0)
< —2u(t) - u(t) + 2 |u(t)] Mlu(t)] = ~|u(H)]? < 0.

Fazit: L(u(t)) fallend in ¢ (sog. Ljapunov-Funktion L, Interpretation als Energie).

Thomas Schmidt (FB Math, UHH) DGL | fiir Ingenieure TUHH, WiSe 23/24 90 /110



LETNCIHESIETINEAN 5.3 Zur Stabilitdt bei nicht-linearen Systemen

Beweis des Kriteriums fiir asymptotische Stabilitat (Forts.)

Bemerke, dass 0 strikte Minimalstelle von L (wegen Wahl von L und nur negativen
EWen von A). Wahle 0 < § < e mit |z] < ¢, |y| =e = L(z) < L(y). Dann

kann fir Losung u mit |u(0)] < 6 nie |u(t)] = ¢ fiir t > 0 gelten (da Widerspruch
L(u(0)) < L(u(t)) entstiinde). Also |u(t)| < e fiir t > 0. Die Ruhelage 0 ist stabil.

Zeige noch lim;_, o, u(t) = 0 (fiir ein & und & wie zuvor, u Ldsung mit |u(0)| < §):
Zur Vereinfachung existiere der Limes zumindest. Im Fall zp := lim;_, oo u(t) # 0
schlieBe aus limsup,_, o, - L(u(t)) < —|zo[* < 0 (nach voriger Rechnung) auf

L(zo) = limy— o L(u(t)) = —oo. Widerspruch! Also bleibt als einzige Méglichkeit
lim; o u(t) = 0. Die Ruhelage 0 ist sogar asymptotisch stabil. O

Anmerkungen zum Beweis:

@ Im Vorigen wurden nur vereinzelte technische Details (vor allem Uberlegungen
zur Existenz der Losungen u auf ganz [0, 00)) unterdriickt.

@ Die Verallgemeinerung auf nicht-symmetrische Matrizen JF(x*) und Beweise
von Teil (2) des Satzes sind eher aufwéndiger und werden hier ausgelassen.
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Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Existenz und Eindeutigkeit der Lésung von Anfangswertproblemen wurden
in den Kapiteln 3.3 und 5 schon wesentlich benutzt. Im Folgenden werden
hierzu prazise mathematische Sachverhalte nachgetragen.
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Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen 6.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit

6.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Sei BL (yo) := {x € R™ | |z—yo| < ¢} die abgeschlossene Kugel in R™ mit
Mittelpunkt yo € R™ und Radius € > 0. Der Hauptsatz dieses Kapitels ist:

Satz von Picard-Lindeldf (lokale Existenz und Eindeutigkeit fiir AWPe)

Sei f: Dy — R™ stetig mit [to—e, to+¢] X BL (yo) C Dy C R x R™ fiir
to € R, yo € R™, € > 0. Effiillt f die partielle Lipschitz-Bedingung (pLB)

|f(t,2) — f(t,z)| < L|z — x| fiir alle t € [to—e, to+e], x,T € Eg(yo)
mit einer Konstante L € [0,00), so ist das AWP
u' = f(t,u) auf [to—0,t0+0],  ulto) =yo

fiir jedes ausreichend kleine § > O eindeutig Idsbar.

@ Satz gilt auch mit C™ anstelle R™, weil man hierfiir C* = R?" auffassen kann.
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Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen 6.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Ergdanzungen zum Satz von Picard-Lindelof

o Zentrales hinreichendes Kriterium fiir pLB: Sind 50, 2L .. 2L auf
offenem Dy stetig, so gilt auf [tg—e, to+¢] X Bl () C Dy immer eine

pLB (mit L abhangig von tg,yo, ), und der Satz ist anwendbar.
(Begriindung: Mit L; := max, _ at0+e]x§" z0) |%| und L:= 3" | L; gilt
RS S fats @) ds| < ULy LilFi—ai] < Llg—al.)

[f(t,2)—f(t,2)] =

@ Existenz bekommt man im Allgemeinen nur lokal, d.h. fiir kleine ¢:

ZB.ist u(t) = % mit C' > 0 Losung der skalaren DGL v/ = u? auf
(—00,C) mit AB u(0) = % und bei t = C nicht fortsetzbar. Die Exis-

tenzaussage des Satzes gilt in diesem Fall nur fiir § < C, nicht § > C..
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Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen 6.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Ergdnzungen zum Satz von Picard-Lindel6f (Fortsetzung)

e Eindeutigkeit folgt auch global, d.h. auf beliebigem Intervall 1
(pLB nahe jedem ty € I und yo € R™ vorausgesetzt).
(Begriindung: Fiir verschiedene Lésungen u, % zu w' = f(t,u) mit u(tyg) = u(to)
erhalte (mit Stetigkeit) groBtes/kleinstes ¢, im Innern von I mit @(t.) = u(t.).
Picard-Lindelof gibt @ = w auf [t.—d, t.+0d], was der Wahl von ¢, widerspricht.)

S ——
AR i T >t

@ Ohne pLB gilt im Allgemeinen gar keine Eindeutigkeit:

Z.B. erhélt man beim skalaren AWP zu u' = 24/|u| mit AB u(0) =0

fiir jedes C' € [0, 00| durch uc(t) = {?t_c)g E: i ; g eine Losung.

Also hat dieses AWP unendliche viele Lésungen.

u(t)
.,
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Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen 6.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Beweis des Satzes von Picard-Lindelof

Der Beweis des Satzes von Picard-Lindel&f nutzt aus der Analysis:

Banachscher Fixpunktsatz

Ist A abgeschlossene Teilmenge eines vollstindigen normierten Raums und
T: A — A strikte Kontraktion, d.h. |T(w)—T(u)|| < k||u—u|| firu,u € A
mit einer Konstante k € [0,1), so gibt es genau ein v € A mit T'(u) = u.

Man nennt u € A mit T'(u) = u einen Fixpunkt von 7" und T'(u) = u die
zugehorige Fixpunktgleichung.

Beweis des Satzes von Picard-Lindel6f: Setze I := [tyg—0, to+0] (fiir
ausreichend kleines § < ¢; dazu in Folge noch) und halte fest:

o C%I,R™) = {u: I — R™|u stetig} wird mit der Norm
l|ul|oo := maxser |u(s)| ein vollstindiger normierter Raum.
o A:=C%(I,B(yo)) ist eine abgeschlossene Teilmenge von C°(I, R™).
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Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen 6.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Beweis des Satzes von Picard-Lindelof (Fortsetzung)

Umformulierung der Losungseigenschaft als Fixpunktgleichung (fiir u € A):
t

u' = f(t,u) auf I, u(ty) = yo &£ u(t) =yo+ [ f(s,u(s))dsfirtel
to

— T(u)=u
mit T: A — C°(I,R") definiert durch T'(u)(t) == yo + ;. f(s,u(s))ds.

Priife nun Voraussetzungen des Fixpunktsatzes fiir dieses T':

(1) Zeige T'(u) € A fiir u € A (so dass man T': A — A auffassen kann):
Fiir M :=max g, o y0 o 6B (o) |f(s,z)| und t € I bekomme

T (u)(t) — yo| = < Jt—tg| M < 6M < ¢

t f(s,u(s))ds

wenn nur § < 57 ist. Also T'(u)(t) € B (yo) fiir t € I und T'(u) € A.
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Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen 6.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Beweis des Satzes von Picard-Lindelof (Fortsetzung)

(2) Zum Nachweis der strikten Kontraktionseigenschaft

IT(W) — T(u)]loo <2 |u—ullw  fiiralleu,ue A

von T rechne fiir t € I erst
@O ~T)(O = | [ 1) = Fs.u()] ds

< [t=tol [1f (s, u(s)) — f(s,u(s))]lo

pLB _ 11~
< 0L [[u—ulles < 3 [[u—ulls

wenn nur § < i ist. Nehme dann max;cs( ), erhalte Behauptung.

Fazit: Fiir § < min {e, £, 5+ } alle Voraussetzungen des Fixpunktsatzes
erfiillt! Erhalte eindeutige Losbarkeit fiir 7'(u) = u und fiir das AWP.
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Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen 6.1 Lokale Existenz und Eindeutigkeit

Beweis des Satzes von Picard-Lindeldf (finales Detail)

Finalisiere Beweis mit technischem Argument, das Eindeutigkeit von
A=C%(I,B.(yo)) auf alle Lésungen auf I = [to—d,to+d] erweitert:

Weil € und § leicht verkleinert werden kdnnen, gibt das Vorausgehende

eine Losung u mit |u(t)—yo| < € fiir alle t € (to—9, to+9).

Falls eine Lésung @ auf I mit u ¢ CY (I, E:(yo)) existiert, so ...
e wihle (mit Stetigkeit) ¢, € (to—09, to+9) mit |u(ts)—yo| = €, so dass
0 = |te—tp| < ¢ kleinstmoglich,

o erhalte u,u € A, := C° ([t0—5*,t0+5*],§g(y0)) mit u(ty) # u(ts)
und damit einen Widerspruch zur gezeigten Eindeutigkeit in A,.

Also gilt Eindeutigkeit unter allen Losungen. Der Beweis ist komplett. []
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Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen 6.2 Globale Existenz

6.2 Globale Existenz

In guten Fallen erhdlt man sogar globale Existenz auf jedem beliebig
vorgegebenen Intervall I:

Satz (globale Existenz bei globaler pLB)
Gilt fiir stetiges f: I x R™ — R" die beziiglich x globale pLB

Ift,Z) — f(t,z)| <L) |T—x| firalletel, z,7 € R
mit stetigem (: I — [0,00), so ist fiir alle ty € I und yo € R™ das AWP
u' = f(t,u) auf I, u(to) = Yo

stets eindeutig I6sbar.

Wichtigster Fall sind lineare Systeme u’' = Au 4+ b mit A € CO(I, R™ ™),
b € C°(I,R™). Fille hoherer Ordnung und mit C™ anstelle R™ kdnnen wie
ublich reduziert werden. Die zentrale Behauptung aus 3.1 ist abgedeckt.
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6.2 Globale Existenz

Kapitel 6: Existenz und Eindeutigkeit von Lésungen

Zum Beweis des globalen Existenzsatzes

Beweis: Betrachte o.E. nur Fall I = R mit |f(t,2)—f(t,z)| < L|z—=x|
und |f(t,z)| < L(1+4|z|) fur alle t € R, 2,z € R™ und ein L € [1,00).
Mit Picard-Lindelof erweitere Losung u des AWP schrittweise um ¢ > 0:
(1) u: [to—0d, to+8] — B, (yo) mit £1 := 1+|yol,
(2) u: [to, to+20] — B, (u(to+0)) mit e := 1+|u(to+0),
(3) u: [to+0, to+30] — BL, (u(to+25)) mit e3 := 1-+[u(to+25)],

und so weiter.

Dabei nutze im i-ten Konstruktionsschritt fiir z € EZ (u(to+(i—1)0)) die
Schranke | f(t,z)| < L(1+|u(to+(i—1)d)|+¢;) = 2Le;, um aus Beweis in

Abschnitt 6.1 Fortsetzbarkeit um min{e;, 57, 3} = 5r =: & abzulesen.
Am Ende erhalte u auf [tgp—0d, 00). Analog erweitere auf (—oo,tg+46]. [
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Ausblick: Variationsprinzipien fiir DGL

Ausblick: Variationsprinzipien fiir DGL

Oft kénnen DGL durch von Funktionen abhingige Minimierungsprobleme
motiviert und hergeleitet werden. Man spricht von Variationsprinzipien. Es
folgt eine kurze, grundlegende Einfiihrung in diese Theorie.
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Ausblick: Variationsprinzipien fiir DGL

Variationsintegrale und Minimierer

Seien t; < to in R, n € N und L: [t1,t2] xR"xR"™ — R eine gegebene
stetige Strukturfunktion, genannt Lagrange-Funktion oder Integrand.

Man untersucht die Minimierung des Variationsintegrals

Tl = [ L0t ut), (1) dt

t1

unter allen Funktionen u: [t1,t2] — R™ mit RBen u(t1) = y1, u(t2) = 2.

Definition (Minimierer von Variationsintegralen)
Eine Funktion u € CY([t1,t2], R™) heiBt ein Minimierer von T, wenn gilt:

fiir alle i € C'([ty, 2], R™)

Zlu| < Z]u] mit u(ty) = u(ty) , u(tz) = u(tz).
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Ausblick: Variationsprinzipien fiir DGL

Die Euler-Lagrange-Gleichung

Fiir die zentrale Verbindung zu DGL wird nun der Integrand von
to
T[u] = L(t,u(t), ' (t))dt
t1
als Funktion L(t,z,v) von t € [t1,t2], x € R™ und v € R™ aufgefasst:

Satz (Euler-Lagrange-Gleichung)

Sind L, VL stetig und V,L sogar C* auf [ti,ts] x R" xR, so erfiillt
jeder Minimierer u € C?([ty,t], R™) von T die DGL zweiter Ordnung
d

T [VoL(t,u(t), ' (t)] = VuL(t, u(t),u'(t)) fiir t € [ty,to] .

@ Dies ist ein Analogon der Analysis-Kriterien f'(z) =0 und Vf(z) = 0 fir
Minimalstellen — nur, dass man hier unter Funktionen minimiert und statt
einer Gleichung bzw. eines Gleichungssystems sogar eine DGL erhilt.

@ Fiir ein Variationsintegral Z von beliebiger (statt wie oben erster) Ordnung
m € IN erhdlt man analog eine DGL der Ordnung 2m.

Thomas Schmidt (FB Math, UHH) DGL | fiir Ingenieure TUHH, WiSe 23/24 104 /110



Ausblick: Variationsprinzipien fiir DGL

Herleitung/Beweis der Euler-Lagrange-Gleichung

Beweis des Satzes: Fiir ¢ € C'([t1,t2], R") mit ¢(t1) = ¢(t2) = 0 gilt
Tlu] < Z[u+sy] fir alle s e R.
Das notwendige Kriterium fiir Minimalstellen (hier fiir s — Z[u+s¢]) gibt

d SPatz Differ. to d
0=—| Z arameter —| Lt u(t ), (t (¢)) dt
dsls=0 fut-see] /tl dsls=0 (& ult)+sp(t), ' (t)+5(2)

:/2 [Vxﬁ(t,u(t),u'(t))-go(t)+Vv£(t,u(t),u’(t))-cp'(t)} dt

t1

pl t2 ’ d

B[ |Vl ult). v (1)) = G [Vol(tult). ()] | - (0) .

1

Da dies fiir alle ¢ € CY([t1, 2], R™) mit @(t1) = p(t2) = 0 gilt, folgt mit
dem Fundamentallemma der Variationsrechnung (dazu hier keine Details)

(i (VoL (t,u(t), v (t))] fiir t € [t1,to].

Die Behauptung ergibt sich dann durch Aquivalenzumformung. O
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Ausblick: Variationsprinzipien fiir DGL

Anwendung 1: Variationsprinzip fiir Bewegungsgleichungen

Die Bewegung eines (punktformigen) Teilchens der Masse m > 0 im
Potential V': R? — R verbindet man mit dem Variationsintegral

S[z] = /:2 [Am|Z' )] — V(Z(¢)] dt  fiir T: [t1, 2] — R?,

1

dem sogenannten Wirkungsfunktional. Zugehorige Lagrange-Funktion ist
L(t,7,7) = im|t]* — V(Z) = Exin(t, 7, 7) — Epet (¢, 7, 7) .

Mit VzL(t,Z,7) = —VV(Z) und VzL(t, &, V) = mt erhdlt man als
Euler-Lagrange-Gleichung die allgemeine Bewegungsgleichung

mz" = —VV(:E') .

Lese ab: Beschleunigung erfolgt in Richtung des starksten Abfalls von V.
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Ausblick: Variationsprinzipien fiir DGL

Anwendung 2: Variationsprinzip der hangenden Kette

Beschreibe an Endpunkten aufgehdngte Kette konstanter N
Massendichte 1 > 0 als Graph von u: [z1,z2] — R mit )
x1 < x2 in R. Bei Fallbeschleunigung g > 0 ist die po- (@)
tentielle Energie der Kette als skalares Variationsintegral

Elu] == pg /932 u(z)\/1+ /()2 dz

1
gegeben. Da pg > 0 fiir Minimierung irrelevant, betrachte

Lagrange-Funktion £(z,y,m) = yv/1+m2. Mitt %(z,y,m) =V 1+m?

und g—fl(ac,%m) = \/% erhalt man als Euler-Lagrange-Gleichung

oder dquivalent (nach einigen Ableitungsregeln und Umformungen!)
u"u = 1+(u')?.

I T2

2\ 2

. . . . . . . a a
Hier im skalaren Fall reduzieren sich die Gradienten Vy; Vim zu Ableitungen 59 B
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Ausblick: Variationsprinzipien fiir DGL

Anwendung 2 (Fortsetzung): DGL der hangenden Kette

Zur Losung der skalaren DGL der hangenden Kette
u"u = 1+(u')?
kann man unterschiedlich vorgehen, zum Beispiel wie folgt:

@ Moglichkeit 1: Transformiere gemaB letztem Punkt auf Folie 35 auf skalare
2
DGL m/ = 1';—’; fiir Funktion m der Variablen y. Mit Separation der

Variablen erhalte m(y) = C?y2—1 mit 0 # C € R. Riicktrafo gemiB
(u™t)" = L fiihrt dann auf u(x) = £ cosh(C(z—x0)) mit 29 € R.

@ Moglichkeit 2: Berechne (\/1+( ,)2) = 1(4{5:23,);;;/; = 0. SchlieBe auf
ﬁ = % mit 0 £ C' € R. Mit Separation der Variablen komme wieder
auf u(z) = 4 cosh(C(z—10)) mit o € R.

Jedenfalls sind die Lésungen u(z) = +4 cosh(C(z—w0)) verschobene und
skalierte Versionen von cosh. Ihre Graphen heiBen Kettenlinien/Katenoide.
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