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Kapitel 1: Gewohnliche Differentialgleichungen

1.1 Einfihrung und Beispiele
Definition:
Ein Gleichungssystem der Form

F(t,y(®),y'®),...,y™ () =0
mit
F:la,b] xR"x...xR" - R"

-

(m+1)-fach

heil3t ein implizites gewohnliches Differentialgleichungssystem der
Ordnung m.

Laft sich das System nach y(m) (t) auflosen, so ergibt sich das explizite
System der Form:

y (@) = £ty (), y'(t), ...,y V(1))




Im Folgenden suchen wir stets eine C"*—Funktion
y : [a,b] — R"
die das Differentialgleichungssystem erfullt, d.h. es gilt
Ft,y(®),y'(®),....y'™(#) =0
fur alle t € [a, b] beziehungsweise
y() = £,y (), y' (@), ...y D @)
Spezialfall:

Hangen die Funktionen F bzw. f nicht explizit von (der Zeit) t ab, so nennt
man das System autonom, d.h.

F(y(®),y'®),...,y™ () =0
oder

y(@) = £(y(©),y'®), ...,y D @)
Losungen nennt man dann auch Trajektorien der DGL.

Beispiel: Die skalare Gleichung erster Ordnung

y'(t) = y(t)

hat auf jedem Intervall [a, b] C R unendlich viele Losungen der Form

y(t) = C - €, CeR

Problem 1: (Anfangswertaufgabe)
y(®) = flt,y®), a<t<b yeR"
y(a) = yaq (Anfangswert)
Problem 2: (Randwertaufgabe)
y'@#®) = fty@®), a<t<b yeR”
r(y(a),y(b)) = O (Randwert)
r ¢ R"xR"—R"




Beispiel: Populationsmodell |

Sei N(t) = GrolRe einer Population, z.B. Bakterien auf Nahrboden
Anderung in kleinen Zeitabschnitten wird bestimmt durch

b = Geburtenrate d = Sterberate

Damit gilt
AN
—— =~ (b—-d)N(t
~ & (=N ()
Im Grenzwert At — 0 erhalt man die Differentialgleichung:
dN
— = aN(t), a=b-—d
dt

Mit der Anfangsbedingung N (tg) = Ng erhalt man die eindeutige Losung
N(t) = Nge®(t—to)

= Exponentielles Wachstum

Beispiel: Populationsmodell I
Bei exponentiellem Wachstum gilt

lim N(t) = oo

t—o0
Unrealistisch!

Suche Modell mit
lim N(t) =K < o
t—o0

Verhulst: Wachstumsrate ist eine mit N (¢) linear fallende Funktion

dN
T AN () (K — N(t))

Losung der Anfangswertaufgabe:

K - Ng
Ng + (K — Ng)e— K (t—to)
= Logistisches Wachstum

N(t) =




Beispiel: Regelkreisglied
Mechanisches Feder—-Dampfer—-System mit Anregung:

ye(t) = vorgegebene EingangsgroRe
ya(t) = AusgangsgrolRe
Kp = K(ye — ya) = Federkraft

Kp = ryq(t) = Dampferkraft
wobei K Federkonstante und » Dampfungskoeffizient.
Differentialgleichung
: K
Ya(t) = —Aya(t) + Aye(t), A= .~

Losung des Anfangswertproblems bei Vorgabe von y.(t), t > tp:

4
ya(t) = ya(to)e—)\(t—to) + )\/ye(T)e)\('r—t)dT
to

Beispiel: Newtonsche Abkuhlung
Temperatur T'(t) eines homogenen Korpers (raumlich gemittelt):

dIr  k-F
= (L) — T(1)
t c-m
wobei
T,(t) = Umgebungstemperatur
m = Masse des Korpers

F = Oberflache

c = spezifische Warme

k = Proportionalitatsfaktor
Differentialgleichung ist identisch mit der des Regelkreisglieds!!

Insbesondere gilt: T(t) — Ta(t) furt — oo




Beispiel: Elektrischer Schwingkreis
Gegeben seien:

R = Ohmscher Widerstand

L = Induktivitat

C = Kapazitat
Flr die Spannungsabfalle gilt:

Up=R-I, Uy,=L-1, I=C-Ug
sowie bei vorgegebener Spannung U (t):
Ur+Ur+Uc=U(t)

Ersetze in Ui und Uy, die Variable I durch C - U :

R-C-UC—FL'C-UC—I—UC:U(t)

Differentialgleichung zweiter Ordnung:
LCUs~+ RCU-+Ugs = U(t)
Typische Vorgabe: Wechselspannung
U(t) = Ugp cos(wt)
Achtung: Anfangswertproblem mit Vorgabe von

Uc(tg) = C1 und  Ug(tg) = C>

Schreibe Differentialgleichung auch als System erster Ordnung:

Y1 = Y2
R 1 1

o _ R 1 14
Y2 792 LCy1+LC

wobei y1 := U, und yo := U .




Richtungsfeld: (einer skalaren Differentialgleichung erster Ordnung)
Gegeben sei die Differentialgleichung:
y'(t) = f(ty()  (y(t) €R)

Betrachte an jedem Punkt (¢,y) € R? den Richtungsvektor v = (1,¢y/)T
in der Tangentenrichtung v/ = f(¢,y) (Richtungsfeld).

Beispiel: (auf Folie) Richtungsfeld der Differentialgleichung 3’ = .

Definition:  Ein Tripel (¢, y,vy’) € R3 welches die Gleichung v/ = (¢, v)
erfillt nennt man ein Linienelement der Differentialgleichung.

“Erraten” der LOsung aus einer Skizze des Richtungsfelds:

Gegeben sei die Differentialgleichung

Yy = —
Y

Linienelemente der Differentialgleichung

sind gegeben durch die Tripel (t, Y, —%) € R3.

Richtungsvektor v im Punkt (¢, y) ist gegeben durch

INT t g
v=(1,y)" = (1,——)
Yy

und es gilt
vLlr=(y)! (Ortsvektor)

Losung sind (geometrisch gesehen) Kreise in der (¢, y)—Ebene:

y(t) = V2 —t2 (—r<t<r)




1.2 Elementare Losungsmethoden
Typ A: Separierbare Differentialgleichungen
Gegeben sei die Differentialgleichung

y'(t) = f(t) - g(y)

in einem Bereich D der (¢, y)—Ebene. Gilt g(y) # 0, so lassen sich die
Variablen ¢ und y trennen:

y'(t)
g(y) )

Integration mittels Substitutionsregel:

Yy
/9(77) /f(T)dT

Bezeichnen wir mit H(y) eine Stammfunktion von 1/¢(y), also

so folgt
t
H(y) = H(yo) + [ f(r)dr
t

Da g(y) # O, ist die Stammfunktion H (y) injektiv und daher invertierbar:

dy

t
_ -1 _
y(t) = H (H(yo)-l-t{ f(T)dT), Hw) = [ %




Beispiel: Betrachte die Gleichung ¢’ = —t/y:

y t
yy = -t = /nd77=—/7'd7'
Yo to

Daraus folgt:
v?_ %
2 2
Unter Vorgabe einer Anfangsbedingung

1
=—§(t2—t%) = Y2 +t?=ys+ 15 =12

y(to) = vo
erhalten wir die Losungen in der Form
v? 2 =y 415 =17

Dies sind gerade Kreise in der (¢, y)—Ebene.

Typ B: Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen

Differentialgleichungen der Form

y'(t) = f (%)

lassen sich durch die Substitution

auf separierbare Gleichungen zurlckflhren:
flu) =y'(t) = (tu(®)) = u(t) + tu'(t)
Auflésung nach u/(t) ergibt die separierbare Gleichung




Beispiel:

Gesucht ist die Ortslinie aller Punkte, fur die der Tangentenabschnitt auf
der y—Achse gleich dem Abstand des Punktes vom Ursprung ist.

Beispiel: (Fortsetzung)
Die zugehorige Differentialgleichung lautet also:

2
y
y—ty =\t +y* = y/_‘Z_ 1+(%)

Substitution v = y/t ergibt:

; \/l—l-u2

u —_— —
t

Trennung der Variablen liefert zunachst:
/ du / dt
V14 u? ¢

In <u+ 1—|—u2) =—In|t|+ C;

und damit




Aus der Beziehung (siehe Analysis 1)

arcsinh(u) = In (u—l— 1+ u2>
folgt
u =sinh(—In|t|+ C1)

und damit durch Rucksubstitution

Wahlt man C = ¢©1, so erhalten wir
2

oy=0C—"
4 c

und es ergibt sich als Losung die Parabelschar:

t2=C2-20y, C=¢e%

Typ C: Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung
Differentialgleichungen der Form

y'(t) + a(®)y(t) = h(t)
mit Inhomogenitat /().
Man nennt die Gleichung homogen, falls h(t) = 0.

Die allgemeine Losung laft sich stets in der Form
y(t) = yp(t) + yp(t)
schreiben.

Dabei ist y,(t) eine spezielle (partikulare) Losung und y;,(t) die allge-
meine Losung der homogenen Gleichung

yp () + a(®)yp(t) =0

ist.




I. Berechnung der allgemeinen Losung der homogenen Gleichung:

Trennung der Variablen
dyh(t)

+a(®)yp(t) =0

/% —/ (1) dt

und man erhalt die allgemeine Losung

t
y(t) = C - exp (—/a(7‘)d7‘>

to
mit einer beliebigen (Integrations—)Konstanten C' € R.

ergibt mittels Integration

Il. Berechnung einer speziellen Losung der inhomogenen Gleichung:

Dazu verwendet man den Ansatz (Variation der Konstanten)

t
yp(t) = C(t) - exp (— / a(T)dT)
to
Einsetzen in die inhomogene Gleichung ergibt

t
C'(t) - exp (—/a(T)dT) —a(®)yp(t) + a(t)yp(t) = h(t)
to
Durch Integration der Differentialgleichung fir C'(¢) erhalt man

t T
C(t) = /h(T) . exp (—/a(g)dg> dr
to to




Spezialfalle:

Konstante Koeffizienten a(¢t) = const. und spezielle Form von h(t)
Folgende Ansatze liefern dann einfacher eine spezielle Losung

h(t) yp(t)

L Sk
>, bt > ¢t

by cos(wt) + by sin(wt)  csin(wt — )

beAt ceMfalls A = —a

ceMfalls A\ = —a

Beispiel: Betrachte die Differentialgleichung

y'(t) +y(t) = sint
Allgemeine Losung der homogenen Gleichung

t
yp(t) = C-exp —/dT =C-exp(tg —t)
to
Variation der Konstanten

yp(t) = C(t) -exp (tg — t)

Einsetzen ergibt

t
C(t) = /Siﬂ(T) -exp (7 —tg)dr
to




Bestimmung einer speziellen Losung tber den Ansatz
yp(t) = Csin(t — )

Einsetzen ergibt

C cos(t —~) 4+ Csin(t —v) = sint
Additionstheoreme

C(costcos~ + sintsiny) + C(sintcos~y — costsiny) = sint
Daraus folgt
C cost(cosvy —siny) 4+ C'sint(siny 4 cos~) = sint

sowie

cosy —siny =0, siny+cosy=+v2, C=1/V2

Typ D: Bernoullische Differentialgleichungen

Differentialgleichungen der Form
y' (1) + a(®)y () + b(t) (y(1)* = (a#0,1)
lassen sich durch die Substitution
u(t) == (y(t)
stets auf lineare Differentialgleichungen zurtckfuhren:
W) + (1 = a)a(t)u(t) = (o — 1)b(t)

Probleme ergeben sich bei der Rucksubstitution

_1
Yy = ul—a

Zum Beispiel kann y () (in endlicher Zeit) singular werden.




Beispiel: Betrachte die Differentialgleichung
Y () = y(t) + ty>(t)
Eine Losung ist y(¢t) = 0. Substitution u(t) = 1/y(¢) ergibt
u'(t) +u(t) = —t
Losung u(t) besteht aus allgemeiner plus spezieller Losung
u(t) =C-et+1—t

Rucksubstitution
1
y(t) =

T —txC .o (C Konstante)
J— . e

Konkretes Beispiel:
Mit der Anfangsbedingung y(0) = 2 existiert die Losung nur auf dem
Intervall [-1.6783...,0.7680.. .].

Typ E: Riccatische Differentialgleichungen
Differentialgleichungen der Form

Y (£) + a(®)y() + b1y (1) = c(t)
lassen sich nur in speziellen Fallen in geschlossener Form Iosen:

Sei eine spezielle Losung yy(t) bekannt = Substitution

L 1
w) =y = 0@

Dann lost u(t) die lineare Gleichung

W' (1) — [a(t) + 2b()yp(D)]u(t) = b(t)

Beispiel: Gegeben sei die Riccatische Gleichung

Y/ () = —2t + 3ty(t) — ty(t)
Man sieht direkt, dass y,(t) = 1 eine spezielle Losung ist.




Beispiel: (Fortsetzung)
Substitution u(t) = 1/(y(t) — 1) = y =14 1/u liefert
W) = —uy
= —u?(—2t+ 3ty(t) — ty>(1))

t 2t ¢
= —uQ(—2t+3t+3——t————)
u

u u2
= —tu(t) +t
Lineare Differentialgleichung:

t2
u(t) =14+ C - -exp (—5>

und damit
1

14+ C-exp (—’522)

y(t) =1+

Typ F: Exakte Differentialgleichungen

Gegeben sei die Differentialgleichung

g(t,y(®)) + h(t,y(t))y'(t) =0

Annahme: Es existiert eine Funktion ® (¢, ) mit:

ob(t,y) ob(t,y)
o g(t,y), Ty = h(t,y)
Dann folgt
dd(t,y(t)) _ ob(t,y(t)) , o0(t,y(t)) ,, . _
dt - ot + oy ()=0

Die Losungen der Differentialgleichung sind dann gegeben durch
d(t,y(t)) = C = const.
Man nennt die Differentialgleichung g + hy’ = 0 dann exakt.




Analysis lll:  Definiere ein Vektorfeld F'(¢,y):

F(t,y) == (g(t,y), h(t, )"
Die Differentialgleichung heil3t exakt, falls F' ein Potential besitzt:
g(t,y) = Du(t,y), h(ty) = dy(t,y) Pect
Dies geht nicht immer: Integrabilitatsbedingung

Satz:

Sind die beiden Funktionen ¢(¢,vy) und h(t,y) stetig differenzierbar und
ist der Definitionsbereich einfach zusammenhangend, so besitzt das Vek-
torfeld F' ein Potential ® genau dann, wenn im Definitionsbereich die Be-
dingung

oh dg
Tt y) = —2(¢
8t(,y) 6)y(,y)

erfullt ist.

Berechnung des Potentials ® (¢, y) Gber Kurvenintegral:

®(ty) = [ F(rmd(rn)
C(t,y)
Dabei bezeichnet c(; .y eine Cl—Kurve, die die Punkte (tg, yg) (fest) und
(t,y) (variabel) verbindet.

Gilt D = R?, so kann man den Hakenweg

(to,vo) —  (tyo) — ()

wahlen und erhalt fur das Potential die Darstellung

t Yy
d(t,y) = /g(T, yo)dr + /g(t,n)dn
to Yo




Beispiel: Gegeben sei die Differentialgleichung

(L+2ty+92)+ (2 +2ty)y =0  ((t,y) €R?)
Wegen

0 0
—(t° +2ty) = —(1 + 2ty + y°) = 2(t + y)
ot oy

ist die Integrabilitatsbedingung erfillt, d.h. die Gleichung ist exakt.

Berechnung des Potentials:

Erster Schritt
od 5
—— =g=142t
ot 9 + 2ty +vy

Integration bezuglich ¢ ergibt

®(t,y) = t(1 +y°) + 7y + C(y)
Beachte: Integrationskonstante kann von y abhangen!!

Zweiter Schritt: Wir haben bereits die Form

®(t,y) = t(1 +y°) + 7y + C(y)
Es muss aber noch gelten

()
8—=h=t2+2ty
Oy

Einsetzen des Ergebnisses aus dem ersten Schritt liefert
2ty +t2 +C'(y) =t2 + 2ty = C(y) = const.

(Implizite) Losung der Gleichung

t(1 4+ 2 (1) + t2y(t) = C




Methode des integrierenden Faktors:
Gegeben sei die nicht exakte Differentialgleichung

g(t,y) +h(t,y)y =0
Wir suchen nun eine Funktion m (¢, y) so, dass die Gleichung

m(t,y)g(t,y) + m(t,y)h(t,y)y' =0
eine exakt Differentialgleichung ist.
Bedingung: Integrabilitatsbedingung ist erfullt!

0 0
g(m-h)—a—y(m-g)zo

Daraus ergibt sich die Bedingung:
oh 99\ _
ot Oy

om om
[ s
( ot gay>+m

Zwei einfache Sonderfalle:

1. Fall:  Wir nehmen an, dass m = m(t) nur von ¢t abhangt.

dm B [<8h dg

a 0 )

Bed.: héngfrnur von t ab

2. Fall:  Wir nehmen an, dass m = m(y) nur von y abhangt.
dm Ooh 0Og
—= [T -3)/ - m®
dy | ot 0y |
Bed.: héngtvnur von y ab

In beiden Fallen erhalten wir eine gewohnliche Differentialgleichung und
die Losung m ist ein integrierender Faktor!




Beispiel: Gegeben sei die nicht exakte Gleichung

(1—ty)+ (ty—t2)y' =0

Es qilt:
h —1 1
oh 9y /h="Y i
ot 0y ty — t2 t
Ansatz:
dm 1
. = _= t ) = =
= m®) = m()

Damit ist die Differentialgleichung

(F-v)+@-0y=0 (#0)

exakt und die (implizite) Losung lautet

Ot y(1) = In|t] — ty(t) + %yz(t) — const.

1.3 Elementare Losungsmethoden fiir Differentialgleichungen
zweiter Ordnung

Typ A: Gegeben sei eine Gleichung zweiter Ordnung der Form

y' (1) = f(t,y'(1))
Die rechte Seite der DGL hangt also nicht von y(¢) ab.
Setzen wir z(t) := 1/(t), so erhalt man eine Gleichung erster Ordnung:

2 (t) = f(t,2(t))

LaRt sich diese Gleichung losen, so folgt

t
y() = y(to) + [ 2(r)dr
to




Beispiel: Die sogenannte Kettenlinie ist die Losung der Gleichung

y'(H) = ky/1+ (/(1)°
Die Subtitution z(t) := 4/(¢) ergibt die Gleichung erster Ordnung

Z(t) = kV1 4+ 22(t)

Mittels Trennung der Variablen findet man

/ /1_|C_l222(t) Zk/dt

z(t) = sinh(kt 4 c1)
mit der Integrationskonstanten c;.
Integration von z(t) ergibt die Kettenlinie y(¢) in der Form

und daher

y(t) = %COSh(kt +c1) + e

Typ B: Gegeben sei eine autonome Gleichung zweiter Ordnung

y' (1) = fly@®),y' ()
Nimmt man an, dass die Losung auf einem Intervall streng monoton ist,
so existiert die Umkehrabbildung ¢t = ¢(y) und
dt 1

dy ~ y'(t(y))
Setzt man v(y) := v'(t(y)), so folgt

dv " a1

Differentialgleichung erster Ordnung
Ist die Losung v(y) bekannt, so erhalt man y(t) durch Auflésen von

Y

dt 1 d
= = t—t():/ Y

dy  v(y) o)




Typ C: Betrachte man den Spezialfall einer autonome Gleichung der Form

y"' (1) = f(y(t))

Man berechnet
vy' = fly)y

= l(y’)2 = /f(y)dyIZF(y)-l—C

= Y = £/2(F(y) +0)
Die Funktion y(t) sei invertierbar (auf einem gewissen Bereich)
dt 1
=4
dy \J2(F(y) +O)
und man erhalt y(t) durch Auflésen von

t=1t(y) =

dy
+
/¢%Hw+0)

Kapitel 2: Theorie der Anfangswertaufgaben

Wir betrachten im Folgenden stets das Anfangswertproblem

Yy (@) = £t y()

y(to) = Yo
Rechte Seite f : D — R"™, D C R x R", D offen und yg € D.
Die Fragen, die wir beantworten wollen: 3Y

a) Existiert eine Losung y(¢) in einer Umgebung |t — tg| < &
der Anfangszeit?

b) Ist diese Losung eindeutig bestimmt?
c) Wie weit lasst sich die Losung in der Zeit fortsetzen?

d) Wie verandert sich die Losung bei Storung der Anfangsdaten (¢g, yo)
oder der rechten Seite f(t,y)?




21 Existenz und Eindeutigkeit flir Anfangswertaufgaben
Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem
y'(t) = ly@®)], y(0)=0

Diese Gleichung besitzt beliebig viele Losungen: seien o, 3 > 0

—%(t +a)? . —co<t< —a

y(t) = 0 D —a<t< g

1t+6)2 : B<t<oo

Eigenschaften der rechten Seite:

1) Die rechte Seite ist stetig und beschrankt auf D = R x [—a,al],
a> 0,

2) Die rechte Seite ist dort nicht Lipschitz—stetig,

3) Die rechte Seite ist bei y = 0 nicht differenzierbar.

Satz: (Existenzsatz von Peano (1890))

Die rechte Seite f(¢,y) sei auf einem Gebiet D ¢ R™11 stetig und es
gelte (tg,yo) € D.

Dann existiert ein € > 0, so dass das Anfangswertproblem

(@) = f(t,y®)

y(to) = Yo
im Intervall |t — tg| < e eine Losung besitzt.
Konstruktiver Beweis mittels des Eulerschen—Polygonzug—Verfahrens:
Rekursive Berechnung einer (diskreten) Naherungslosung

tit1 = t; + hy, Yi+1 =Y+ hif(ti,y:)

mit den Startwerten (¢p,yo)-
Naherungslosungen konvergieren gegen eine Losung fur h; — O.




Bemerkung: Jede Losung eines Anfangswertproblems lasst sich auf ein
maximales Existenzintervall —co < tin < t < tmax < oo fortsetzen.

Der Graph (t,y(t)) der Losung kommt dabei fir t — tmpin bzW. t — tmax
dem Rand von D beliebig nahe, d.h. jeder Haufungspunkt von (¢, y(t)) far
t — tmin bzw. t — tmax liegt auf dem Rand 0D.
Beispiel:
1) Die Losung y(t) = exp(t) des Anfangswertproblems
y =y, y(0)=1
ist auf ganz R definiert. Also ist t i, = —oo und tmax = oo.
Esist D = R2 und
lim (t,y(t)) = (—00,0) € 0D

—Tmin

lim (ty()) = (00,00) €D

2) Das Anfangswertproblem
t
vy =—=, y(0)=r>0, D=Rx(0,00)
Y

besitzt die Losung y(t) = /72 — t2. Dabei ist tin = —7, tmax = 7
und

, lim (t,y(t)) = (—r,0) € 8D

tmin
3) Fur das Anfangswertproblem
v =y* y(0)=0, D=R?
erhalt man mittels Trennung der Variablen die Losung
1

y(t) = 17_t7 —00 = tm|n < t < tmax == 1




Satz: (Picard, Lindelof)
Die rechte Seite f(t,y) sei stetig auf dem Quader
Q:={(t,y) e R : |t—tg| <a A |y — yolleo < b}
Ferner gelte mit Konstanten M, L > O:
fE I < M V(,y) €eQ
(Lipschitz—-Bedingung)

Dann besitzt das Anfangswertproblem y’'(¢) = f(¢,y(t)), y(tg) = yo
eine eindeutig bestimmte Losung y(¢), die mindestens im Intervall

[to — &, to + €] mit
: ( b>
e:=min (a,
M

definiert ist.

Beweis: Durch Integration der Differentialgleichung folgt

t
y(t) =y(to) + [ £(r,y(r)) dr
to
Losung dieser Fixpunktgleichung mit Hilfe einer Fixpunktiteration:

yO® = yo)
t
yED@® = yW o) + [ (. y®(m)ar
to
Die lteration liefert in jedem Schritt eine genauere Naherungslosung:
Verfahren der sukzessiven Approximation

Beweis lauft damit analog zum Beweis des Fixpunktsatzes (Analysis Il)




Bemerkung:
1) Erfillt die rechte Seite f(¢, y) auf [t1, to] x R™ die Lipschitz—Bedingung
1£(t,9) — £ < LIy =y,
so besitzt das Anfangswertproblem mit ¢t € [t1,tp] eine eindeutig

bestimmte Losung, die auf ganz [t1,t>] erklart ist. Man nennt dies
Globale Existenz.

2) Ein lineares Anfangswertproblem

y'(t) = A@)y®) +h(t)

y(to) = yo
mit stetigen Funktionen A : R — R(7) h : R — R™ besitzt eine
eindeutig bestimmte Losung, die auf ganz R definiert ist.

3) Ist f(¢,y) auf dem Quader Q eine C1—Funktion, so erfiillt f(¢,y) dort
die Lipschitz—Bedingung.

Beispiel: (Verfahren der sukzessiven Approximation)
Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'() =y, y(0)=1
Dann gilt mit y(9)(¢) = 1:

t
y D0 = yO0 + [y O@dr =14+
0

= (Beweis durch Induktion)

kg
y M) = Y S

Fur £k — oo folgt demnach

y(@) = lim 4O @) = Y 1 = exp(1)
—00 =0 J"




2.2 Abhangigkeit von Parametern, Stabilitat
Gegeben sei das Anfangswertproblem
y' () =£(t y(), y(to) =yo€eR"
wobei f(¢,y) auf einem Gebiet D C R x R" stetig differenzierbar sei.

Dann existiert fir (¢g,yo) € D eine eindeutig bestimmte lokale Losung
y(t; to, yo), wobei wir die Losung in D maximal fortsetzen.

Frage:

Was passiert mit dieser Losung y(¢; tg, yo), wenn man den Startwert
(to,yo) ein wenig verschiebt?

Satz: (Lemma von Gronwall)

Gilt fur eine auf |t — tg| < e stetige Funktion r(¢) eine Abschatzung der
Form:

t
r(t)Sa—I—B/T(T)dT, a>0,8>0
to

so folgt fur alle |t — tg| < e die Beziehung:
r(t) < a eBlt—tol
Beweis: Wir definieren fur t > tg
t

u(t) 1= B_Bt/T(T)dT
to
Damit ergibt sich fiir die Ableitung von «(t) die Beziehung:

W' (t) = —Bu(t) + e Plr(t)




Aus der Voraussetzung

t
r(t) Soz—l—ﬁ/r(T)dT, a>0,8>0
to
erhalten wir unter Verwendung der Definition von u(t) gerade

e Pir(t) < e Fla+ Bu(t)
und daher folgt
u'(t) = —Bu(t) + e Pr(t) < ae”
Wir schreiben diese Ungleichung als
ae Bt — /() >0

und integrieren von tq bis ¢.

Integration von
o' (1) < ae™ Pt
uber [tg, t] ergibt mit u(tg) = 0

u(t) < % (e_ﬁto — e_ﬁt)

Nun gilt

o+ Be_ﬁtu(t)
o + aelt (e_ﬁto — e_/Bt>

aeBt—to0)

r(t)

IAINA

Dies ergibt fur ¢t > tg die gewlnschte Abschatzung.

Fir t < tg folgt die Aussage des Satzes aus der Transformation durch

Spiegelung, d.h.
7(t) :=r(2tg — t)




Satz: Fir Anfangswerte yg,zg € R"™ seien die Losungen y(¢; tg,yo)
und y(¢; to, zg) auf dem Intervall |t — tg| < e definiert.

Die Konstante L > 0O sei eine Lipschitz—Konstante der rechten Seite
f(t,y) auf einem Quader Q = [tg — ¢,tg + €] x Q.
Dann gilt fur |t — tg| < e die Abschatzung

Lit—tg]

Iy (tito, yo) — y(tito, 20)l| < e lyo — 2ol

Beweis: Die Aussage folgt direkt aus dem Lemma von Gronwall.

t
y(t;to,y0) =Yyo + /f(r,y(r; to,y0))dr
to
Mittels Dreicksungleichung erhalten wir damit:

/
lly(t; to, y0) — ¥(t; to, zo)l| < ||.‘Y0—Z0H+L'/ ly(7;to,yo)—y(7: to, zo)ldT
r(t) to

Bemerkung:

1) Der Satz besagt, dass die Losung eines Anfangswertproblem
Lipschitz-stetig von den Anfangswerten yy € R™ abhangt.

2) Fur eine lineare DGL

y'(t) = Ly(t), y(to) =wo, L >0
gilt in der obigen Abschatzung fur ¢t > ¢y Gleichheit:

ly(t; to, vo) — y(t; to, 20)| = eX(E710) . |yg — 2g|

Flr ¢t < tp wird der Fehler allerdings erheblich GUberschatzt:

ly(t; to, yo) — y(t; to, 20)| = e“710) . yg — 20| — O

furt — —oo.




Verallgemeinerung:

Sind f(¢,y), g(t,y) stetig differenzierbar auf einem Quader mit

gy < M
£t y) — £, I < Llly - ¥
so gilt fir die beiden Losung y(¢) und z(t) der Anfangswertprobleme
y' () = ft,y®), y{o)=yo
Z'(t) = g(t,z(t), z(t1) = zg
die Abschatzung
ly(®) — 2| < llyo — zoll =0l 4 M |t1 — to| FIt ol

n % (eLlt=tol _ 1)

Eine Anwendung: Parameterabhangige Anfangswertprobleme
Wir betrachten dazu das Anfangswertproblem
y' @) =£(t,y(#),)), y(o)=yo

d.h. die rechte Seite hangt von einem Parameter A € R™ ab.
Diese Problem lasst sich einfach auf den letzten Fall zurtckfihren:

y' (@) = fit,y®),z(1), y(o) =vyo
Z/(t) = 0, z(tg) =\
Setzen wir w(t) = (y(t),z(t))T, so gilt mit
g(t, w(t)) = (£(t, w(t)),0)"
und wg = (yo, ML, Wo = (yo, M) T die Abschatzung

lw(t; to, wo) — W(t; to, Wo)l|| < ellt—tol . |x — X




Frage: Kann man die beiden Grolien

0
Y() (= —y(tto,yo) € R
dyo
w(t) = aTY(t,tOQ’O)ER
0

exakt berechnen?

Satz: Die rechte Seite f(¢,y) sei eine C1—Funktion auf einem Gebiet
D c R™*1 §(¢) sei eine auf einem kompakten Intervall I C R erklarte
Losung der Differentialgleichung y' = f(t,y).

1) Es gibt einen Streifen um y ()
So:={t,VT 1 tel Ally-F®I<a}cD, a>0

so dass die Losung y(t;tgyg) des Anfangswertproblems fir alle
(to,y0) € Sa auf ganz I erklart ist.

Satz: (Fortsetzung)

2) Die Lésung y(t; to, yo) ist auf I x S, eine C1—Funktion beziiglich aller
Variablen.

3) Die so genannten Variationen

0
Y() (= —y(tto,yo) € R
dyo
W(t) = 8TY(t!t07YO)€R
0

sind die Losungen der linearen Anfangswertprobleme

Y'(t) = fy(t,y(tito,y0)) - Y(#), Y(to) =1,
w(t) = fy(t,y(tito,yo)) - w(t), w(tp) = —f(to,y0)




Kapitel 3: Lineare Differentialgleichungen

3.1 Systeme erster Ordnung
Explizites lineares Differentialgleichungssystem erster Ordnung:

(1) y'(t) = Ay (t) + h(t)
wobei A(t) € R(™) und h(t) € R™ stetige Funktionen in ¢ sind.

Das zugehérige Anfangswertproblem mit Anfangswerten (tg, yo) € R?+1
besitzt eine eindeutig bestimmte Losung y(¢; tg,yo), die fur alle ¢ € R
erklart ist.

Satz: Die allgemeine Losung der DGL (1) ist gegeben durch
y(t) = yp(t) + yn(t)

wobei y,(t) eine spezielle Losung der inhomogenen, y;, (t) die allgemeine
Losung der homogenen Gleichung ist.

Die homogene Gleichung

Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'(t) = A@®)y(t)

y(to) = Yo
Die Losung y(t; tg, yo) ist ein Element des Vektorraums R".
Basisdarstellung:
Seivl,...,v" eine Basis des R™. Dann gilt

n

y(tito,y0) = Y a(t)vF
k=1

mit der Anfangsbedingung:

n

yo= Y a(0)vF

k=1




Idee:

Betrachte die folgenden n Anfangswertprobleme (k = 1,...,n)
d
YN = Ay ()
t
yF(to) = v*

Definiere die Fundamentalmatrix bzw. das Fundamentalsystem

Y(#) = (M), ..., y"(®) e ROV
Satz: Die Matrix Y (¢) € R("") sej ein (beliebiges) Fundamentalsystem.
Dann gilt:
1) Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet:

n

yO) =Y(@®) c= Y ay*(®t), ceR”
k=1

2) Die Fundamentalmatrix ist fir alle ¢ € R regular.

Beweis:

Davl, ..., v" eine Basis bilden, ist die Matrix Y (¢g) regular, denn

Y(tO) — (yl(t0)7 ) yn(tO)) - (V17 s ’VTL)
Weiter qilt fur

n

y@®) = > ay®(t)

k=1
offensichtlich

n

Y1) = Y ey )= aA®yF)
k=1 k=1

— A®) (f cky’%t)) — A®Y(®)

k=1
Also ist y(t) eine Losung.




Beweis: (Fortsetzung)
Sei nun y*(t) eine Losung der Differentialgleichung. Dann setzen wir
c* 1= Y(t0) 'y*(to)

Dann sind y*(¢) und y(¢) := Y (t) c* beide Losungen des Anfangswert-
problems

Y =A®y®),  y(to) =y"(to
Da die Losung aber eindeutig ist, folgt y*(¢t) = y(¢). Also gilt
y () =Y()c"
Damit ist Teil 1) gezeigt.

Beweis: (Fortsetzung)

Teil 2) des Satzes besagt, dass Y (¢) fir alle ¢ € R regular ist:

Sei dazu t1 # tg fest. Wir zeigen dann folgende Aussage:
Vyl eR"3ceR” : Y(t1)c =y’

denn dann ist Y (¢1) regular.

Betrachten wir das Anfangswertproblem

Y() =A@y (1),  y(t1) =y!
so existiert stets eine eindeutige Losung, die nach Teil 1) in der Form
y()=Y(@)c

mit einem geeigneten c € R"™ geschrieben werden kann.
Fur ¢t = t1 gilt dann:

Y(t1)c =yl




Wronski—Determinante
Die C1—Funktion
W(t) = det(Y (1))

nennt man die Wronski—-Determinante der linearen Differentialgleichung
zum Fundamentalsystems Y (¢).

Die Wronski—Determinante ist selbst Losung einer (skalaren) linearen
DGL, es gilt namlich:

W/(t) = Spur (A(t)) - W (t)

Mittels Trennung der Variablen erhalt man die Losungsdarstellung

t
W () = W (to) exp ( / Spur (A (7)) dT)

to

Die inhomogene Gleichung

Wir betrachten das Anfangswertproblem

y'() = A@®)y(®) +h(t)
y(to) = Yo

Zur Losung der inhomogenen Gleichung verwenden wir wie im skalaren
Fall die Variation der Konstanten:

y(t) =Y () c(t)
Einsetzen ergibt:
Y(®) = Y@®)c®) +Y()ct)
A Y () e(t) + Y (#) (1)
= AWy +Y@) (@)




Die Funktion y(¢) = Y (¢) c(t) l6st die inhomogene Gleichung, falls:
Y () c'(t) =h()
Da Y () regular ist, kdnnen wir dies auch in der Form
() =Y 1) h()

schreiben. Durch Integration erhalt man

t
c(t) = co + / Y~ 1(r) h(r) dr
to
Satz: Die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung lautet:

t
y(£) =Y (1) ( co+ [ YD) h<r>)
to

Mit co := Y (t0) "L yo, gilt y(to) = yo.

Das Reduktionsverfahren:

Annahme: Es seieine Losung y"(t) des gegebenen Systems bekannt.

Idee: Setze y"(t) als letzte Spalte einer Fundamentalmatrix und redu-

ziere damit die Dimension.
Ansatz: Suche neue Losung in der Form
y(t) = wn(@®)y" () +2z(t), wn(t) €R

wobei wir annehmen, dass y'(¢) # O gilt.

d
y(#®) = wpy” +wny" +7
= w,y" + wpAy" + 7'
= A(wny" +2) — Az + w,y" + 72/
= Ay+72 — Az+wly"




Daraus folgt:

y=Ay <& 7z =Az—wy"
d.h. unser Ansatz fir y(¢) ist eine Losung, falls z(¢) eine Losung des li-
nearen, inhomogenen Systems

r_ I on
z = Az —w,y

ist.
Die komponentenweise Darstellung dieses Systems lautet

n

/ / .

z; = Z aipzE — wpyr, i=1,...,n
k=1

Wir haben noch die Freiheit wy, (¢t) zu wahlen: DGL fir 2z, () ist

r I n
Zy, = Gp121 + ...+t annin — WRY,

/
- annz”'_qﬂnyg'+'anlzl_F---+'anﬂv—1zn—1

Wir setzen
1
—
wy = (an1z1+ -+ ann-120-1)

n

Dann [6st 2, (t) die lineare, homogene Gleichung 2!, = annzn und wir
konnen die einfachste Losung dieser Gleichung wahlen, namlich

zn(t) =0
Damit erhalten wir fir z1, . .., z,,_1 das reduzierte System:
n—1 n—1 yn
;L /
i = D agzp— | Y ankzk | o
n—1 n
= > (az’k ank—’n> 2
k=1 Yn
n—1




Reduktionsverfahren:

1) Man setze:
n
bik:zaik_ank_lna i,k=1,...,n—1
n

2) Man bestimme die (allgemeine) Losung des Systems
Z/(t) = B(t) -z(t), z(t) e R* !
3) Zu jeder Losung z(t) # O istdann

y(t) = wn<t>yn<t>+(zg>) mit

t n—1
wp(t) = /( ! Zank(T)Zk(T)> dr

eine von y™(t) linear unabhangige Losung.

Bespiel: Der Vektor y2(t) = (¢, 1)7 ist eine Lésung von

dfyirY_( 0 1)\ (w
dt \ Y2 -1 ¢ Y2
Anwendung des Reduktionsverfahrens:

Y1 13
b11 =a11 —ap1—=0—(-1)- =t
Y2 1

Daraus folgt die Gleichung 2z’ = tz mit der Losung z(t) = /2 o

t t
w(t) = /azlidT = —/GTQ/QdT
; Y2
0 o

t ot?/2
o = w0 (1)+(4))

Fundamentalsystem: Y (¢) = (y1(¢), y2(¢)).




3.2 Systeme erster Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Fundamentalsysteme konnen explizit berechnet werden, falls

A(t) = A = konst.
gilt, d.h. die Matrix ist unabhangig von t (Konstante Koeffizienten).
Ansatz: Suche eine Losung in der Form

y(t) =eMv, XeC, vel”

Einsetzen in die Gleichung ergibt:

y'(t) = XeMv = Ay
Dies bedeutet:

y=Ay & Av=)v
d.h. y (%) ist eine Losung, falls
v ein Eigenvektor von A zum Eigenwert ) ist.

Wiederholung: Fundamentalsystem Y (¢) von

y'(t) = A y(®)
ist gegeben durch die n Anfangswertaufgaben

Y = AWy

y(tg) = v*

L. .., v?und

mit den Basisvektoren v
Y() = ), ... y"(1) e ROV
Konstante Koeffizienten: Eigenvektor v zum Eigenwert \
Sy =Ay(®), ¥ =v
besitzt die Losung
y(t) = Mv




Fall 1: Alle Eigenwerte A\, ..., An von A sind reell und es existiert eine
Basis aus reellen Eigenvektoren v1, ... v™.

Dann ist eine Fundamentalmatrix gegeben durch:
Y (1) = (Ml .. eMtv™)

Die allgemeine Losung des homogenen Systems mit konstanten Koeffizi-
enten lautet:

n
y(t) = Z Cl. ekt vk, c. €R
k=1
Beispiel: (Vorbereitung auf Fall 2)

Wir betrachten das System

()= (e ) ()

Beispiel: (Fortsetzung: Vorbereitung auf Fall 2)

Die Eigenwerte und —vektoren sind gegeben durch

_ : 1 _ 1
A1 = 1424, A _<—2i>

1~ >_ (1
)\2—1 22, V_<2i)

Es existiert also eine Basis aus Eigenvektoren, aber fur C2, d.h. die Eigen-
vektoren (und Eigenwerte) sind komplexwertig.

Wir suchen aber reellwertige Losungen!

Die komplexen Eigenvektoren bilden ein komplexes Fundamentalsystem:

Y(t) = (eMbvy, et vy)




Fall 2: Die Systemmatrix A ist diagonalisierbar

Dann existiert eine Basis des C™ aus (komplexen) Eigenvektoren
vl ...,v™. Die zugehérigen Eigenwerte A1, ..., A\, missen weder reell
noch einfach sein.

Ein komplexes Fundamentalsystem (fur C™) ist gegeben durch
Y(t) = (eMivl, ... eMtv?)

Die allgemeine, komplexwertige Losung des homogenen Systems mit
konstanten reellen Koeffizienten lautet:

n
y(t) = Z Ck. ekt Vk, c, € C
k=1

Bemerkung: Jede normale und damit jede symmetrische Matrix ist
diagonalisierbar (Lineare Algebra).
Normale Matrix bedeutet, dass A7 A = A AT qilt.

Frage: Istes madglich, ein reelles Fundamentalsystem anzugeben?
Lineare Algebra:

Ist A € C\ R ein komplexer Eigenwert von A, so ist auch X (konjugiert—
komplex) ein Eigenwert.
Dementsprechend ist v ein Eigenvektor, falls v ein Eigenvektor ist.

Also: Nichtreelle Eigenwerte und —vektoren treten stets paarweise auf.
Ersetze jedes komplexwertige Paar

yit) = Mv
y2(t) — e)\t‘—,
durch
1 —
yi(t) = Re (eAtV> =5 (eAtV + e/\t\_f)
1 _

y2(t)

|
3
~—~
aQ
=4
<
~—
l




Beispiel: Ein komplexes Fundamentalsystem zu
()= 2) ()
Y5 4 1 Y2

Y(t) — (eAltV]', eAgtVQ)

lautet

mit

A = 1424 v1=< 1.)

Ao = 1— 24, V2:<212,>

Die beiden Eigenwerte treten paarweise auf:

Aus den beiden komplexen Vektoren

i 1 —2; 1
Zl(t) — o(1+2i)¢ ( iy > Z2(t) — (1-20)t ( > )

1

berechnet man die beiden reellen Vektoren
y'(®) = Re (z'(®))
y2(6) = Im (z'())

1, _ ¢t [ cos(2t) 2, ¢ sin(2t)
y(t)=e < 2sin(2t) ) y(t)=e ( —2cos(2t)
Damit lautet die allgemeine, reelle Losung des Systems

yu(t) =€ < c1 COS(2t) + cosin(2t) )

also

2c¢q Sin(2t) — 2c¢o cos(2t)




Fall 3: Die Systemmatrix A ist nicht diagonalisierbar

Hier benotigt man die Jordansche Normalform einer Matrix:

J = s7lAs
Jq 0
J =
0 Jn
wobei J; ein Jordan—Kastchen bezeichnet, d.h.
A 10
)\. .
Ji = L
0 A

mit dem Eigenwert )\;.

Wieso ist im Fall 3 die Jordansche Normalform wichtig?

Ein System der Form

21 A 10 z1
d VA9) )\1 V29
2 — =
2) dt : o1 :
Zr O )\1 Zr

kann explizit gelost werden.

Ein Fundamentalsystem fur (2) ist gegeben durch

1 t/1! t2 /2! tr=1/(r — 1)!
0 1 t/1! :
e)\lt : ,6)\1t O ,6)\1t é e e)\lt .
: : s t/1!
0 o) 0 1

1 n

Dieses System entsteht mit den Einheitsvektoren e*, . .., e™.




Jordansche Normalform

J=S"1AS
Transformationsmatrix S besteht aus Eigen— und Hauptvektoren
S = (vii, oo vt v VR v )
Vil Eigenvektor zum Eigenwert A, j = 1,...,m

vik Hauptvektor der Stufe (k — 1),k =2,...,7;
(A — )\jIn)V]k = Vj,k:—la k= 2, ey Ty

Wir setzen nun z(t) := S~ 1y(t). Dann gilt
Z(t) = ST ly/(t) =S 1Ay(@#) =S tASz(b)
= 7/(t) = Jz(t)

Ein Fundamentalsystem fiir z/ = J z haben wir bereits berechnet.

Riicktransformation ergibt ein Fundamentalsystem fir y/ = A y.
Fir ein einzelnes Jordan—Kastchen ergibt sich:

yll(t) — e)\ltvll
t

y12(1) = Mt (FV11+V12)
t’l"—l

t
le(t) — e)\lt ( Vll + . + FV].,T—]. _|_ Vl?“)

(r —1)!

Vorgehen zur Bestimmung der Losung:
1) Bestimmung der Eigenwerte, Eigen— und Hauptvektoren,

2) Berechnung der Losungen nach obiger Formel,

3) Zusammenfugen dieser Einzelmatrizen zur Fundamentalmatrix.




Beispiel: Gesucht ist die allgemeine Losung des Systems

d [ v 1 -2 1 Y1
|2 = 0O -1 -1 Y2
Y3 O 4 3 Y3

Das charakteristische Polynom von A lautet:
pa(\) =det(A — AI3) = (1 — )3

Der Wert A = 1 ist also ein dreifacher Eigenwert.
Eigenvektoren:

1 -2 1 vi 0 16
0 -2 -1 wl=l0o]| = vi=| o0
0 4 2 v3 0 0

Da rang (A — XlI3) = 2 gilt, ist die geometrische Vielfachheit g(\) = 1.

Hauptvektoren:
1 -2 1 v 16 0
0 -2 -1 v3 | =] 0 = v2=| -4
0 4 2 v3 0 8
1 -2 1 v3 0 0
0 —2 -1 =4 =v3=|1
0 4 2 v3 8

Ein Fundamentalsystem ist daher gegeben durch:
16 16t g2
yiwy =Mt o |, y2@) =Mt —4 |, y3@®) =Mt | —4r 41
0 8 8t + 2




Beispiel: Gesucht ist die allgemeine Losung des Systems

d [ ¥ 101 Y1
7|2 = 011 Y2
Y3 0 01 Y3

Wieder ist A = 1 dreifacher Eigenwert von A, aber es gilt g(\) = 2.

Es existieren also zwei linear unabhangige Eigenvektoren:

0O 01 1 0
001|lv=0 = vi=]o0 ,V2: 1
0 01 0 0

Es gilt:
(A —)\3)2 =0

Wir suchen daher einen zu v! und v?2 linear unabhangigen Vektor v22
(Hauptvektor der Stufe 1).

Wihle etwa v22 = (0,0, 1)Z. Dann gilt

1
vli=(A-N3vP=|1
0

Damit erhalten wir folgende System von Eigen— und Hauptvektoren:

1 1 0]
vil=10 , v2l = 1 ,V22= 0]
0] 0] 1

Zugehoriges Fundamentalsystem:

1 1 t
yi@)=e | 0|, y2W) =€ [ 1|, y3@)=¢| ¢
0] 0] 1




Transformationsmatrizen:
Es gilt:

11
S=1]101
O O

und die Jordansche Normalform ist:

= O O

J=1011

mit

3.3 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung

Gegeben sei eine skalare, lineare Differentialgleichung n—ter Ordnung:
Lly) := y™ (@) 4+ a1y D (@) 4.+ a0 Dy (1) = A1)

wobei a(t), k = 0,...,n — 1 stetige Funktionen auf R seien.

Gleichungen dieser Bauart lassen sich stets als lineare Differentialglei-
chungssysteme

Y1 0 1 0 Y1
d | v o 1 Y2
(3) % : = e :
0 0 1
Un —ap —ai ... ... —an Un

mit
() =y* V@), k=1,2,...n

schreiben.




Die homogene Differentialgleichung

Definition Ein Funktionensystem (y1(t),...,yn(t)) heilt ein Funda-
mentalsystem der Differentialgleichung L[y] = h, falls die folgenden Ei-
genschaften erflllt sind:

1) Die Funktion y;(t) 16st die homogene Gleichung, d.h.
Ly, =0, k=1,....n

2) Fur die Wronski—-Determinante

W) =det| “r o Yn
ygn—l) N y7(1n—1)

gilt: W (tg) # O fir mindestens ein tg € R.

Bemerkung:
1) Ist W(tg) # 0, sogiltauch firallet € R: W(t) # 0
2) Die Funktion W (t) genugt der Differentialgleichung

W(t) = —an—1(OW (1)
und daher folgt direkt

t
W (t) = W (to) - exp (— / anl(T)dT)
to
Sei C(t) die zugehorige Koeffizientenmatrix wie in (3). Dann gilt

n

detC(t) =  ¢;i(t) = —an—1(t)

1=1




Bemerkung: (Fortsetzung)

3) Ein Fundamentalsystem (y1,...,yn) lalt sich durch Losung der fol-
genden n Anfangswertaufgaben (k = 1,...,n) bestimmen:

Lly,] = 0

i 0 :17#k-1 :
gDty = {1 TRl (=0,...m-1)

4) Ist (y1,...,yn) e€in Fundamentalsystem, so lautet die allgemeine
Losung der inhomogenen Gleichung

v = + > crvel®)
k=1

wobei y,(t) eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung ist.

Das Reduktionsverfahren

Sei u(t) 7 0 eine Losung der homogenen Gleichung L[y] = O.

Produktansatz:
Wir suchen eine weitere (linear unabhangige) Losung in der Form

y(t) = u(t) - 2(t)
Die ersten Ableitungen lauten:
y'(t) = W' (©)z() +ut)2'(t)
y'(®) = u()z(t) + 24/ ()2 (t) + u(t)2" (1)
Allgemein gilt dann:

vy (1) = 3 ( ' ) k=1 () 2D (1)

j=o \/




Einsetzen in L[y] = O ergibt:

Lyl = i aky(k)(t) _ Z Z ak< ) (k— ])(t) Z(J)(t)

k=0 5=

— {i ak< ) U%:)} Y Z ak( ) k=2 () 200 (1)

k=1y=1

=0

,rL .
= Y b;200(t)
j=1
Setzt man w(t) := 2/(t), so folgt

n—1
S bjw (@) =0

=1
Dies ist eine homogene Differentialgleichung der Ordnung n — 1.

Ist wq,...,w,_1 ein Fundamentalsystem von

n—1
S bjw() =0

Jj=1
SO setzen wir

Zk(t):/wk(’T)d’T, k=1,...,n—1

Mit dem ursprunglichen Ansatz ist dann die Funktionenmenge

(u,Zl"LL,...,Zn_l'U)

ein Fundamentalsystem das Ausgangsgleichung, also L[y] = 0 mit

Lly] := y™ @) + an 1@y V(@) + ... + ag(®)y(t) = 0




Beispiel:

Die Differentialgleichung vy + ty’ + y = 0 besitzt die Lésung
w(t) = e t°/2

Unser Ansatz y = u - z liefert:

y/ = u - z24u-2

y' = W 424w S
Einsetzen in die Differentialgleichung ergibt:
vty +y = 24202 Fu Ft(uz u) +uz
= 2u'2 + w2 + tu

Wir setzen w = 2’ und erhalten fiir w die Gleichung erster Ordnung

2u' +t
ww' + 2 +tw)w=0 = v = —ww
U
Wir berechnen:
2u’ 4 tu —2te_t2/2 + te_t2/2 /
= w = tw

u o e_t2/2
Damit gilt:

t
w(t) = 2 o z(t) = /eTQ/QdT
0

Wir erhalten damit das Fundamentalsystem
() =u(t)=c2 () =et/2 /t e/ 2dr
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung Iau(t)et also
0




Die inhomogene Differentialgleichung

Ist das Funktionensystem (y1, ..., yn) ein Fundamentalsystem, so ist die
Matrix
0 0
£
ygn—l) yr(zn_l)

eine Fundamentalmatrix des zugehorigen Systems erster Ordnung.
Die Methode der Variation der Konstanten ergibt dann das lineare Dif-
ferentialgleichungssystem:

ygo) ce ygp) /

cq 0
Y o 1| | O
n— n— /
R e “n ht)

Die Methode der Greenschen Funktion/Grundlosungsverfahren

Gegeben sei die inhomogene Gleichung n—ter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten
Llyl ==y @) + an_19" V(@) + . 4 aoy(t) = h(®)
Satz:
Sei w(t) die Losung der Anfangswertaufgabe
O : k=0,....,.n—-2
1 k=n-1

Dann ist eine spezielle Lésung y,(t) derinhomogenen Gleichung gegeben
durch

Llw] =0, w® () = {

yp(t)

t
/ G(t, 7)h(r)dr
o

G(t,T)

’w(t—T—|—t0)




Lineare Gleichungen n—ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
Gegeben sei die homogenen Gleichung L[y] = 0 mitq; € R, 1 =
0,...,.n—1unda, = 1.

Ansatz zur Berechnung eines Fundamentalsystems:

(4) y(t) = e
Daraus folgt

Lly] = (Zn: ak)\k) et

k=0
Der Ansatz (4) liefert also eine Losung, falls \ eine Nullstelle der so ge-
nannten charakteristischen Gleichung

n

p(\) = 3 ap\F =0
k=0
ist.

Satz:

1) Ist \; eine r,—fache reelle Nullstelle von p(\), so existieren die fol-
genden Losungen der homogenen Gleichung

yp1(t) = e
Ypo(t) = t- et
Ypr () = TN

2) Ist \j, eine ri.—fache komplexe Nullstelle, A\, ¢ R, so sind die reellen
Losungen mit A, = «y. + i5;, gegeben durch

yri(t) =tV e cos(Bt) i (t) =tV e sin(Byt)
und j = 1,...,7.

3) Die nach 1) und 2) gebildeten Losungen bilden ein Fundamentalsy-
stem von L[y] = 0.




Beispiel:
1) Gegeben sei die homogene Gleichung vierter Ordnung
y ™ +2y" +y=0
Die zugehorige charakteristische Gleichung lautet dann:
M +2X24+1=0
und besitzt die Nullstellen A1 > = 7, A3 4 = —1.
Ein Fundamentalsystem ist daher

y1(t) = cost y3(t) = t-cost
yo(t) = sint ya(t) = t-sint

2) Die homogenen Gleichung vy — 23’ + y = 0 besitzt die charakteristi-
sche Gleichung A2 — 2\ 4+ 1 = 0 mit der doppelten Nullstelle A = 1.

Die allgemeine Losung ist daher

yp(t) = cret + cotel

Beispiel: Wir betrachten nun die inhomogene Gleichung

et

V' -2y +y=5
Variation der Konstanten verwendet den Ansatz:
yp(t) = c1(t)e’ + co(t)te!
Gelost werden muss dann das DGL-System

c’let+c/2tet = 0

et + ch(1 4 t)e )
Man berechnet direkt:
ci(t) =—Inft| co=—=
und eine spezielle Losung ist daher

yp(t) = —(InJt| + 1)e’




Beispiel: Wir betrachten wieder die inhomogene Gleichung

et

7 / —
V-2 ty=3

und verwenden die Methode der Greenschen Funktion:
Die Losung von

w' —2w'+w=0, w(l)=0, W@A)=1
ist gegeben durch w(t) = (t—1)et—1. Also gilt fiir die Greensche Funktion

Git,)=wlt—7+1)=({—71)e"T7
Daraus folgt

t o
w®) = [@—ne T dr
1 T

= e(=14+t—Injt])

Spezieller Ansatz bei spezieller Inhomogenitat

Bei Inhomogenitaten der Form

h(t) = et f: Bt

=0
kann man spezielle Ansatze zur Bestimmung von y,(t) verwenden:

1) Ist 1 keine Nullstelle der charakteristischen Gleichung p()\):

m
up(t) = e 3 7t
j=0

mit den freien Parametern

2) Ist u eine r—fache Nullstelle von p()\):

m

yp(t) = et" Y7yt
j=0




Beispiel: Wir betrachten die Gleichung
" — .t
y —y=te

Die charakteristische Gleichungist p(A\) = A2—1 = Ound p = 1 ist eine
einfache Nullstelle.

Ansatz:
yp(t) = e' (ot + 71t°)
Einsetzen in die DGL ergibt

(2(v0 +71) + (o + 471t + 71t2)e! — (vot + 71t?)el = te!
Umsortieren:

(2(v0 +71) + 471t)et = te!
Daraus folgt g = —y1 = —1/4 und

(1) = 5t — D!

Das Superpositionsprinzip
Gegeben sei eine inhomogene DGL der Form
(5) Lyl = h(t) = h1(t) + ha(?)

Sind y1(t) und y>(t) spezielle Losungen von L[y] = h1(¢) und L[y] =
ho(t), soist yp(t) := y1(t) 4 yo(t) eine spezielle Lésung von (5).

Komplexe Differentialgleichungen

Ist h(t) der Real- oder Imaginarteil einer komplexwertigen Funktion w(t),
h(t) = Re (w(t)) bzw. h(t) =Im (w(t))
und ist z(¢) eine (komplexe) Losung von L[z] = w, so ist

y(t) =Re (2(t)) bzw. y(¢) =Im(2(¢))
eine (reelle) Losung von der DGL L[y] = h(t).




Beispiel:
Ein spezielle Losung der inhomogenen Gleichung
y"' 4 2y + 5y = et (cost + sin(2t))
ist gegeben durch
/1 1
yp(t) = e (3 CoSt — Zt cos(zt))
1) Beim Superpositionsprinzip betrachtet man die beiden Gleichungen
y' 4+ 2y +5y = e tcost
'+ 2y +5y = e lsin(2t)
2) Beide Gleichungen 16st man durch Ubergang auf komplexe Zahlen:
242 452 = e(—1+1)t
242 +52 = e(—1420)t

3.4 Die Laplace-Transformation

Sei F' : R — C eine reell- oder komplexwertige Funktion auf R. Unter der
Laplace-Transformierten von F' versteht man die Integraltransformation
(©.@)
(6) £(s) 1= / ¢S ()dt
0
wobei s € C eine komplexe Zahl ist.

Frage: Fir welche Funktionen F'(t) existiert das uneigentliche Integral?
Schreiben wir die komplexe Zahl s als

s = o0+ w

so folgt

oo

£(s) = / et (cos(wt) + i sin(wt)) F(t)d
0




Wachstumsverhalten von F'(t) ist entscheidend:

Satz: Ist F' auf [0, o) lokal integrierbar und erfiillt 7' eine Ungleichung
der Form

|F(t)| < Me®©t V>0

mit gewissen Konstanten M wund o, SO existiert die Laplace—
Transformierte fur alle s € C mit

Re(s) > o
Beweisidee: Setzen wir s = o + iw, so qilt
e P ()| = e 7| F ()| < Me™(7770)¢
Aus Re(s) > o, folgt also

(o0 —op)t >0 Vt>0

und damit die Konvergenz des uneigentlichen Integrals auf der rechten
Seite von (6).

Notationen und Bezeichnungen:

Sei F'(t) eine reell- oder komplexwertige Funktion, fir die die Laplace—
Transformierte f(s) existiert.

1) Wir schreiben auch: [ = L[F]
2) Das Doetsch—-Symbol lautet o—e:

Fo—ef oder fe—oF
3) Eine Beziehung

f=L[F] bzw. Fo—e f

nennt man eine Korrespondenz, die Zuordnung I — f heisst
Laplace-Transformation.

4) Die Laplace—Transformation ist linear, d.h.

LlaF + BG] = aL[F] + BL[G]




Beispiele:
1) Wir betrachten die Heaviside—Funktion

0O : t<O
H(t) ::{ 1 : ¢t>0
Die Laplace—Transformierte lautet demnach
(0. @)
f(s) = /e_St cldt = —le_St
5 S
und existiert fir Re(s) > 0.

< 1

0 S

Dies liefert die Korrespondenz
1

lo—e—
s

Beispiele: (Fortsetzung)

2) Die Laplace-Transformierte von F'(t) = t"*,n = 1,2, 3, ... ist gege-

ben durch
o
f(s) = /e_St t"dt
0
Das Integral existiert fir Re(s) > 0 und mittels partieller Integration
findet man
o oo
—st yn n —st yn—1
/e thdt = —/e t dt
S

0
Wiederholte Anwendung ergibt die Korrespondenz

n!

n o
t sn+1

n=1,273,...




Beispiele: (Fortsetzung)
3) Gegeben sei die komplexe Funktion F(t) = e mita = a + ig:

(0.@)

f(s) = /e_St e dt
0
(0@
= /e_(s_a)tdt
0
- _ 1 e—(s—a)t >
s—a 0
1 .
= fir Re(s) > «
s—a

Damit ergibt sich die Korrespondenz
1

S —a

o o

Beispiele: (Fortsetzung)
4) Wir betrachten die Funktion

F(t) = sin(wgt)  wp €R

Es qilt
; — 1 wwot —iwqot
sin(wot) = 5 (e —e€ )
Wegen
eat - o 1
S—a
erhalten wir die Korrespondenz
wQ

sin(wot) o

P’
32—|-w8




Beispiele: (Fortsetzung)

5) Wir betrachten die Funktion

F(t) = cos(wot) wo € R

Es qilt
— 1 twot —iwgot
cos(wqt) = 5 (e +e )
Wegen
eat . o 1
Ss—a
erhalten wir die Korrespondenz
S
cos(wpt) o—e
( 0 ) g2 +w8

Korrespondenztabelle:

F(t) f(s) o0 Bemerkung
1
1 — 0
S
n!
t" I 0 n=1,2,...
‘ 1
e? Re(a) | a komplex
S—a
: wQ
sin(wot)  —————= 0 reell
(WO ) &2 T+ W% wo
cos(wqt) 7 0 wq reell

32—|—w8




Grundregeln der Laplace-Transformation

1) Additionssatz
FUr beliebige komplexe Konstanten a und b gilt:

aF(t) + bG(t) o—e af(s) + bg(s)

2) Ahnlichkeitssatz
Fur jede reelle Konstante o > 0O gitl:

1
Flat) o—e —f (f)
(8 (87
Beispiel: Aus
" 1
e o—e
s—1
folgt
e o ol = ! = !
a1 s —
(67

Grundregeln der Laplace-Transformation

3) Differentiationssatz
F sei fur t > 0 differenzierbar und es existiere die Laplace—
Transformierte von F. Dann gilt

F'(t) o—e sf(s) — F(0)

Besitzt F' im Ursprung eine Unstetigkeitsstelle, so bedeutet F'(0) den
linksseitigen Grenzwert

F(0) :=1im F(t
(0) = Jim F(1)
Allgemein gilt fur hohere Ableitungen (n > 2) die Formel:

FM(t) o—a s"f(s) — s"1F(0) — s"2F'(0) — ... — F(""1)(0)




Grundregeln der Laplace-Transformation

4) Multiplikationssatz
Es qilt

—tF(t) o—e f'(s)
beziehungsweise
tF(t) o—e —f'(s)
Allgemeine Formel:
(—0)"F(t) o—e S (s)
beziehungsweise

t"F(t) o—e (—1)"f(M(s)

Grundregeln der Laplace-Transformation
5) Integrationssatz
Es qilt:

f(s)

S

/tF(’T)dT o—e
0

6) Divisionssatz

Die Funktion besitze den Wachstumskoeffizienten o, und es existiere

die Laplace—Transformierte von




Grundregeln der Laplace-Transformation

7) Verschiebungssatz
Far alle Ty > O gilt:

F(t —Tp) o—e e_STof(s)

8) Dampfungssatz
FUr ein beliebiges komplexes a gilt:

e F(t) o—e f(s—a)

Beispiel:
Aus
. wo
sin(wot
(wot) o—e 2 wg
folgt
wQ

e sin(wgt) o—e
2 2
(s —a)+ W

Laplace-Transformation und gewohnliche Differentialgleichungen

Nach dem Differentiationssatz gilt:
F'(t) o—e sf(s) — F(0)

Idee: Gegeben sei das Anfangswertproblem

(7) Yy =Y (#), Y(0)=1
Sei y(s) die Laplace—Transformierte von Y (¢). Dann folgt aus (7):
1
sy(s) —1=y(s) = y&=

Aus der Korrespondenztabelle ergibt sich daher:
Y () = ¢

Resultat: Lineare DGLs ergeben algebraische Gleichungen fur die
Laplace—Transformierte.




Beispiel: Wir suchen die Losung des Anfangswertproblems (a > 0)

Y"(t) + a?Y (t) = sin(at)

mit Y (0) = Y’(0) = 0.

Nach der Korrespondenztabelle erhalten wir

und es gilt:

(8

Szy(s) + 042’.9(3) - m

(6

y(s) = m

Maogliches weiters Vorgehen: Partialbruchzerlegung.

Hier verwenden wir

o 1 d a

V)= (210227 20ds 2+ a2)

Beispiel: (Fortsetzung)

Mit dem Multiplikationssatz

folgt:

tF(t) o—e —f'(s)

d o

- SQ—I—aQ. otsin(at)

und mit dem Integrationssatz:

d o

t

" ds s2 + a?

o /TSiﬂ(OéT)dT = é( — atcos(at) + sin(at))
0

Die Losung lautet demnach

Y(t) = %( _ at cos(at) + sin(at))




Beispiel: Wir betrachten das Anfangswertproblem
Y'+Y' +4Z = sin(wt)
Y'+2Z2'+Z = 0
mit den Anfangsbedingungen Y () = —%, Y/(0) =0und Z(0) =0
Anwendung der Laplace—Transformation ergibt

s2y(s) — sY(0) — Y'(0) + sy(s) — Y (0) + 4z2(s) =

sy(s) —Y(0) 4+ sz(s) — Z(0) + z2(s)
Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt

w
82_|_w2
0

w s+1
s2 4+ w2 3

s(s + 1Dy(s) +42(s) =

sy(s) + (s + Da(s) = —

Beispiel: (Fortsetzung)
Dies ein lineares Gleichungssystem mit der Matrix
im0 2)
Als Lésung (y(s), z(s))T erhalten wir
3w(s +1) = [(s +1)? — 4](s* + w?)
3(s? + w?)sl(s + 1)2 — 4]

w

(52 +w?)[(s +1)2 — 4]

y(s)

z2(s) =

Die nachsten Schritte:

1) Partialbruchzerlegung

2) Rucktransformation aus der Korrespondenztabelle




Beispiel: (Fortsetzung)

Als Losung erhalten wir:

v = ey z)_(j? +1) w2 +w;)J<rw2 ) R
T e e
2w w?+3 .
) = it Ut ey o
a2 Tar e

Komplizierte Rechnungen, aber einfaches Losungskonzept!

3.5 Stabilitat
Gegeben sei eine Differentialgleichung erster Ordnung
Yy =f£@y(®), y@) eR"

mit hinreichend glatter rechten Seite f(¢,y).
Weiter sei y*(t) eine spezielle Losung.

Frage: Wie verhalten sich benachbarte Losungen y(¢; tg,yo)?
Beispiel: Wir betrachten die beiden Anfangswertprobleme

y'(t) = xy(t)
y(0) = 0

In beiden Fallen ist die Losung y*(¢t) = 0.
Losungen y(¢; 0, yg) mit der Anfangsbedingung yg # O sind:

y(t) = yge! — too y(t) =yge ' — 0 fir t— oo




Definition:
1) Die Losung y*(t) heillt stabil auf einem Intervall I C R, falls es zu
to € I und € > O stets ein § > 0 gibt, so dass
Vyo @ llyo—y* (o)l <6 = ly(tito,yo)—y ()| <e (Vte )

Kann man ¢ unabhangig von ¢y wahlen, so heillt y*(¢) gleichmaRig
stabil auf 1.

2) Ist die Losung y*(t) auf einem Intervall [a, co) erklart, so heildt y*(¢)
dort asymptotisch stabil, falls y*(¢) dort stabil ist und es zu tg > a
ein 6(tg) > 0O gibt mit der Eigenschaft

Vyo : llyo—y* (o) <d = Jim ly(t;to,y0) =y (to)|| =0

Die Losung y*(¢) heildt strikt stabil, falls y*(¢) gleichmaBig und
asymptotisch stabil ist.

Bemerkung:

Sei y*(t) eine Losung der Differentialgleichung

y'(t) = £(t,y(t))

Setzen wir

z(t) ==y () —y" (1)

so erfiillt z(¢) die Differentialgleichung
2/ (t) = £(t,2(t) +y* (1)) — £, y* (1)) =: £*(¢,2(¢))
Gleichzeitig ist z*(¢t) = 0 eine Losung von

(8) z'(t) = £*(¢,z(t))

Statt der Stabilitat von y*(¢) konnen wir also auch die Stabilitat der
Nulllésung von (8) untersuchen.




Stabilitat bei linearen Differentialgleichungen
Fur ein lineares Differentialgleichungssystem
y() =A®)y(t) a<t<oo

mit stetiger Matrix A () € R(mn) bezeichne Y (¢) ein beliebiges Funda-
mentalsystem.

Satz: (Stabilitatssatz )

1) Die Nulllosung y*(t) = O ist genau dann stabil auf dem Intervall
[a, c0), falls das Fundamentalsystem Y (¢) auf I beschrankt ist.

2) Die Nulllésung y*(t) = 0 ist genau dann gleichmaRig stabil auf I,
falls es eine Konstante M > O gibt mit

Vi>to>a : [YOY@E) <M
3) Die Nulllosung y*(¢) = 0 ist genau dann asymptotisch stabil, falls gilt:
lim [Y ()] =0
t—o0

Satz: Sei A(t) der groRte Eigenwert der Matrix A (t) + A(¢)?. Gilt
o0
/ A()dt = —oo
to

so folgt tlim y(t) = O flr jede Losung y(t), d.h. y*(¢) = 0 ist asympto-
—00
tisch stabil.

Beweis: Wir berechnen
d d
LIIP = 'y) = (An)Ty +y (Ay) =yT(AT + A)y

< ABOGY) =A@ - lIyl?
Daraus folgt durch Integration

t
IylI? < liyoll® - exp (/A(T)d’r)

to




Satz: (Stabilitatssatz Il)

Gegeben sei das Differentialgleichungssystemy’ = Ay, A € R(%7) kon-
stante Matrix. Die Nulllosung y* = 0 ist genau dann

1) strikt stabil, falls fur alle Eigenwerte von A gilt: Re (};) < 0.

2) gleichmaRig stabil, falls fur alle Eigenwerte von A qilt:
Re();) <0 und Re();) =0 = g(};) = a(})j)

3) In allen anderen Fallen ist die Nulllésung y*(¢) = 0 instabil.

Beispiel: Die Nulllosung des Systems mit Koeffizientenmatrix

4 8 4
A= -1 -2 1
-2 —4 -6
ist instabil.

Eigenwerte sind A; = —4 und A\» = 0, aber g(\>) = 1 < a(Xy) = 2.

Beispiel: Wir betrachten das DGL-System

(h)=m+o=(2 ) (0)+(7)

Der Gleichgewichtspunkt ist Losung des LGS

1 -1 y1 \ _ (5
1 1 yo |\ 1
und daher y* = (3, —2)T.

Die Transformation z := y — y* liefert das homogene Differentialglei-
chungssystem

7/ = Az
und die Eigenwerte von A sind
Ao =—1%3
Damit ist y* strikt stabil.




Satz: (Kriterium von Routh und Hurwitz)
Gegeben sei das reelle Polynom

n
p(2) = > a2, an>0
k=0

Dann sind aquivalent:
1) Alle Nullstellen von p(z) haben negativen Realtiel.

2) Esgilta, > 0, k = 0,1,...,n. Ferner sind alle Hauptunterdetermi-
nanten der folgenden (n, n)—Matrix positiv:
aq ag O 0O ... O
a3 an ai ag ... O
H = as ag a3 ap» ... O
a2p—1 aA2p—2 -+ -+. ... Qn

Dabei sei a;, := 0 fur alle £ > n.

Beispiel: Gegeben sei das Polynom mit strikt positiven Koeffizienten
p(z) =223+ 422 4+52+46
Wir stellen zunachst die (3, 3)-Matrix H auf:

56 0
H=|2 45
O 0 2

Die Hauptunterdeterminaten sind detH; = |5| = 5 sowie

detH, = g 2 =8
5 6 0
detH; = |2 4 5|=16
0O 0 2

Also besitzen alle Nullstellen von p(z) einen negativen Realteil.




Stabilitat bei nichtlinearen Differentialgleichungen

Wir betrachten das nichtlineare autonome System

y' () = f(y(®))
wobei f(0) = 0 gilt, d.h. y* = 0 ist ein Gleichgewichtspunkt des Systems.

Stabilitatsuntersuchung mittels Linearisierung der rechten Seite:
y' () = Ay(t) +g(y())
A = Jf(0), g(0)=0
gly) = o(llylD

Die Beziehung

f(y) =£(0)+J£(0)y + g(y)

ist gerade die Taylor—Entwicklung um den Entwicklungspunkt y* = 0.

Satz: (Stabilitatssatz Ill)

Unter den obigen Voraussetzungen gelten:

1) Ist fir alle Eigenwerte A; von A = J f(0):

Re(Aj) < 0,

so ist y* = 0 ein strikt stabiler Gleichgewichtspunkt von y’ = f(y),
d.h. die Stabilitat des linearisierten Systems Ubertragt sich auf das
nichtlineare System.

2) Existiert ein Eigenwert A; von A mit:
RG()\J‘) > 0,

so ist der Gleichgewichtspunkt y* = 0 instabil, d.h. die Instabilitat des
linearisierten Problems Ubertragt sich ebenfalls aus das nichtlineare
Problem.




Bemerkung:

Die Stabilitatsuntersuchung eines nichtlinearen Systems mittels Linearisie-
rung funktioniert nicht, falls

1) flr alle Eigenwerte \; von A gilt:
Re(\;) <0,
2) und fur mindestens ein Eigenwert ); gilt:
Re()\;) =0,

Beispiel:
Das mathematische Pendel wird beschrieben durch die nichtlineare DGL

b = —%sind) = —w?sin®

Dabei ist

Dabei ist
e & = d(t) der Auslenkungswinkel zur Zeit ¢,
e [ die Lange des Pendels,
e und g die Gravitationskonstante.
Mittels der Substitution
y1 = =9
erhalten wir das DGL-System erster Ordnung:
Y1 = Y2
Jp = —w?siny;

Die Gleichgewichtspunkte sind gerade die Nullstellen der rechten Seite,
also

Y1 = km, Yo = 0O, kel




Die nichtlineare rechte Seite des Systems ist:

f(y1,92) = ( 2y2 >

—w<sinyy
Wir linearisieren um den Gleichgewichtspunkt (yq, yor) = (km, 0):

f(y1,92) = fir yor) +I £ (Y1, vor) ( ‘z; : z;]]z ) + o(lly — ¥*II)
0

Y2 — Y2k

0 1 Y1 — Y1k ok
<—w2cosk:7r o) <y2_y2k +o(lly = ¥"ID)

_ 0 1 Y1 — Y1k olllv — vk
= (a5 ) (L2725 ) +oty - 41>

= Jf(knr,0) ( Y1~ Y1k ) + o(lly — "I

Daraus ergibt sich das linearisierte System:

Y1 = v2

o = —w?(=1)*(y1 — km)
Wir berechnen die Eigenwerte der Koeffizientenmatrix

0 1
A= ( —W2(=1)k 0o >

A 1
—w2(=1)F A

Fur die Eigenwerte folgt daraus:

Es qilt

| — )\2 +w2(_1)k

- +iw : falls k gerade
127 44 . falls k ungerade
Phasenportrait auf dem Einband von Ansorge, Oberle, Band 2!




Stabilitat nichtlinearer Systeme mittels Ljapunov—Funktion
Definition:

Eine C1-Funktion V : D — R, D C R, hei’t eine Ljapunov—Funktion
auf K,-(0) C D fur f(y), falls gilt:

1)

V(0)=0, V(y)>0 firy+#0
2)

(VV,(y)) <0 (Vy, llyll £7)

Gilt in 2) sogar
2))

(VV,f(y)) <0  (Vy,0< |yl <)

so heil’t V (y) eine strenge Ljapunov—Funktion.

Satz: (Stabilitatssatz IV)

1) Ist V(y) eine Ljapunov—Funktion von f(y), so ist y* = 0 ein
gleichmalig stabiler Gleichgewichtspunkt.

2) Ist V(y) eine strenge Ljapunov—Funktion von f(y), soist y* = 0 ein
asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.

Beweisidee:
Man betrachtet die Zeitableitung der Funktion V (iy(¢)):

“V®) = gad Viy®) ¥ )
= grad V(y()) - f(y(1))
= (VVif(y))

Ist V' eine (strenge) Ljapunov—Funktion, so ist V' (y(t)) (streng) monoton
fallend.




Bemerkung:  Gilt fiir eine C1—Funktion V (y) sowohl
V(0)=0, V(y)>0 fury#0
als auch
(VV.f(y)) >0  (Vy,0<|yl[ <)

so ist y* = 0 ein instabiler Gleichgewichtspunkt.

Beispiel: Wir betrachten das nichtlineare System

i = —g3 +vy
o= —z—y°

Der Nullpunkt ist ein isolierter Gleichgewichtspunkt des Systems.
Wir machen den Ansatz

V(z,y) = az? + by, a,b>0

Beispiel: (Fortsetzung)
Offensichtlich gilt:
V(0,0) =0, V(z,y)>0 fir(z,y)# (0,0)

Weiter berechnet man

_ 23
(VV (2,y),f(2,)) = <( P ) , ( o )>

= 2az(—2° +y) + 2by(—= — y°)
= —2az*+ 2axy — 2bxy — 2by6
Setzt man a = b > 0, so folgt
V(z,y) = —2az* — 2by®

d.h. V ist eine strenge Ljapunov—Funktion und der Nullpunkt ist ein
asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt.




Beispiel: Beim mathematischen Pendel

y1 = Y2
. . 2 .
Yy2 = —w siny,

setzt man

1
V(y1,y2) == E?J% + w?(1 — cosyy)

Damit gilt V' (0,0) = 0 und V (y1,y2) > O fir (y1,y2) € Kr(0), r < 7.
Weiter berechnet man
2 .
— /[ wsiny1 Y2 —
v =) (22, h=o
Also ist V' ein Ljapunvox—Funktion auf K,-(0) und der Nullpunkt ist ein
stabiler Gleichgewichtspunkt.

Allerdings ist V' keine strenge Ljapunov—Funktion, denn der Urspung ist
auch nicht asymptotisch stabil.

Kapitel 4: Randwertaufgaben

4.1 Allgemeines

Wir betrachten ein System gewohnlicher Differentialgleichungen erster
Ordnung:

Y =£ty(®), y@) eR"
Dabei sei f(¢,y) auf einem Gebiet D c R"™t1 hinreichend oft stetig diffe-
renzierbar.
Anfangswertproblem: Gebe Losung zur Zeitt = a vor

y(a) =Yyo
Randwertproblem:

Zur Festlegung einer Losung y(¢) werden nicht alle Komponenten y; an
einer Stelle vorgegeben wie oben, sondern

gewisse Komponenten y; an verschiedenen Stellent = a, b, ¢, . ..




Beispiele:

1) Sturmsche Randwertaufgaben

y' () + a1(D)y'(t) + aoy(t) = h(t)
ayy(a) + azy'(a)
Bry(b) + B2y (b) = do
2) Lineare Randwertaufgaben
y'(t) = A@®)y(t) +h(t)
Bay(a) +Byy(b) = d

3) Allgemeine Zweipunkt—Randwertaufgaben

y'(t) = f(t,y())
r(y(a),y(®)) = O

I
SH
=

Randwerte bestimmen die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung:
Beispiel: Wir betrachten die (lineare) DGL zweiter Ordnung

y'+y=0
1) Die Randwerte

T
0)=0 — ) =1
y(0) Y <2>
ergeben die eindeutig bestimmte Losung y(t) = sint.
2) Keine Losung existiert fur die Randwerte
y(0)=0 y(m) =1
3) Fur die Randwerte
y(0)=0 y(m) =0
gibt es unendlich viele Losungen y(t) = csint, ¢ € R beliebig.




Bei Randwertproblemen gilt der folgende Existenzsatz:

Satz: Gegeben sei eine lineare Randwertaufgabe mit stetigen Funk-
tionen A(¢),h(t), t € R. Weiter sei Y(¢) ein Fundamentalsystem zu
y’ = Ay. Dann sind die folgenden Ausagen aquivalent:

1) Die lineare Randwertaufgabe ist fur alle stetigen Inhomogenitaten
h(¢) und d stets eindeutig Iosbar.

2) Die zugehorige Randwertaufgabe
y'= Ay, Bay(a)+Bpy(b) =0
hat nur die triviale Losung y(¢) = 0.
3) Die Matrix
E = B.Y(a) + B,Y(b) € R(mn)

ist regular.

Beispiel: Wir betrachten die Differentialgleichung v” + y = 0 aus dem
letzten Beispiel.

Wir schreiben die Gleichung zweiter Ordnung zunachst als ein System und
bestimmen anschlieltend das zugehorige Fundamentalsystem:

Y(t) = (

cost sint
—sint cost

Damit folgt:
E = B,Y(0)+ ByY(db)

. 10 10 4 00 cosb sinb
o 00 01 1 0 —sinb cosb

B 1 0
o cosb sinb

Die Matrix E ist demnach regular fir b = 7 /2 und singular fur b = .




Viele andere Probleme lassen sich auf Randwertaufgaben zurtckflhren.
Beispiel: Gegeben sei ein Randwertproblem mit freier Endzeit:
y@) = fty®t) 0<t<T

r(y(0),y(I)) = O
wobei T' zu bestimmenistund r : R x R — R"*1 gerade (n + 1) Rand-
bedingungen definiert.

Wir setzennunt = 7 -7 und
z(t) :=y(r-T), Zp41(m) =T 0<7r<1
Dann gilt auf dem festen Intervall 0 < + < 1:
2 (1) = zpqaf(zpq1-72(7),  z41(1) =0
r(z(0),z(1)) = O

Dies ist offensichtlich eine allgemeine Zweipunkt—Randwertaufgabe im
R™*1 {iber dem festen Integrationsintervall [0, 1].

4.2 Grundbegriffe der Variationsrechnung

Problem der Brachistochrone (Bernoulli, 1696)

Man bestimme eine differenzierbare Funktion y = v(¢) mit Randbedin-
gungen y(a) = ya, y(b) = vy, so dass das Integral

b / 2
1Ty = /J L+ ()2,

Ya — y(x)

a

minimal wird.

Interpretation:

Das angegebene Funktional I[y] beschreibt, bis auf einen Vorfaktor, die
Zeit, die ein Massenpunkt benotigt, um unter dem Einfluss der Schwerkraft

entlang der Kurve y = y(z) von Punkt A = (a,ys) zum Punkt B =
(b, yp) zu kommen.




Allgemeine Form einer Variationsaufgabe:

Gesucht ist eine differenzierbare Funktion y : [a,b] — R, die die vorgebe-
nenen Randbedingungen
y(a)=ya  y) =

erfullt und gleichzeitig ein Funktional der Form

b
Iyl = [ £y, @) dt

minimiert.
Ziel:

Leite ein Randwertproblem her, dass zu obiger Variationsaufgabe aquiva-
lent ist.

Losungsweg: (Lagrange, 1755)
Sei yo(t) die Losung des Variationsproblems und A : [a,b] — R eine
beliebige differenzierbar Funktion mit

h(a) = h(b) =0
Dann setzen wir
y(t,e) = yo(t) + eh(t)
Da yg(t) die Variationsaufgabe I0st, besitzt die Funktion
J(e) = Iy(, - e) = I[yo + €h]

im Punkt e = O ein Minimum.

Da J(e) eine gewohnliche Funktion der reellen Variablen ¢ ist, haben wir
die notwendige Bedingung

dJ
—~(0)=0
5. (0)




Definition:
Der Ausdruck §1 definiert durch
61 = iI[yo + eh]
de e=0
nennt man die 1. Variation des Funktionals I[y].
Damit man eine Losung des Variationsproblem erhalt, muss 61 = 0 gelten.

Bemerkung:
1) Die Funktion

Sy(®) = - y(t,)]g = h()

nennt man auch die 1. Variation der abhangigen Variablen

2) Die erste Variation 61 entspricht der Richtungsableitung von I[y] in
Richtung h an der Stelle yg.

Wir berechnen nun die 1. Variation:

b
d

61 = — /f(t,yo + eh, yo + eh’)dt
g

a e=0

Fy(t, 90, 90) - h(t) + f,,(t,y0,50) - B'() | dt
Partielle Iﬁtegration

|
S—

d
(fy(t, vo:90) = Sy (%, v, y6)> -h(t)dt + f,(t,yo, o) - h(t)
=0

|
S—

b
a,

d
(5t 90,50) = - Fy(t.v0,u) ) - At

I
R




Wir erhalten also aus Bedingung 61 = O:

b
d |
a/ (fy(t,y& y()) - afyl(t, Yo, y6)) . h(t)dt =0

Da die Funktion h(t) beliebig ist, folgt das sogenannte Fundamentallem-
ma der Variationsrechnung

d
Fy(t o, 90) = - fy(tyo o) =0 a <t <b

Satz: Jede Losung der oben definierten Variationsaufgabe ist zugleich
eine Losung der Randwertaufgabe

d
Ty(ty0,90) — — fyy(t:y0,90) = O

yo(a) =ya  yo(b) =y
Die Differentialgleichung nennt man die Euler-Lagrange—Gleichung.

Wegen

d
1y (w0, 90) = fye(t,y0,90) + fyry (890, 90) - Yo + fry (w0, ¥0) - ¥
lalt sich die Euler—Lagrange Gleichung unter der Regularitatsbedingung

Fyry (8,90, 90) # O
nach yg auflésen und damit in der expliziten Form

s Tyt v0,90) — Fye(t w0, y0) — fyry(t 90, 90) - Y0
Yo — /
fy’y/(t7y07y0)

schreiben.

Bemerkung:
Die Gleichung laldt sich in zwei Spezialfallen vereinfachen:

1) die Funktion f ist unabhangig von y
2) oder f hangt nicht explizit von ¢ ab.




Zwei Spezialfalle:
1) Hangt f nicht von y ab, f = f(¢,4’) so lautet die Euler-Lagrange
Gleichung
d /
afy/(@yoayo) =0
Dies bedeutet aber fur alle a < ¢t < b:
£yt yo, yp) = const.
2) Hangt f nicht explizit von ¢ ab, so gilt fir alle a <t < b:
H := f — f,y' = const.

denn

d d ) , /) d / 1"
aH(t) = ﬁ(f — fyy) = fyy + fyy — (@fy’) y = fyy

= (- a)r=s

Beispiel: (Problem der Brachistochrone)

Gesucht ist eine C1-Funktion y(t), die das Funktional

b
1+ @)?
ly] _/J va—y@)

a

unter den Nebenbedingungen

y(a) =ya  y) =
minimiert. Der Integrand von I[y] hangt nicht explizit von ¢ ab, wir bestim-
men daher die Hamilton—-Funktion:

H = f_fy/y/

J1+<y'<t>>2_ ¢ va—y®

va-y@ V14 @®)2 ey ¢P




Hamilton—-Funktion:
_ 1—|—(y/(t))2_\/ Ya — y(t) . y’(t) o
"= J vo—u(@)  V1+@®)2 ya—y@) P

1 1
= = c1 = const.

V14 @(1)2 | Vva — y(z)

Daraus folgt die Differentialgleichung

2c — - 1
y/:\/ ¢ (ya y) 2C:—2>O
Ya — Y 7

Trennung der Variablen ergibt die implizite Darstellung:

Yy
Ya — 1
dn=1t—a
y[\/%(yan)

und dies liefert als Losung eine Zykloide (Band 1, Beispiel 14.2.2)

4.3 Lineare Randwertprobleme zweiter Ordnung
Wir betrachten eine lineare Randwertaufgabe zweiter Ordnung:

Lly] = y"() + a1(0)y'(t) + ap(®)y(t) = h(t)
Rilyl = ayy(a) + 51y (a) + v1y(b) + 61y (b) = dy
Raolyl = agy(a) + Bay'(a) + v2y(b) + 623/ (b) = da

Damit das oben stehende System eine Losung hat, nehmen wir an, dass
die zugehorige homogene Randwertaufgabe

Lly] =0, R1lyl = Roly] =0

nur die triviale Losung besitzt.

Zunachst:

Das Problem lafit sich stets auf ein Problem mit homogenen Randbe-
dingungen zuruckfuhren.




Ruckfiihrung auf homogene Randbedingungen:

Sei yo(t) eine C2—Funktion mit

Rilyol =d1  Ralyo]l = do
d.h. yo(t) erflllt die gegebenenen Randbedingungen.
Wir setzen

z(t) = y(t) — yo(t)
Dann gilt:
Lost y(t) das Problem

Lly] = h(t), Rilyl =d1,  Raly] =do,
so lost z(t) das homogene Randwertproblem

L[z] = h(t) :== h(t) — Llyol(t),  Rilz] =0, Ra[s]=0

Die Greensche Funktion:

Randwertprobleme zweiter Ordnung mit homogenen Randbedingungen
lassen sich mit Hilfe der Greenschen Funktion |0sen:

b
y(t) = / G(t, T)h(7) dr

Man nennt G(¢,7), a < t,7 < b die Greensche Funktion.

Entscheidender Vorteil:

Die Greensche Funktion hangt nur vom Differentialoperator L[y] ab, aber
nicht von der Inhomogenitat h(t).

Ist die Greensche Funktion fiir den Differentialoperator L[y] bestimmt, so
lassen sich die Losungen mit beliebiger Inhomogenitat in der obigen Form
darstellen.




Konstruktion der Greenschen Funktion:
Wir nehmen an, dass G(t, ) auf den beiden Mengen

Dy :={(t,7) : a<7T<t<b} Dy :={(t,7) : a<t<T7<b}

glatt ist, d.h. sich als eine C2—Funktion auf den Rand fortsetzen lasst. dass
jedoch G(t, ) furt = 7 Spriinge haben koénnen.

b
y(t) = / G(t, T)h(7) dr
d t b
@ = - {/G(t,f)h(ﬂ dT—I—/G(t,T)h(T) dT}
a t

b
— / Gi(t, () dr + |G (t,t7) — G(t,tT)] h(t)

Wir verlangen:

Gt )—-GttT)=0
d.h. die Funktion G(t, ) ist stetig fir t = 7.
Fur die zweite Ableitung gilt dann:

b
y'(t) = / Gie(t, TIR(r) dr 4+ |Gi(t,t7) — Ge(t, )] h(2)
und daher
b
LIl(®) = [ LIGC, DIORE) dr + [Git, t7) = Go(t, D)) A(®)

Wir fordern daher fiir die Greensche Funktion G(¢, 7):

LIG(,7)] =0 und Git,t7) — Ge(t,tT) =1




Satz: Erflllt eine Funktion G(t, 7) die folgenden Eigenschaften:

1) Die Funktion G(¢, 7) ist stetig auf [a, b]2 und lasst sich auf D1 und D>
als C2—Funktion fortsetzen.

2) Die Funktion G(t, ) erfiillt bei festem + die homogene Differentialglei-
chung L[G(-,7)] =0 firt € [a,7] und t € [r,b] und die Randbedin-
gungen:

Rk’[G(7T>] =07 k= 172
3) Die Funktion G(t, ) erfillt die Bedingung
Gi(t,t7) — Ge(t,t 1) =1

so ist die Losung y(t) des Randwertproblems gegeben durch

b
(1) = / G(t, 7)h(7) dr

Verfahren zur Konstruktion einer Greenschen Funktion:

1) Ist y1(t),y>(t) ein Fundamentalsystem der homogenen Gleichung,
so machen wir den Ansatz:

(a1(®) +b01(#))y1(t) + (a2(t) +02(t))y2(t) : 7t
(a1(®) —b1(¥))y1(t) + (a2(t) —b2(t))y2(t) @ 72>t
2) Die Stetigkeit und Sprungbedingung an G(t, 7) liefert dann:

b1 ()y1(t) +ba2(t)y2(t) = O
b1 (D)yh (1) + ba(t)yh(t) = %

Dies ist ein LGS fiir b1 (t) und b (¢) mit regularer Koeffizientenmatrix.

G(t,7) = {

3) Die Randbedingungen ergeben schliesslich ein LGS fur die beiden
GrofRen a1 (t) und a>(t), das ebenfalls eindeutig Ipsbar ist.




Beispiel: Gegeben sei das Randwertproblem

y' () +y@®) = h(®)
y(0) —y(mr) = O
y'(0)—y/(x) = 0
Ein Fundamentalsystem ist iy (¢) = cost und y»(t) = sint.
Unser Ansatz fur die Greensche Funktion lautet daher
(a1(t) + b1(t)) cost + (ax(t) + ba(t))sint : 7 <t
Gt,m) = { (a1(t) — by () cost + (an(t) — bo(t))sint : 7>t
LGS fiir die Koeffizienten b1 (t) und b>(t):

by(t) cost 4+ bo(t)sint = 0
1
—bi(®)sint 4 by(t) cost =
Zur Losung des LGS:
by (t) cost 4+ bo(t)sint = 0
1
—by1(t)sint 4 bo(t) cost = 5

Multipliziere mit sin t bzw. cos ¢t und addiere:
1
(sin®t + cos2 )b (t) = 5 cost
Damit ergibt sich direkt

1
bo(t) = 5 COoSt

und durch Einsetzen erhalten wir

1
b1(t) = 5 sint




Einsetzen von G(t, 7) in Randbedingungen:
Die homogenen Randbedingungen lauten

y(0) —y(r) =0, ¢'(0) —¢'(x) =0
Wir berechnen:
G(0,7) = (a1(7) 4+ b1(7)) cost|,—g + (a2(7) + b2(7)) sint|,—g
= a1(7) + b1(7)
G(m,7) = (a1(r) +b1(7)) cost|,—. + (ax(7) + bo(7)) sint|,—_
= —(a1(r) +b1(7))

G¢(0,7) = —(a1(7) +b1(7)) sint|;—g + (a2(7) + b2(7)) cost|,—q
= ax(7) + b2(7)
Gi(m,7) = —(a1(7) +b1(7))sint|,—. + (ax(7) + bo(7)) cost|,—_

= —(ax(1) + b2(7))

Damit ergibt sich

G(0,7) = G(m,7) = (a1(7) —b1(7)) + (a1(7) +b1(7)) =0
Gt(0,7) — Gi(m,7) = (a2(7) — b2(7)) + (a2(7) +b2(7)) =0
Daraus folgt aber: a1 (7) = a>(7) = 0.

Die Greensche Funktion ist also gegeben durch

1 :
5Sin(t — : <t
Gty ={ 25T TS
—5sin(t—71) @ 7>t
und die Losung der Randwertaufgabe lautet:
17 17
y(t) = 5/s,m(t — PYh(r) dr — 5/s,m(t — (1) dr
0 t

Die Losungformel gilt fiir beliebige Inhomogenitaten h(t).




4.4 Eigenwertaufgaben
Gegeben sei ein homogenes lineares Randwertproblem n—ter Ordnung

Lyl = y™ @)+ an_1t Ny "D @) + ...+ ag(t, A)y(t) = 0

n—1
Rilyl = 3 (P +BrwP®) =0, k=1,2,...,n
=0

Die Koeffizienten der Differentialgleichung und die Randbedingungen
hangen von einem Parameter A € R oder C ab.

Bestimmung nichttrivialer Losungen:

Sei y1, ..., yn ein Fundamentalsystem von L[y]. Dann hangen die y; ge-
gebenenfalls auch von X ab, d.h. y;, = (¢, A).

Eine Losung lasst sich als Linearkombination darstellen:

n

y(t) = > cpyp(t,\)

k=1

Die Linearkombination
n

y(t) = D cpyr(t,N)

k=1
ist eine Losung, falls die Randbedigungen

n

Rilyl = > cxRilyrl =0, j=1,...,n

k=1
erflllt sind. Dies ist ein homogenes LGS fur cq, ..., ¢, mit Koeffizienten-
matrix
Rilya]l .. Rilyn]
E(\) = | : :
Rnly1] ... Rnlyn]

Das Randwertproblem hat also genau dann nichttriviale Losungen y(t) #=
0, falls gilt

D()\) :=detE(\) =0




Definition:

Die Werte A € R bzw. C mit D(A\) = 0 heiflen Eigenwerte der Rand-
wertaufgabe. Die zugehorigen nichttrivialen Losungen nennt man die zu-
gehorigen Eigenfunktionen. Diese sind hochstens bis auf skalare Vielfa-

che eindeutig.

Die Bedingung D()\) = 0 ist im allgemeinen ein nichtlineares Nullstellen-
problem mit unendlich vielen Losungen.

Bemerkung:

Eigenwertprobleme lassen sich in nichtlineare Randwertaufgaben trans-
formieren: Wir setzen y,,4 1 (t) := X und findet dann

y (1) = —an 10t Yngr )y (@) — = a0t Y 1)y()
Ynt1 = O
R[yayn-l—l] = 0
y'(a) = 1 (Normierung)
Beispiel:

Wir betrachten die Randwertaufgabe

y' + X2y =0, y(0)=y(1)=0

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet:

y(t) = c1 cos(At) 4 cosin(At)

Die Randbedingungen ergeben dann

y(0) =0 = ¢1 =0
y(1) =0 = cosin(At) =0

FUr die Eigenwerte ergibt sich demnach

M\, = kr,  keZ\{0}

mit zugehorigen Eigenfunktionen

y(t) = sin(\gt)




Beispiel:
Wir betrachten die Randwertaufgabe
v +Xy=0, y(0)=0,y(1)-y(1)=0
Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet:
y(t) = c1 cos(At) + cosin(At)
Die Randbedingungen ergeben dann
y(0) =0 = ¢1 =0
y(1) —4'(1) =0 = co(sin(At) — Acos(\t)) =0

Die Eigenwerte sind also die Losungen der nichtlinearen Gleichung A =
tan A mit zugehorigen Eigenfunktionen

yaw={sm?”)§§Z§8

Kapitel 5: Numerische Verfahren fiir Anfangswertprobleme

5.1 Allgemeines
Gegeben sei das skalare Anfangswertproblem

y'(1) = f(t,y(1), y(a) =va
Wir wollen die Losung y(¢) an einer Stelle b > a berechnen.

Kann man die Losung nicht explizit durch Integration bestimmen, so ver-
wendet man ein

Diskretisierungsverfahren:

Definiere Zerlegung des Integrationsintervalls
a=tg<t1<...<tm=12>

und die Naherungen

Man nennt h; 1= ¢;, 1 — t; die Schrittweite.




Definition: Das Verfahren zur Bestimmung einer Naherungslosung
(Yo, ..., Yn) bezeichnet man als Numerischen Integrator.

Numerische Verfahren lassen sich bestimmten Klassen zuordnen:

1) Einschrittverfahren:

Yit1 =Y+ h; @5, Y, hy)

Man nennt & die Verfahrensfunktion.

2) Mehrschrittverfahren:

Y'j_l_lzcb(Y',...,Yj_k), keN

Man verwendet die bereits berechneten Naherungen Y}, ..., Y;_;.

3) Extrapolationsverfahren
Kombiniere ein Einschritt— bzw. Mehrschrittverfahren aus 1) und 2) mit
verschiedenen Schrittweiten und extrapoliere das Ergebnis.

Wichtige Fragen zur Qualitat eine Integrators:

1) Es gelte Y; = y(t;). Welchen Fehler machen wir im nachsten Inte-
grationsschritt, d.h.

ly(tj41) — Yip1l =7

2) Wenn wir die lokalen Fehler aus 1) kontrollieren konnen, was gilt dann
zur Zeitt = b, d.h.

|y(b) — Y| =7

Insbesondere, wenn wir h; — O wahlen, d.h. konvergiert das Verfah-
ren im Grenzfall h; — 07?7

3) Gibt es eine geeignete Wahl fir die Schrittweite h;, so dass etwa der
Approximationsfehler — etwa im Vergleich zum Rechenaufwand — mi-
nimal wird.




5.2 Einschrittverfahren

Das Eulersche Polygonzugverfahren ist das einfachste Einschrittverfah-
ren

Yip1 =Y+ h; f(25,Y)
Das Verfahren entsteht aus der Approximation
1
o/ (ty) = £(t5,Y)) ~ (Vg1 = Y))
J
Geometrische Deutung:

Zur Berechnung des Wertes Y; laufe ich immer ein kurzes Stick in Rich-
tung der Tangente im Punkt Y}, d.h. entlang der Geraden mit Steigung

Verfahren von Heun: Wahle den Mittelwert zweier Steigungen

Ky, = f(tjvyvj)
Ky = f(t;+hj,Y)+ hK7)
1 1

Das modifizierte Euler-Verfahren: (Collatz, 1960)

Wabhle eine mittlere Steigung
Ky, = f(tj7 ij)
h; h;
Ky = f tj+57Yj+5Kl

Y'_|_1 = Y} + thQ




Definition:
Gegeben sei die Naherung (¢, Y;) und ein Einschrittverfahren in der Form
Y:7-|—1 — Y +h cb(tja VE )
Sei z(t) die Losung des (lokalen) Anfangswertproblems
() = f(t,z1),  2(t) =Y,
1) Das exakte Inkrement ist gegeben durch

Z(t]+h) -Y
h

A(tj,Yj,h) ==
2) Man nennt dann

T(t]a ]7h) _A(tj7 ja ) (D(tj, ja )

den lokalen Diskretisierungsfehler.

Definition: (Fortsetzung)

3) Das Einschrittverfahren heif3t konsistent, falls fur alle hinreichen oft
stetig differenzierbaren rechten Seiten f (¢, y) gitl:

h) =0

|Im07'(tj, s

Das Einschrittverfahren besitzt die Ordnung p, falls gilt:

7(t;,Y;,h) = O(hP)
d.h.
3C,ho >0 : Yh e (0,ho] : |7(tj,Y},h)| < ChP

Bemerkung: Man kann den lokalen Diskretisierungsfehler auch als

T(tjﬁyjjah) ('z(tj-l-l) j-|—1)

darstellen, d.h. 7 ist der Integrationsfehler pro Schrittweite.




Bestimmung der Konsistenzordnung:

Man verwendet dazu die Taylor—Entwicklung von z(t + h) um h = 0
h2
2(t+h) = 2(t) + 2/ (H)h + z"(t); + ...
Nun gilt neben z(t) =Y

Z(t) = f(t 2())
Z'(t) = fi(t,2) + fy(t,2)2" = fi(t,z) + fy(t,2) f(t, 2)
W) = fut2fiyf + fyyf2+ fify + £2d

Wir erhalten daher fir A(¢,y,h) = (z(t + h) — Y')/h den Ausdruck

h h2
A= f+SUifof) + (i + 2fuyf + Fuuf? + fufy + f2d) + O(R®)

Beispiel:
1) Beim Euler—Verfahren gilt ® = f(¢,Y") und daher
F= A ® = [+ L(fufyl) + O — @ = L(fify ) + OR)
Das Verfahren ist also konsistent erster Ordnung.

2) Beim Verfahren von Heun gilt
1

- % (f(t, Y)+ f(t,Y)+ g(ft(t, Y)+ fy (&, Y) (@, Y)) + O(h2)>
Daraus folgt
T=A—P = O(hz)

Das Heun—Verfahren ist ein konsistentes Verfahren zweiter Ordnung.




Satz:

Die exakte Losung des Anfangswertproblems

y(t) = ft,y@®), y(a) =wva

existiere im Intervall [a, b]. Das Einschrittverfahren der Form

Yig1 =Y+ hj @, Y}, hy)

sei konsistent und besitze die Ordnung p mit |[7(¢,Y, h)| < ChP.
Ferner sei die Verfahrensfunktion @ Lipschitz—stetig bezuglich Y':

[®(t, Y, h) — ®(t,Y,h)| < LIY — Y]

Dann gilt fir die mit aquidistanter Schrittweite h = (b — a)/m, m € N,
berechneten Naherungen Y;,, = Y (b; h) von y(b):

: 1/ L(b—a
Y (i) —y®) < (M7 —1) O

Runge—Kutta—Verfahren:
Allgemeine Form mit Stufenzahl s

S
Yigr = Yj+hy ) it Y, hy)
=1
Ki1(t,Y,h) = f(t,Y)

i—1
K;(t,Y,h) = f (t +a;h,Y + h Z bilKl>
=1
Schreibweise: (Butcher—Schema)

0

ap | bo

a3 | bz1 032

as | bs1 b2 bs,s—1
c1 € ...Cs_1 Cs




Beispiele:

1) Verfahren von Heun (p = 2)

= O

N[ | =

2

N O 3
|_l

~ N~

2) Modifiziertes Euler—Verfahren (

2
01
Beispiele:
3) Kutta—Regel (p = 3)
0
171
2 2
1 -1 2
1 2 1
6 3 6
4) Klassische Runge—Kutta—\Verfahren (p = 4)
0
171
121
503
1/0 0 1
1 1 1 1
6 3 3 6




Runge-Kutta—Fehlberg-Verfahren

Man kombiniert zwei RK-Verfahren der Ordnung p und p + 1, um eine
automatische Schrittweitensteuerung zu generieren:

Z(t + h) — ]+1

- = ChP 4+ O(hPT1)
2(; +h}z J+1 O(hp+1)
Daraus folgt aber
T(tj> Ytja h) =~ Ch? ~ ‘ h ‘ = Test
Wahle die Schrittweite stets so, dass
Test < TOL

mit gegebener Genauigkeitstoleranz TOL qilt.

Allgemeine Form der RKF-Verfahren:

Yip1 = Yj+h, ZCZK(tJ, Yj, hj)
=1

5>j—|—1 = Y;+h; ZCZK(tj7 g ])
1=1

=1
Beispiel: RKF2(3)-Verfahren nach Fehlberg (1969)

i—1
Ki(ta Y, h) — f (t + a’ih'7 Y +h Z bilKl)

0

1 |1

1011
2 |2 2
P=23 3
— 1 1 2
P=3]5 & 3




Beispiel: RKF4(5)-Verfahren nach England (1969)

0
1|1
2 2
101 1
2| 4 1
11 0 -1 2
2/ 7 10 o 1
3 27 27 27
1|28 1 546 54 378
51 625 5 625 625 625
1 2 1
3 3 & 0
14 0 0 35 162 125
336 336 336 336

5.3 Anfangswertmethoden fiir Randwertprobleme

Das einfache SchieRverfahren (shooting method)
Wir betrachten ein Randwertproblem zweiter Ordnung der Form

v = f(tvy,9)

y(a) = ya, y(b) = y
Idee eines SchieRverfahrens:

Kombiniere ein numerisches Verfahren fur das zugehorige Anfangswert-
problem

' = f(t,v,9)

y(a) = o, y'(a) = 2
mit einem iterativen Prozess bezuglich des (freien) Parameters z, um die
rechte Randbedingung zu erflllen, d.h.

y(b) =y




Bezeichnen wir mit y(¢; z) die Losung des Anfangswertproblems, so fiihrt
das SchielRverfahren auf ein Nullstellenproblem der Funktion

F(z) == y(b;2) =y

Beispiel: Fur die Randwertaufgabe

y'=-y, y(0)=4, y(1)=1
erhalten wir das zugehorige Anfangswertproblems

y'= -y, y(0)=4, y'(0)==z
die Losung

y(x) = zsinxz + 4cosx

Die Funktion F(z) lautet daher

F(z) =zsinl+4+4cosl1—-1

Zur Losung des Nullstellenproblems F(z) = 0 haben wir zwei Verfahren
kennengelernt:

1) Das Bisektionsverfahren Seien z; und 2, zwei Punkte mit F'(z1) -
F(2z7) < 0:

1
z3 1= 5(21 + 22)
Falls F(z1) -F(23) <0 : z1 := 23
sonst Lz = 2o
2) Das Newtonverfahren
Iterationsvorschrift:
_ F(zy)
TR T )

Das Newton—Verfahren konvergiert i.A. quadratisch, aber man muss
die Ableitung F’/(z;,) berechnen.




Allgemeine Zweipunkt—Randwertprobleme

y'(t) = ft,y®), y()eR"
r(y(a),y(0)) = O
SchieBverfahren: Betrachte das Anfangswertproblem
y'(t) = ft,y(®), y(t)eR"
y(a) = zeR"”
mit der Losung y(¢; z).
Das aquivalente Nullstellenproblem lautet jetzt:
F(z) :=r(z,y(bz)) =0

Die Funktion F : D — R™, D C R" ist glatt, falls r(u,v) und f(¢,y)
hinreichend oft stetig differenzierbar sind.

Zur Losung des Nullstellenproblems F(z) = 0 verwendet man etwa das
gedampfte Newton-Verfahren aus Analysis llI

fir k=0,1,2,...
JE(zF) - AzZF = — £ (2F)
zht1l — 4k + )\kAzk
Dabei ist die Jacobi—Matrix Jf(z) gegeben durch

Jt(z) = Ba+By-Y(b)
B, = 2r(u,v)
ou (z,y(b;z))
B, = 3r(u V)
T v ki)
5]
Y(b) = —y(b2z)

0z




Beispiel: (fur das das Schiel3verfahren nicht funktioniert)

Wir betrachten das Randwertproblem
y" = Xsinh(\y)
y(0) = 0, y(1) =1
Flr A = 5 besitzt die zugehorige Anfangswertaufgabe
v = Xsinh(\y)
y(0) = 0, ¥'(0) = =z

nur fur |z| < 0.05 eine Losung, die auf dem ganzen Intervall [0, 1] exi-
stiert.

Fir die tatsachliche Losung der Randwertwertaufgabe gilt

2z* = 0.0457504...

Beispiel: (Losung kann bezlglich z stark variieren)
Wir betrachten das Randwertproblem

y'=12y+v¢, y(0)=y(10)=1
Die allgemeine Losung der zugehorigen Anfangswertaufgabe kann man
explizit berechnen:

Az1 —zo _ 3z1 + z
y(t;21,22)=717 2e 3’5—|-717 24

Mit den Randwerten y(0) = y(10) = 1 folgt
2 =y0)=1, 2z5=4¢(0)=-34+209...-107
Weiter qilt:
y(10;1,-3) = e 39~0936-1071

1
y(10;1,-3 4+ 10719) =~ 7630 ~ 1.53-10%2

Korrekte numerische Berechnung nahezu unmaoglich!




Die Mehrzielmethode (multiple shooting method)
Gegeben sei die Randwertaufgabe

y'(t) = ft,y@®), y()eR"
r(y(a),y(®)) = 0

Kombiniere das (einfache) Schiel3verfahren mit einer Intervallunterteilung
von [a, b]:

a=1t1 <tr<...<tm=b>

Man nennt die ¢;’s auch die Mehrzielknoten.
Lose auf jedem Teilintervall (numerisch) das Anfangswertproblem

(@) = ft,y®), t;<t<tj4q
y(t;) = z;
und bezeichne die Losung mit y(¢;t;,2;), 7 = 1,...,m — 1.

Die zusammengesetzte Losung

( y(t;t1,21) Dot <t <t

: . y(t;t2,22) Dty <t<t3
y(tiz1,. ., Zm—1) =4 ° _

L YGtm—1,Zm—1) ¢ tme1 St <tm
erfullt genau dann die Randwertaufgabe, wenn gilt
Fi(zj,zj41) ‘= y({tj41:t,25) =241 =0, j=1,2,...,m—2
Fn-1(z1,2m-1) = r(z1,y({mitm-1,2m-1)) =0
Dies ist aquivalent zu einem Nullstellenproblem flr die Funktion
F=(F,....F,, )7 :DRmDn  pcRlm-1n

Zur Losung verwendet man wieder das gedampfte Newton—Verfahren.




