Der Integralsatz von Stokes.

Satz: (Integralsatz von Stokes)

Sei f: D — R3 einw auf einem Gebiet D C R3.

Weiter sei F = p(K) eine Flache in D, F C D, mit der Parametrisierung
X = p(u) u € R? und K C R? sei ein Greenscher Bereich.

Der Rand 0K werde durch eine stiickweise glatte C'~Kurve c
parametrisiert, deren Bild €(t) := p(c(t)) dann den Rand OF der Fliche F

parametrisiert.

Die Orientierung der Randkurve €(t) sei hierbei so gewahlt, dass
n(c(t)) x c(t) in Richtung der Fliche weist.

Dann gilt
[ /rotf(x)do—jéF f(x) dx
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Beispiel.

Gegeben sei das Vektorfeld

M /545325 © ) f T
- [ | — O — (— _
{=[re ( g (x,y,2) = (=y;x,~2)

und die geschlossene Kurve C: [0,27] — R3 sej parametrisiert durch
‘c(t) = (cos t,sin t,O)T fur0 < t < 2w W(< -
g = (‘5‘\,1\( - . —7

21
j'{ F(x)dx — /0 (F(c(t)), &(t)) dt

TP(C&)/ =G o, S )
o —sint —sint
= / < cost : cost > dt
0 0 0

= (sin® t + cos® t) dt = 27
0

Dann gilt:
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Fortsetzung des Beispiels.

Wir definieren nun eine Fliche F C R3, die durch die Kurve c(t) berandet

wird: e 7!
X COS (Y COS Y
y | =| sinpcosy | =:p(p, )
z sin ¢

mit (¢, 9) € K = [0,27] x [0,7/2], d.h. die Flache F ist gerade die obere
Kugelhalfte.

Der Integralsatz von Stokes besagt nun:

Wir haben bereits die rechte Seite, ein Kurvenintegral 2. Art, berechnet:

]{ f(x) dx =27
c=0F
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Komplettierung des Beispiels.

Es bleibt also das Oberflachenintegral 2. Art:

/Frotf(X)do:/K<rotf(p(gp7¢))’8¢ x@

Beachte: Die rechte Seite ist ein Bereichsintegral. << <
L

Man rechnet rot f(x) = (0,0,2) " direkt nach, sowie ST [y
5 Mt:<??)fi(%¥ij~cf
e
8p op c?sgpcos2 (0 >
5 fw sin ¢ cos®
14 sin 1) cos
Daraus folgt:
sl <§L~.\.Vf/
w/2 27 /2
/ rot f(x) do = / / 2sin) cos ) dpdy) = 27‘(’/ sin(2y) dy = 27
F E——————— o O
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