


Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer
Variablen

2.1 Extrema von Funktionen mehrerer Veranderlichen

Definition: Sei f : D — R, D C R”, und x° € D. Dann hat f(x) in x°

@ ein globales Maximum, falls f(x) < f(x°) fiir alle x € D. ) [\
@ ein strenges globales Maximum, falls f(x) < f(x°) fiir alle x € D. ( ,

@ ein lokales Maximum, falls es ein € > 0 gibt mit

f(x) < f(x°) fiir alle x € D mit ||x — x°|| < e. M\
@ ein strenges lokales Maximum, falls es ein € > 0 gibt mit
f(x) < f(x°) fiir alle x € D mit ||x — x°|| < e. ' Ugﬁ
Analoge Definitionen fiir Minima.
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Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema.

Satz: Besitzt eine (A2Funktion f(x) in einem Punkt x® € D? ein lokales
_Extremum (Minimum oder Maximum), so gilt

( grad £(x%) = 0 e@
Beweis: Fiir ein beliebiges v € R”, v # 0 ist die Funktion
AETd o(t) = FO +tv) s ped flty)

in einer Umgebung von t° = 0 stetig differenzierbar.
Weiterhin hat o(t) bei t° = 0 ein lokales Extremum. Damit folgt:

/ P—
O = £(0) :?ﬁdf(xo)v:O v'v J

Da dies fiir alle v £ 0 gilt, folgt die Bedingung:

grad f(x°) = (0,...,0)"
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Bemerkungen zu lokalen Extremwerten.

Bemerkungen:

@ Die Bedingung grad f(x°) = 0 liefert gewdhnlich ein nichtlineares
Gleichungssystem zur Berechnung von x = x° mit n Gleichungen und n
Unbekannten.

@ Die Punkte x° € D° mi@ad f(xY) :Enennt man stationire Pun@von
f(x). Stationdre Punkte sind nicht notwendigerweise lokale Extremwerte.
Zum Beispiel besitzt die Funktion

f(Xay) ::Xz_y2

den Gradienten
grad f(x, y) = 2(x, —y)
und hat daher nur einen stationiren Punkt x° = (0,0)". Der Punkt xV ist

jedoch ein Sattelpunkt von f, d.h. in jeder Umgebung von x° gibt es zwei
Punkte x! und x? mit

f(x') < F(x°) < £(x?).
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Klassifikation stationarer Punkte.

Satz: Sei f(x) eine ¢2-Funktion auf D° und x° € DO ein stationirer
Punkt von f(x), d.hgrad f(x°) = 0. ]

a) Notwendige Bedingung

Ist x° ein lokales Extremum von f(x), so gilt:

x? lokales Minimum = H £(x°) positiv semidefinit
x? lokales Maximum = H f(x°) negativ semidefinit

b) Hinreichende Bedingung
Ist H f(x") positiv definit (bzw. negativ definit), so ist x ein strenges
lokales Minimum (bzw. Maximum) von f(x).

Ist H f(xo) indefinit, so ist x° ein Sattelpunkt, d.h. es gibt in jeder
Umgebung von x® Punkte x! und x? mit f(x!) < f(x°) < f(x?).
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Beweis des Satzes, Teil a).

Sei x° ein lokales Minimum. Fiir v # 0 und £ > 0 hinreichend klein folgt aus der
Taylor—Formel  _ o ok ‘[@M - o

TOA}L« —ﬂ%l—{@)): f(x° + ev) —l@: %(EV)TH f(gi_—l_—\@ﬁ:!)(sv)ZO (1)

& —
NN PN
mit 6 = 6(e,v) € (0,1). Ta =
Der Gradient in der Taylorentwicklung verschwindet, grad f(x") = 0, denn xY ist
stationar.
Aus (1) folgt
v Hf(x? 4 fev)v > 0 (2)

Da f(x) eine C°>~Funktion ist, ist die Hesse—Matrix/ eine stetige Abbildung. Im
Grenzwert € — 0 folgt daher aus (2), . e=0 el s

v HfF(x°)v>0
d.h. H f(x%) ist positiv semidefinit.
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Beweis des Satzes, Teil b).

Ist H £ (x")(positiv definih) so ist H f(x) ebenfalls in einer hinreichend kleinen
Umgebung x € K.(x%)\C D um x° positiv definit. Dies folgt aus der Stetigkeit der
zweiten partiellen Ableitungen.

L ONTH (0 Y
MX_FQ(X x))(xj
0 L

mit 6 € (0,1), d.h. f(x) hat in x° ein strenges lokales Minimum.

N

Ist H £(x°) indefinit, so existieren zu Eigenwerten von H f(x°) mit verschiedenen
Vorzeichen gewisse Eigenvektoren v, w mit

v Hf (x°)v > 0 w Hf(x®)w < 0

und somit ist x° ein Sattelpunkt.
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Bemerkungen.

@ Ein stationirer Punkt x° mit\dﬁt Hf (x°) = O}eiB(MDie

Hesse—Matrix besitzt dann den Eigenwert A = 0.

@ Ist x° nicht ausgeartet, so gibt es 3 Fille fiir die Eigenwerte von Hf (x):
alle EW sind strikt positiv. = x° ist strenges lokales Minimum
alle EW sind strikt negativ. = x? ist strenges lokales Maximum

es gibt strikt pos. und neg. EW = x° Sattelpunkt

@ Die folgenden Implikationen gelten (aber fiir keine die Umkehrung)

xY lokales Minimum & XY strenges lokales Minimum
(D) <9
Hf(x") positiv semidefinit <« Hf (x%) positiv definit
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Weitere Bemerkung.

@ Ist f(x) eine C3—Funktion, x° ein stationirer Punkt von f(x)
undE-l f(x°) positiv definit) so gilt die Abschatzung:

(x — xO)T Hf(xo) (x — xo) > Amin + ||X — xo||2

wobei A\min den kleinsten Eigenwert der Hesse—-Matrix bezeichnet.

Nach dem Satz von Taylor gilt dann:

1
f(x) — f(xo) > §>\m,-on — x0H2 + Rs3(x; xo)

)\min
> k=P (252 - Clx - 2]

S /(V»@IF

mit einer geeigneten Konstanten C > 0.

Um x°? wichst f(x) somit mindestens quadratisch mit dem Abstand von x°.
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Beispiel.

Wir betrachten die Funktion

f(x,y) ==y?(x — 1) + x*(x + 1)

und suchen die stationaren Punkte:

y?+ y(5r+c) =2

grad f(Xay):(y2+X(3X+2)72y(X_1))T—/ 37(4/.4) =

Die Bedingung grad f(x, y) = O liefert die beiden stationdren Punkte v —=o

/7_ L. T
Sxo—(O,O)T und m A

Die jeweiligen Hesse—Matrizen von f an den Stellen x° und x! lauten

(3 4] (3 4

Die Matrix Hf (x%) ist indefinit, also ist x° ein Sattelpunkt, Hf (x!) ist negativ
definit, somit ist x! ein strenges lokales Maximum von f(x).
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Kapitel 2. Anwendungen der Differentialrechnung mehrerer
Variablen

2.2 Implizit definierte Funktionen

Ziel: Untersuche die Losungsmengen von nichtlinearen
Gleichungssystemen der Form

g(x) =0

mitg: D — R™ D CR", d.h. wir betrachten Lm Gleichungen fiir n
Un@ mit @ —

Also: Es gibt weniger Gleichungen als Unbekannte.

——

Man nennt dann das Gleichungssystem unterbestimmt und die
Losungsmenge G C R" enthalt gewohnlich unendlich viele Punkte.
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Auflosbarkeit von (nichtlinearen) Gleichungen.

Frage: Kann man das System g(x) = 0 nach bestimmten Unbekannten, zum

Beispiel den letzten m Variablen xp_mt1, . .. ,xLauflﬁsen?
o ioholor
Mit anderen Worten: Existiert eine Funktion f(xy,..., X,_m) mit
T
8x) =0 = (oomin o Xn)t =Fx 0 Xeom)
m Vnoba__. n-vie o ot

Terminologie: " Auflosen” bedeutet also die letzten m Variablen durch die ersten
n — m Variablen zu beschreiben.

Weitere Frage: Nach welchen m Variablen lasst sich das Gleichungssystem
auflésen? Ist die Aufldsung global auf dem Definitionsbereich D mdoglich oder nur
lokal auf einer Teilmenge D C D?

Geometrische Interpretation: Die Losungsmenge G von g(x) = 0 Iasst sich
(zumindest lokal) als Graph einer Funktion f : R"~™ — R™ darstellen.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 66 /182



Beispiel.

Die Kreisgleichung
gx,y)=x>+y*—r* =0 mit r > 0

definiert ein unterbestimmtes nichtlineares Gleichungssystem, denn wir
haben zwei Unbekannte (x, y), aber nur eine Gleichung.

Die Kreisgleichung lasst sich lokal auflosen und definiert dabei die
folgenden vier Funktionen:

y:

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 67 /182



Beispiel.

Sei g(x) eine affin—lineare Funktion, d.h. g hat die Form
M “a.
g(x) = Cx+b firCcR™" becR" Js-,ﬁ»ﬁ
Wir spalten die Variablen x in zwei Vektoren auf

W= (.. x0-m)” €R™™ und x?) = W)T €R”

N~ Vil - Un o’
Aufspaltung der Matrix C = [B, A] ergibt die Darstellung§
g(x) = Bx(l) + Ax{ Ax? + b Q/ (C Gy, ol |07

SN S AP

e e W

Das Gleichungssystem g(x) = 0 ist genau dann nach den Variablen x(2)
(eindeutig) auflésbar, falls/A reguldr ist:) A = (5"

X
&

g(x) =0 «— x® =_A"1BxY +b)=fxD)
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Fortsetzung des Beispiels.

Frage: Wie kann man die Matrix A in Abhangigkeit von g schreiben?

Aus der Darstellung
g(x) = Bx) + Ax(®) + b
" 282 _
erkennt man direkt, dass X :;é% A
0g
A= Ox(2)

gilt, d.h. A ist die Jacobi—Matrix der Abbildung

(x(l), x(2))

x? s g(xD) x?)

fiir festes x(1)1

Fazit: Auflosbarkeit ist somit gegeben, falls die Jacobi—Matrix regular ist.
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Satz uiber implizite Funktionen.

Satz: Sei g : D — R™ eine C@—Funktion, D C R" offen. Die Variablen in D seien
(x,y) mit x n=m ynd y € R™. Der Punkt (x°,y%) € D sei eine Lésung von

g(x?,y°)=0
Falls die Jacobi—Matrix

0 0
%(x0,y0) ... G2(x,y%)

O8m [« O8m [«
(%Y%) o S (EY0)

regulir ist, so gibt @ngebungen U von x° und V von y°, U x V C D und eine
eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f : U =V mit

f(x") =y° | und @, f(x)) =0)| firallexe U
und -

(1760 = - (e f(x»)l (FExf00)
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Beispiel.

Fiir die Kreis leichung g(x y)=x?>+y?—r?=0,r > 0 findet man im
Punkt|(x°, y%) = (0, r)
L\[CL\t\ V)WLL X
Org (O r) = 8\(0 r)=2r=#0 \ ~
fg\ﬂath//

Man kann also in einer Umgebung von (0, r) die Kreisgleichu

auflosen:
=va—e )

Die Ableitung f’(x) kann man durch implizite Diffentiation berechnen:

g(x,y(x)) —  &(x,y(x))+ gy(x y(x))y'(x) =0 -
2/ ( 7=
3)= )=
e 2 +2 (/ y'(x) = f/(x) X %Z’if&“zz&*%z
X y(x)y X)=1{x)=——=<
k V) | el =it o
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Ein weiteres Beispiel.

Betrachte die Gleichung g(x,y) = ¢ +3y +x>—-1=0.

Es gilt <) T3 e =2

. . 2 q
(Xy) e 4+3>0 fiir alle x € R. 70“%&]0«

Die Gleichung ist also fiir jedes x € R nach y =: f(x) auflésbar und f(x) ist eine
stetlggdlfferenmerbare Funktlon Implizite leferentlatlon liefert

~7(§4} ] = —£—2>( ""<6L7 x+/§) =0 N
= == e’ X — 2x
f(f,ycn,o g_yf—i)+3y +_%>g:0 — Y = 3

—

Erneute Differentiation liefert

2 4 eV x(y — 1)
Xy L Xy — 1243y 42 =0 — yi=_ +eey Xi3 Wyyz/

Aber: Explizites Auflosen nach y (mit Hilfe elementarer Funktionen) ist in diesem
Fall nicht moglich!

e (V- 4%%5 X(v”/ + 35+l FO
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