Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.3 Mittelwertsdtze und Taylor—Entwicklungen

Satz (Mittelwertsatz): Sei f : D — R eine auf einer offenen Menge D C R”
differenzierbare, §l_<il/ are Funktion. Weiterhin seien a,b € D Punkte in D, so dass
die Verbindungsstrecke

a.b] ={a+tb—a)|re[0,1]} =

ganz in D liegt. Dann gibt es eine Zahl § € (0,1) mit

L(b _f(a)=grad f(a+ 6(b —a))- (b — ﬂ

Beweis: Wir setzen M 5 Ad ) - ~hL@,] =L ol
h(t) := f(a+ t(b — a)) f@/:LCO/ {Cb/:ACM

Aus dem Mittelwertsatz fiir eine Veranderliche folgt dann mit der Kettenregel
A7 [7US

f(b)—f(a) = h(1)— h(0)Z K (B)-(1-0)
= “gradf(a+6(b —a))- (b —a)’
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Definition und Beispiel.

Definition: Gilt die Bedingung [a,b] C D fiir alle Punkte a,b € D, so

b
heiBt die Menge D konvex. %(O\mre/( @ @mw:’(

Beispiel zum Mittelwertsatz: Gegeben sei die skalare Funktion
f(x,y) := cosx +siny a (0.0 6‘(5%’/

Offensichtlich gilt

_ _ . L . (o) (o

F(0,0) = f(r/2,7/2) =1 = f(n/2,7/2) —£(0,0) =0 =1L/ =
~) Lo,

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein § € (0,1) mit T (4)

el 1) aaar (o 72)) (72 ) o
2 gl
In der Tat gilt diese Beziehung fiir 6 = 1. gusf {= ( >;;"’WC L7 (Ef ‘z(ﬂ)
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Mittelwertsatz gilt nur fiir skalare Funktionen.

Beachte: Der Mittelwertsatz fiir mehrere Variablen gilt nur fiir skalare
Funktionen, aber i.A. nicht fiir vektorwertige Funktionen!

Beispiel: Betrachte die vektorwertige Funktion { b—"D (

f(t)::<c9“), te[ow/zrbccﬁ 7[6 (W

SInt

Nun g b 49—

e (1) ()= () g
o e = 1(03)-5-0) -3 (o) ezl

cos(0m/2) ot ~©
ABER: D|e Vektoren auf der reThten Sel’je haben die Langen V2 bzw. 7/2 |
Man =7 = IRl £ 1q@53l,=1T - 12
‘[C 'K - i;x\jp/- b-<U
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Der Mittelwert—Abschatzungssatz fiir vektorwertige
Funktionen.

. . toved
Satz: Die Funktion f : D — E™sei differenziekbar auf der offenen Menge
D C R". Weiterhin seien a, b Punkte in D mit [a,b] C D. Dann gibt es ein

0 € (0,1) mit

If(b) —f(a)ll2 < [[Jf(a + 6(b —a))- (b —a)ll
My n ([AA
Beweisidee: Anwendung des Mittelwertsatzes auf die skalare Funktion g(x)

definiert durch 0 D v
(g(x) = (f(b) — f(a))Tf(xﬂ (Skalarprodukt!)

Bemerkung: Eine andere (abgeschwichte) Form der Mittelwert—Abschatzung ist

If(b) — f(a)|| < sup [[JF(E))]|-[|(b—a)

£€la,b]

wobei || - || eine beliebige Vektor— bzw. zugehorige Matrixnorm ist.
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Taylor—Entwicklungen: Notationen.

Zunachst definieren wir einen Multiindex o € Njj als
a:=(ag,...,a,) €Nj
Weiterhin sei
ol i=a1+ -+ ap al i =ay!l - ap!

Ist f : D — R |a|—mal stetig differenzierbar, so setzen wir

ol

wobei D = D; ... D; und wir schreiben

\

TV

a;—mal
a . 01,00 a S n
XY =X Xy X" fir x = (xq,...,x,) € R™.

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure 48 /182



I

M

(=0

ot [ 1

(@]~ ¢

(Q/q {Q/z/ = (OP)
s [ (2.0]

(0.2)

% ) I/CZCO/
)
(&cl/

D ,é
o ? i““;



Der Satz von Taylor.

Satz: (Satz von Taylor) st
Sei D C R" offen und konvex, f : D — R eine C™t1-Funktion und sei
xg € D. Dann gilt fiir x € D die Taylor—Entwicklung

@) = Tm(X;xo)JrRm(X;xOJ

Tm(X; Xo) _ Z Da;(IXO) (X . XO)a
la|<m '
Rm(x; XO) _ Z Daf(XO ‘|‘Oﬁ(x — XO)) (X - XO)a

|a|=m+1

mit einem geeigneten 0 € (0, 1).

Bezeichnung: In der obigen Taylor—Entwicklung heiBt T,,(x;xo) Taylor—Polynom
m—ten Grades und R,,(x;xq) wird als Lagrange—Restglied bezeichnet.
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Herleitung der Taylorschen Formel.

Wir definieren eine skalare Funktion einer Variablen t € [0, 1] als

g(t) := f(xo + t(x — xg)) pel={& O&-fa

und berechnen die Taylor—Entwicklung um t = 0. Es gilt:
T (k| Tt | )
[ = g(1) =g(0) + £'(0)- (1~ 0) + 5g"(€) - (1~ 0)* fir ein & € (0,1).
{&)

Die Berechnung von g’(0) liefert mit der Kettenregel

d
g'(0) = Ef(x{) + t(xg — X{)),Xg + t(x — Xg), .. ,XS + t(x, — X,?))

t=0

= Dif(xg) - (x1 — x{) + ...+ Dpf(x0) - (x, — x9) ﬁ‘%@‘/ f@’/'éﬂé}

af(x G
> D ;(I 0) | (x — xp)° =§%v€@°?@"’éf‘)

=1
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Fortsetzung der Herleitung.

Berechnung von g’ (0) liefert

d2

g’(0) = 2T (%0 + t(x = x0))

t=0 t=0

d n
== Z Dif(x° + t(x — x°))(xx — x?)
k=1

= Duf(xo)(x1 — x{)* + Darf(x0) (1 — x7) (32 — x7)
+ oA Dyt (x0) (% = X7) (4 = x7) + .+

—|—Dn_1,nf(X0)(Xn 1 — X 1)(Xn — X ) + Dnnf(XO)(Xn — X )2)

D>f
— Z EXO) (x — xp)“ (Vertauschungssatz von Schwarz!)
ol
|| =2

Nun: Beweis der Taylor—Formel mittels vollstandiger Induktion!
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Beweis des Satzes von Taylor.

Die Funktion
g(t) = f(xO + t(x — xo))

ist (m 4+ 1)-mal stetig differenzierbar, und es gilt

(k) g(m+1)(9)

fir ei 1].
kz:: . (m—l— D tr ein 6 € [0, 1]

Weiterhin gilt (per Induktion iiber k)

(k) o f(x0
g (O) ZDf( )(X_XO)a

kI N

la|=k

und

g{mt1)(9) _ Z D f(x% 4 0(x — x?))

(m+ 1)! )"

(x — x
o
|a|=m+1
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Beispiel zur Taylor—Entwicklung.

© Berechne das Taylor-Polynom T,(x; xg) zweiten Grades der Funktion
f(x,y,z) = xy°sinz
zum Entwicklungspunkt (x,y,z) = (1,2,0)7.

@ Die Berechnung von T,(x;xg) bendtigt die partiellen Ableitungen bis
zur zweiten Ordnung.

© Diese Ableitungen miissen am Punkt (x,y,z) = (1,2,0)7
ausgewertet werden.

© Als Ergebnis erhdlt man T,(x;xg) in der Form
To(x;x0) =4z(x+y —2)
© Berechnung auf Folie.
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Bemerkung zum Restglied eines Taylor—Polynoms.

Bemerkung: Das Restglied eine Taylor—Polynoms enthalt alle partiellen
Ableitungen der Ordnung (m + 1):

Rm(x; XO) _ Z DOéf(xO + (9(X — XO)) (X B xo)a

ol
|a|=m+1

Sind all diese Ableitungen in der Nahe von xg durch eine Konstante C

beschrankt, so gilt die Restgliedabschatzung e égzb(ob Teres
|Rm(x; x0)] < C C ||Ix — xol| 2+

Fiir die Approximationsgiite des Taylor—Polynoms einer C™*!—Funktion folgt
daher
f(x) = Tm(x;x0) + O (Hx = onmH)

Spezialfall m = 1: Fiir eine C>~Funktion f(x) bekommt man
f(x) = f(x°) + grad £(x%) - (x — x°) + O(||x — x°||?).
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Die Hesse—Matrix.

Man nennt die Matrix

( leXl(XO) f;<1Xn(x0) \
Hf(XO) .=

\ fxnxl(XO) S fxnxn(XO) )

die Hesse-Matrix von f(x) im Punkt xg.

Hesse—Matrix = Jacobi—Matrix des Gradienten Vf

Die Taylor—Entwicklung einer C3~Funktion lautet daher

f(x) = f(xo) + grad f(xg)(x — xq) + %(x —x0)THf(x0)(x — xg) + O(||x — xo||*)

Die Hesse—Matrix einer C°—Funktion ist symmetrisch.
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