Richtu ngsal bleitungen.

Deflmtlon Sei f th]R D @ R” offen, x> € D, und v € R‘\ {0} ein

Vektor. Dann heiBt Spuué (&
F(x° + tv) — £(x°) § rse

die Richtungsableitung (Gateaux—Ableitung) von f(x) in Richtung v.

Beispiel: Sei f(x,y) = x*+y? und v = (1,1)". Dann gilt fiir die - /?F‘
Richtungsableitung in Richtung v: _ -3
(x +1t)2 +(yfe)2—x2—y2  E—P

X
=17 4

DyRCa s =tlm

t—0 . t

B L
= “Ulim '

t—0 A

= 2(x+y) ‘DJ»]((N) % (” "\') P@W
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@ Fiir v = e; ist die Richtungsableitung in Richtung v gegeben durch die
partielle Ableitung nach der Koordinatenrichtung x;:

D, F() = 5 (x")

@ Ist v ein Einheitsvektor, also ||v|| = 1, so beschreibt die Richtungsableitung
Dy, £ (x° ) den Anstieg (bzw. die Steigung) von f(x) in Richtung v.

@ Ist f(x) in x° differenzierbar, so existieren samtliche Richtungsableitungen
von f(x) in x° und mit h(t) = x° + tv gilt

By ) — 12

b dt(foh)|t o_grad f(x)

~ ht=v_ | (oaw

Dies folgt unmittelbar aus der Anwendung derKettnregeI

M = e L*'\V& -{(x") {(\. -;..fv#w) - :n,x %N) | 2 ﬂ({ek!

-

!‘\“’\f \ [+=0 f
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“_Elgenschaften des Grad|enten

Satz: Sei f : D — R, D C R" offen, in x° € D differenzierbar. Dann gllt

a) Der Gradientenvektor grad f(x°) € R” steht senkrecht auf der Niveaumenge
Nyo = {x € D| f(x) = F(x°)}

Im Fall n = 2 nennt man die vaeaumengen auch Hohenlinien, im Fall n =3
heiBen die Niveaumengen auch Aquipotentialflichen.

2) Der Gradient grad f(x°) gibt die Richtung des steilsten Anstiegs von (x) in

x? an. Y
Beweisidee: 28a) h ftove  hits) = 6'& ‘1?‘\:\, ,‘f( xg)=C = )V
W)= M( I Gng, umguﬁ*y«, T Q“ _L__

a) Anwendung der Kettenregel.
b) Fiir beliebige Richtung v gilt mit der Cauchy—Schwarzschen Ungleichung

ae0 D.F()] = [(grad () )] < [grad £ ot
~——— '
Gleichheit wird fur!v = grad f( 9 /llgrad f(x )”2 angenommen.

L,i
Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analysis Il fiir Ingenieure : 36 /43






Krummlinige Koordinaten. | |

Definition: Sei ¢ : U — V, U, V' C R" offen, eine C’l—AbbiIdung, fur die
die Jacobimatrix J®(u®) an jeder Stelle u® € U regulir ist.

Weiterhin existiere die Umkehrabbildung @1 : V — U und diese sei
ebenfalls eine Cl—AbeIdung

Dann definiert x = ®(u) eine Koord|natentransformatlon 1 von den 0 _

Koordinaten u auf x. C/
%m*&@’ o

Beispiel: Betrachte fiir n = 2 die Polarkoordinaten u = (r, ¢) mit r > 0
und —7 < o < 7 und setze '

|

% r Cos

Yo o— safsinie

mit den kartesischen Koordinaten x = (x, y).
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~ Umrechnung der partiellen Ableitungen.

Fir alle u € U mit x = ®(u) gelten die Relationen
¢~ (P(u) = u

JOI(x)- Jo(u) = 1, (Kettenregel)

Jo~i(x) = (Jo(u)!
Sei nun f : V = R eine gegebene Funktion und setze

ffto) = r(u) = F(o(w)) = f6s

Dann folgt aus der Kettenregel:

Ouj -
J:
mit o
gi:= S0 Glu):=(g") = (Jo(u))"
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Notationen.

Wir verwenden die abkiirzende Schreibweise

0 _ N~ 50
i i: - OX;
=1

Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach x; durch die partiellen
Ableitungen nach u; ausdriicken mit

0 . 9
ox; =iy
=l

wobel
(i) —ilet )y = o) = (o 5T

Man erhalt diese Beziehungen durch Anwendung der Kettenregel auf ®—1.
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Wir betrachten die Polarkoordinaten

Dann berechnet man

G e
uhddamit -

E=

Gl
/' cosy Singp.\

\ —rsing rcos )

COSw —rsiny
Sinp  rcosy
(36««)

(gij) =

\ sin ¢ :

— Cos
r

( Cos —FSlngp \ |

_ r cos
el ( rsin:; )

Q>



Partielle Ableitungen fir die Polarkoordinaten.

Fir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

(% — cosgog;—%Si”@(T% gz :@dr/‘
o | %, 1 '8 %, \

— = sin —cos ’
oy T 80890
Beispiel: Umrechnung des Laplace—Operator auf Polarkoordinaten

52 5 sin(2§0) 02 sinzga = s\lﬂ(an) s, sinz.go %,
Bil. = it 0 P A B 92 T AN o i 5r
0? o sm(2g0) ia o cos® o 02 S|n(290) 0 b cos® o O
—— = sin
Oy? faﬂ Ar 0rdp 2 0p? “Op  r Or

A = — - Ll
O0x? +8y2 or? i r’ 0y? =

H? H? H? 1 O? 1 i)_
r or
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Beispiel: Kugelkoordinaten.

Wir betrachten die Kugelkoordinaten

{ r cos  cos 6 \

x=®(u)=| rsinpcost
\. rsinf /

Die Jacobi—Matrix ist dann gegeben durch:

/coswcos@ —rsin @ cos 6 ——rCOSQDSine\

J&(u) = | sinpcosfd rcospcosf —rsinpsind

K sinf 0 r cos 6 )
\J b, ) (J \M)Q |
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Partielle Ableitungen fiir die Kugelkoordinaten.

Fir die Umrechnung der partiellen Ableitungen bekommt man nun

0 0 sinp O 1 0
ot COS ¥ cos@—a—;—rcose 8¢—~Fcosgpsnn669
| —6% = siny coségr—l—rc:;% a((z&———i—smgp smﬁge
9 o 1 9 [2=\ _ Aéwl” |
5y = sin 6 o —|— — cos 0 :; 1= (¥ ‘ 3;

Beispiel: Umrechnung des Laplace-Operators auf Kugelkoordinaten

YR L. ST LR SRt e e SN L LN
;> A TURE T S - 0r2  r2cos?26 0p2 ' r2 992 r Or r2 00
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