Kapitel 1. Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.2 Das vollstandige Differential IA. kew ‘f’e«khrw

Definition: Sei D C R” offen, x° € D und f : D — R™. Die Funktion f(x)
heiBt differenzierbar in x° (oder volistindig differenzierbar bzw. total
differenzierbar in xg), falls es eine lineare Abbildung

I(x,x%) :== A - (x — x%)
mit einer Matrix A € R™*" gibt, fiir die die Approximationseigenschaft

F(x) = F() + A+ (x — x%) + o||x — x°||)

ilt, d.h. | o
s o B D) A ) %l . (..

x—x0 Ix —x°
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~ Das vollstandige Differential und die Jacobi-Matrix.

Bezeichnungen: Man nennt die lineare Abbildung | das vollstindige
Differential oder das totale Differential von f(x) im Punkt x%, und man
bezeichnet I mit df(x°).

Die zugehorige I\/Iatrix A heil3t w oder Funktionalmatrix von
f(x) im Punkt x° und wird mit wax_o'_ (manchmal auch mit Df(x°) oder

f'(xY)) bezeichnet.

Bemerkung: Firm=n=1 erhalten wir die bekannte Beziehung

A
f(x) = f(x0) + ' (x0)(x — x0) + o(|x — o)
A!A nu\"
fiir die Ableitung f/(xg) im Punkt xo. o)
Xa=¥Xy" |
o
A ({!)(ll X=X, é_

Bemerkung: Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein
T 0

pee  Zeilenvektor und a(x — x%) ein Skalarprodukt (a’,x — x0). o o

X

o fle) = fledt) + y:(x../. (X% °)+-fe«.,x.1x.~x:’fn = f&,&‘ﬂ(%;ﬁ‘ \a)gf'(xx
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~ Vollstandige und partielle Differenzierbarkeit.

Satz: Sei f: D 5> R™ x° € D ¢ R”. D offen.

a) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in xO.

b) Ist f(x) in x° differenzierbar, so ist das (vollstiandige) Differential und
damit auch die Jacobi—-Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

/gf L 0)\ fi R0
JF(x%) = . i 5
Bf
\ 5X1 e 5Xn 0) ) \ Dife) )
%-t R

c) Ist f(x) eine C1-Funktion auf D, so |st f(x) auf D differenzierbar.
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Beweis von a).

Ist f in x¥ differenzierbar, so gilt nach Definition

im T =) A (x=x7) _

x—x0 HX — XOH

0

Daraus folgt aber

lim |lf(X)—f(X°)— (x—x0)||;:0

x—x0\_
und wir erhalten ‘
IF) = FOO) < [If(x) = F(x%) — A (x = x°)|| + |A - (x — x0)]|
il fiir x — x° : 4"“;,{%{&
-

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x°.
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Sei x =x" + te;, [t| <e,i€{1,...,n}. Dafim Punkt x° differenzierbar
ist, folgt

im f(x) — f(x%) — A - (x — x0)
 x—x0 Hx—xOHoo

Wir schreiben nun X-X?'-‘-‘f"{,; fla-x20 =1}
f) —FO) —A-(x—x) P+ ter) — (X)) tAe;

Jy —

=0

Ix — x°]o [t + 2]
_’30 0 | 0
t f )bt
oemy (x” + te;) — f(x") e
| t] iy
—5 0 firt — 0
‘ 2 : F ,
Daraus folgt g,{‘ ,,kgfﬂg R
0 2 0
i e R
t—0 L
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® Betrachte die skalare Funktion f(xq,x2) = x;€*2. Dann lautet die h=2,mz4
Jacobi—Matrix:

AXZ , Jf(Xl,XQ) == Df(Xl,'XQ) — €2X2(1,2X1)

@ Betrachte die Funktion f : R3 — R? definiert durch

X1X2X3
f(Xl, X9, X3) =

Sin(Xl + 2x + 3X3)

Die Jacobi—Matrix ergibt sich in der Form

23 W32 / 0hf 0h 0 \
. 8X1 8xz 8X3 X2X3 X1X3 X1 X2
2X3  M(xq,x,x) = =
| | of, 0f 0Of \ cos(s) 2cos(s) 3cos(s)

\ (9X1 8x2 8X3 )

wobel s = X+ 2X2 -+ 3X3.
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® Sei f(x) = Ax, A € R™" und x € R”. Dann gilt fé": Ax 3(““’(4“.&%
‘ | 7 \ e
Jf(x) = A fiir alle x € R” X =

o Sei f(x) =x"Ax = (x, Ax), A ER”X” und x € R". ](:2"—)2

Dann gilt o N
Xz, of K
%&\‘ &, 571 = le, Ax) + (X, Ae,)

. el elad) = e
HQM = e/ Ax+x" Ae;

” T VS
== A A i
x" (A" + )e

! | ’ e
Daraus folgt : | '*‘- Sf““‘ Vo X ( 4 )
Jf(x) = gradf(x) = xT(AT =1 A)

O «Fr «Er «Er E DA




leferentlatmnsregeln

Satz:

a) Linearitat: Sind f, g : D — R™ differenzierbar in x° € D, D offen, so ist
auch af(x%) + Bg(x°), a, B € R, differenzierbar in x° und es gilt

dof +g)() = adf()+ fdg(x)

J(of + Bg)(x°) o JF(x%) + B Jg(x°)

b) Kettenregel: Ist f : D — R™ differenzierbar in x° € D, D offen, und ist

g : E — R differenzierbar in y° = f(x°) € E ¢ R™, E offen, so ist g o f

ebenfalls in xO dlfFeren2|erbar

AT T T

Fiir die Differentiale gilt
d(g o f)(x°) = dg(y°) o df(x°)
und analog fiir die Jacobi—Matrizen

J(g o F)(x°) = Jg(y°) - JF(x°)
K2 h KW mxn
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Beispiel zur Kettenregel.

Seih:/ —R" I CR Intervall, eine in tg € / difFerenzierbare' Kurve mit
Werten in D C R", D offen, und f : D — R eine in x° = h(t)
differenzierbare skalare Funktion. h: R

Dann ist auch die Hintereinanderausfiihrung f AT A

(f o)) = Flhalt), . ha(t))

In to differenzierbar, und fiir die Ableitung gilt:

.(foh)/(to) = Jf(h(t)) - Ih(to)

A xn nxA

gradf(h(to)) . h,(to)

o = O (o) i)
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