Vektorwertige Funktionen.

Definition: Sei f: D — R™ 5 D C R“"ﬁ;‘offen, =i, fa)l eine
vektorwertige Funktion.

____._.-—/

Die Funktion f heiBt partiell differenzierbar in x° € D, falls fiir alle
1 =1,...,n die Grenzwerte

of . F(P + te;) — £(x0)
(9X,( ) =lim

t—0 t

existieren. Die Berechnung erfolgt komponentenweise
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aX,'
(x%) = ; filEa =l
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OX;

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) Analyéis Il fiir Ingenieure

21/43



Vektorfelder.

nennt man die Funktion f : D — R" ein Ve

Definition: Fir f

auf D. Ist jede Koordinatenfunktion fldvonk=(f;. .. ;6] eine
~ C*~Funktion, so nennt man f ein CX~Vektorfeld. 2
Beispiele fiir Vektorfelder: s M’J
e Geschwindigkeitsfelder von stromenden Fliissigkeiten oder Gasen: ﬁ;’ i

o elektromagnetische Felder;
e Temperaturgradienten in Festkorpern.

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D —% R”
definiert man die Divergenz in x € D durch

div f(x°) —28)(’
ode? | (3'*' Ve g’e.)( )

divf(x) = VTf(x) = (V, f(x))
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- Rechenregeln und Rotation. | | |
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
div(af+p8g) = adivf+ Bdivg firf,g: D — R"

. div(p-f) (Vo,f) + pdivf firp: D - R,f: D —» R"
"El(\tf) g@l{. +fid ) =qdnt +(fv@)

Bemerkung Ist f : D — R eine C2 Funktlon so gilt fiir den
Laplace—Operator N
_div(vhs2 (A ) S2
N (VF) é B, (;f ) g 7

Definition: Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld im R3, f : D — R3
D C R3 offen, definiert man die Rotation durch

-
-

B Oh 86 OR 0B 96 O
& 3 s aXQ » (9X37 8X3 8X1 : 8X1 8X2

x0
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Alternativ Notationen und weitere Rechenregeln.

rot f(x) =V x f(x) = | ;&

€1 e €3

@ [ —— e

RN S
Ox1 + Oxo :8X3

i ot th

f

Bemerkung: Es gelten die folgenden Rechenregeln:

rot (af + 8g)

rot (¢ - f)

arotf 4+ Brotg

(V) x f+ protf

g’t} ¥ %i; \
= gﬁg,~»gﬁ}

}

Bemerkung: Ist ¢ : D — R, D C R3, eine C2~Funktion, so folgt

et M) =0;,

mit dem Vertauschbarkeitssatz von Schwarz, d.h. Gradientenfelder sind stets

rotationsfrei.
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nat(9-f) = (!%Lv:) Dkfz) 1\ b(gi;/ ?Q ,\,)
Lquf + (ﬁ%s f%s.fi-%, e f )
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