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~ Inhalte der Vorlesung Analysis I1I.

Partielle Ableitungen, Differentialoperatoren.

Vektorfelder, vollstandiges Differential, Richtungsableitungen.

Mittelwertsatze, Satz von Taylor.

® © © O

Extrema, Satz iiber implizite Funktionen.
Implizite Darstellung von Kurven und Flachen.
Extrema bei Gleichungsnebenbedingungen.

Newton—Verfahren, nichtlineare Gleichungen und Ausgleichsrechnung.

© © © O

Bereichsintegrale, Satz von Fubini, Transformationssatz.

Potentiale, Integralsatz von Green, Integralsatz von GauB.

6 O

Greensche Formeln, Integralsatz von Stokes.
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Kapitel 1. Ditferentialrechnung mehrerer Variablen
1.1 Partielle Ableitungen
Im Folgenden sei

(o6 5 e ,x},) eine skalare Funktion, die von n Variablen abhingt

Beispiel: Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT.

Jede der drei GroBen p (Druck), V' (Volumen) und T (Temperatur) |4Bt
sich als Funktion der anderen darstellen, wobei R die universelle
Gaskonstante ist.

RT
p = p(V,F)= A

] ‘ RT

Vo= Mp )= =—
o)

pV
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1.1. Partielle Ableitungen

Definition: SelxD C R“’ ffen, f: D - R, x° € D.

@ f(x) heiBt in x0 nach x; partiell differenzierbar, falls der Grenzwert

orf (XO) fv e e f(X0—|— te,-) — f(xo)
8x,- . t—20 A
By e PR D e T P LSS
t—0 o t

existiert, wobei e; den j—ten Einheitsvektor bezeichnet. Den Grenzwert nennt
man die partielle Ableltung von fL) nach x; im Punkt x” x.

I e T T ST

@ Existieren fiir jeden Punkt x° die partiellen Ableitungen nach jeder Variablen
Xi, 1 =1,...,n und sind diese stetige Funktionen, so nennt man f(x)
stetig partiell differenzierbar oder eine Cl~Funktion.
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@ Betrachte die Funktion D=( , 7%%
il 0] — X12 + x22 9’(4

Fiir einen Punkt x¥ € R? existieren beide partiellen Ableitungen und

diese sind auch stetig: %t(°~°) -0 . Q_f(@(/q) =z
Of: gy Of > gei
8_)(1—()( ) - 2X17 aX (X ) 2X2

Die Funktion ist also eine Cl_—Funk_t_io_n.

@ Die Funktlon \D £
Qf({’) A 4 2 /3 30 (X1,X2) =0 + 50|

ist im Punkt x° = (0,0)" partiell differenzierbar nach der Koordinate
x1, aber die partielle Ableitung nach x> existiert im Ursprung nicht!
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Konkretes technisches Beispiel.

Der Schalldruck einer eindimensionalen Schallwelle ist gegeben durch

p(x, t) = Asin(ax — wt)

Die partielle Ableitung 1= gzt | | // g s Ny
—714 — —p
op A cos( t) =
— = ax — W
Ox ‘ >

beschreibt zu einer festen Zeit t die ortliche Anderuhgsrate des
Schalldrucks.

Die partielle Ableitung

?B
Ot

= —wA cos(ax — wt)

“beschreibt fiir einen festen Ort x die zeitliche Anderung des Schalldruckes.
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Differentiationsregeln

@ Sind f, g partiell nach x; differenzierbar, , 8 € R, so gelten die Regeln

o (af(0)+ 88() = as () +82E
5 (F00-60) = 200086+ 1) 254
of og

X O O e
8(1; (;Eg) = ,al g(x)?2 9% furgg(xu)% 0}

@ Man verwendet alternativ die Bezeichnungen:
[

¢ O
ZHx®) odm DA oder  £(x)
"\ V4

fiir die partielle Ableitung von f(x) nach x; in x°.
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~Gradient und Nabla—Operator.

Definition: Sei f : D -+ R, D C R" offen, und partiell differenzierbar.

o STV R T L S S e il i P i Y an i g emts s ke
Lo eniaea

@ Man bezeichnet den Zeilenvektor

grad ) 1= (00, 2206) )

als Gradient von f(x) in xY.

@ Weiterhin bezeichnet man den symbolischen Vektor

N = (%,..., 3?(,,>T

als Nabla—Operator.

@ So bekommt man den Spaltenvektor

e
Wihlxl — (gx—i(xo), s 88):: (x0)> = 80\4 f(vo)
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Weitere D|fferent|at|onsrege|n

Seien f(x) und g(x) partiell dlfferenZIerbar Dann gelten dle folgenden
Differentiationsregeln:

a-gradf + 3 -gradg

‘grad(af +Bg) =
grad(f-g) = g-gradf+f-gradg
f I '
grad <—> = o olgsnad i Fopadg) - g0
g g
Beispiele:

@ Sei f(x,y) = ¢e*-siny. Dann gilt: \@%@
grad f(x,y) = (&* -siny,e* -cosy) = éX(sin y,Cosy)

@ Fiir r(x) :=||x|]2 = /x? +--- + x2 gilt
e
r(x)  [Ix]l2

wobei x = (xq, ..., X,) Zeilenvektor.

“ugrad f(x) = fiir x =4 .0,
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~ Partiell differenzierbar impliziert nicht Stetigkeit.

Beobachtung: Eine (nach

allen Koordinaten) partiell differenzierbare

Funktion ist nicht notwendigerweise eine stetige Funktion.

Beispiel: Betrachte die Funktion f : R> — R definiert durch

f(Xay) ::.<

(Y
Lecbysl

fir (x,y) #0

Die Funktion ist auf ganz R?

; 0 =l (e y) =10

partiell differenzierbar, und es gilt

&(070) = ﬂ/(0,0) =i}
O AP N y | X2y
) = R e (£ 00
of it x xy2
@'(X,y) o (X2 —|—-y2)2 - 4(X2 _l_y2)37 (X,_y) 7é (07 0)
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~ Beispiel (Fortsetzung).

Berechnung der partiellen Ableitungen im Ursprung (0, 0):

_ , t-0 0
£ : o 2 pRD AL
9-(0,0) _ o (50— £(0,0) (£ +07) i
Ox t—0 t t
O-t 0
= 2 DRD
Q—{(O,O) meT f (0, t) f(0,0) i (02 +t ) o
oy t—0 t L

Aber: Im Nullpunkt (0, 0) ist die Funktion nicht stetig, denn

e | uEE,
lim f(—,—)z .
n— 0o n n (l.l+

und somit gilt

2

1 A ;
-3 = e p0=foo)

S| |S I

.1)2
lim  f(x, £(0,0) =0
s e (x,y) # £(0,0) |
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 Beschrénkheit der Ableitungen impliziert Stetigkeit.

Um die Stetigkeit einer partiell differenzierbaren Funktion zu garantieren,
bendtigt man zusatzliche Voraussetzungen an f.

Satz: Ist f : D — R, D C R" offen, in einer Umgebung von x° € D
of

8X,' '

partiell differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen

i =1,...,n, dort beschrinkt, so ist f(x) stetig in x°.

Beachte: In unserem vorigem Beispiel sind die partiellen Ableitungen in
einer Umgebung der Null (0,0) nicht beschrankt, denn es gilt

&(Xay): (X2+y2)2__4(x2—}—y2)3 fur (X,y)#(()’())

A A) _ 4 o 4 3 égei I,

é?g :“‘;\} . Q“' @i\ "3 = gh hgh . Q!'l"‘@%
T4 ~ 4, 3 S
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Beweis des Satzes.

Fiir |[x — x°||oc < &, € > 0 hinreichend klein, schreiben wir: di '1(.‘ -)('ol< € Wi,
"
f(x) — f(xo) = J (F(X1,. -y Xn—1; Xn)— f( s Xno1, X n))

+(fLX1”Xn~1aXnOl— f(Xla-- ) Xn—2, X %t 2% 2))

+ (Fa,g,. . x) = F(xd ..., x7))

’'n

Fir jede Differenz auf der linken Seite, betrachten wir f als univariate Funktion:
g(xa) — g(x3) := f(x,. S Xt A Mg X n)
Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mittelwertsatz:

g(xn) — g(x;) = &' (&) (xa — x7)

ne = . = 0
fiir ein geeignetes £, zwischen x, und x}.
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Beweis des Satzes (Fortsetzung).

~ Anwendung des I\/httelwertsatzes auf jeden Term der rechten Selte erglbt somit

Of |
F) = () =Tt s o1, Ea)} (%o = 50)
of
o i (Xla {lome 7Xn—27£n—17X,(7)) - (Xn—l e X,S)__l)
of
o 81(617X27"‘ ),'(Xl—Xl)

Mit der Beschrankheit der partiellen Ableitungen gilt
[F(x) — FOO)| S(Clha = x|+ - - HEYxm — 7]
fiir |x — x°||o0 < &, und damit ist f(x) stetig in x°, denn es gilt

f(x) = f(x°) filir | xP | s 230
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- Hohere Ableitungen..

Definition: Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge
D C R" partiell differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen erneut
partiell differenzierbar, so erhalt man samtliche partiellen Ableltungen
zweiter Ordnung von f mit

0°f S0 O
OxjOx; = Ox; \ Ox;

Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktlon f(x,y): h=¢C

SR Gl A
Ox2  Ox \ Ox dydx Ay \ dx 8X8y’ Oy?

Seien nun iy,..., ik € {1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

arf e kg 9 =Lf >
D0, St b O DX OXG i 2O

Ingenuin Gasser (Mathematik, UniHH) : Analysis Il fiir Ingenieure ' 15/43



- Ableitungen hoherer Ordnung.

Definition: Die Funktion f(x) heiBt k—fach partlell differenzierbar, falls alle
Ableitungen der Ordnung k,

0
6X,'k 8X,'k_1 e (9X,'1

tir alle i,..., ik € {1,...,n},

auf D existieren.

Alternative Notationen:

k
o D;, D; D, f =

— Uil ,...U Xis v
Qg Lra @ e : LK

Sind alle Ableitungen k—ter Ordnung stetig, so heiBt die Funktion f(x )_k—fach

stetig partiell dlfferenmerbar oder auch ¢B-Funktion auf D. Stetlge Funktlonen
f(x) nennt man auch C°—Funktionen.

>

Beispiel: Fiir die Funktion f(xy,...,x,) = H X! gllt ax,, 8X1 =9 ‘,",“(‘.4

=1
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~ Partielle Ableitungen sind nicht beliebig vertauschbar.

ACHTUNG: Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen
durchzufiihren sind, ist im Allgemeinen beliebig vertauschbar!

Beispiel: Fiir die Funktion ,@‘g @l

e 0
5 onne fir (x,y) # (0,0)

f(x,y) =5 “
; 0 Sl v) = 1(0:0)

berechnet man direkt

000 = 58)_/ (%(070)) i
00 = 58; (%(0700 = +1

d.h. £/(0,0) # £(0, 0).
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0

i t2 J+
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T s

~ :
(a9)= &; g

_-.._‘o




Vertauschbarkeitssatz von Schwarz.

Satz: Ist f : D — R, D C R" offen, eine C>~Funktion, so gilt

821‘( " 621‘( )
(9XJ'8X,' X 5 oln =57 X _aX,'an X1,-..43Xp

fir alle i,j € {1,..., n}.

Beweisidee:

Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes.

Folgerung:

Ist f(x) eine CX¥—Funktion, so kann man die Reihenfolge der

Differentiationen zur Berechnung der partlellen Ableitungen bis zur k—ten
Ordnung beliebig vertauschen!
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Beispiel zur Vertauschbarkelt partieller Ableltungen

Berechne fur d|e Funktlon @ ﬁ »
F(x: ¥ 2) =y zsin(x) - (coshiy -+ 17~¢3X2)Z2

die partielle Ableitung dritter Ordnung f,.

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen ist vertauschbar, da f € C3.

® Differenziere zunichst nach z:

f >
g— = y®sin(x®) + 2z(cosh y + 17¢*)
z

@ Differenziere dann f, nach x (damit fillt cosh y raus):

B 0 A 3 ‘ x?
fes =2 ™ (y sin(x )+2z(coshy+17e ))

= 3x?y? cos(x®) + 68xze*
@ Fir die partielle Ableitung von f,, nach y erhjélten wir schlieBlich

Fp = 6x°y cos(x3)
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Der Laplace—Operator

Der Laplace-Operator ist defmlert durch

N bl D‘
A._;(?—)& g"f 53 oo s

d 4
Fiir eine skalare Funktion u(x) = u(x, ..., x,) gilt somit

n
0%

Ay = L
Ox?
T e

= quxl + 230 + anXn

Beispiele fiir wichtige partielle Differentialgleichungeh zweiter Ordnung:

. ]
Au— —uy = 0 (Wellengleichung)
C
1 g . :
Au — il o 0 (Warmeleitungsgleichung)

Aprii=:1,0 (Laplace-Gleichung oder Potentialgleichung)
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