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Kurvenintegrale

Gegeben : Kurve ¢ : [a,b] — R" (stiickweise C1)
c(a) = Anfangspunkt, c(b) = Endpunkt.

Kurvenintegral iiber stetige skalare Funktion g : D — R!
b
[ st@ids = [ gle(e) (o)

Kurvenintegral iiber stetiges Vektorfeld f : D — R", D C R"

W= /f(a:)da: ::/ < Ffc(t), é@) >dt:/ < f(c(t)),HEEgH > |le(t)]|dt

Motivation: f Kraftfeld, W Arbeit bei Bewegung eines Massepunktes von c(a)
nach c(b) langs der Kurve.



Kurvenintegral entlang riickwarts durchlaufener Kurve:
f@iz = - [ f(o)da

Kurvenintegral entlang geschlossener Kurven: ¢_f(x)dx

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld eines stromenden Mediums, so heiBt
¢ f(x)dx Zirkulation des Feldes f.

Das Feld heiBt Wirbelfrei wenn

¢ f(x)de = 0 V geschlossenen c.

D.h. das Kurvenintegral ist wegunabhanging. Der Wert von /f(a:)da: hangt
nur von Anfangs- und Endpunkt ab: )

/ﬂ@m=¢wm—mwm

Wann geht das?



Potentiale

Sei D C R" ein Gebiet. f : D — R™ Vektorfeld,

¢ : D — R heiBt Potential von f, wenn Vx € D:

Vé(x) = gradg(z)’ = f(z)

(fl(xaya Z)) (%(I,y, Z))
Im R? heiBt das f(v,y,2) = | fo(z,9,2) | = | ¢y(=,9,2)
fS(xvya Z) ¢z(xayaz)

Hauptsatz:

Ist f = V¢ = (gradg)’, so gilt / f(x)dx = ¢(c(b)) — o(c(a))

C

Finden wir zu jedem f ein Potential?



Zur Erinnerung: rot(grad¢) =0 V C? Funktionen ¢. Siehe Prisenzblatt 2.

f=(grad¢)! = rotf =0

Es kann also im R2, R? nur dann ein Potential geben, wenn| rot f = 0 |gilt.

Rotation des Vektorfeldes bei n=3

(f3)y — (f2)- € €2 e€3
rot f(xaya Z) = (fl)z — (fB)az = det a(zl 8?32 823
(f2)a — (f1)y fi fo fs

Rotation des Vektorfeldes bei n=2:

rot f(gjjy) =0 == (fQ)x_(fl)y:O

Fir n = 2 oder 3:

rot f # 0 = Es gibt kein Potential




Integrabilitatsbedingung im R" fiir beliebiges n € N:

D C R™ einfach zusammenhangend: Jf symmetrisch <= 4 Potential

Ein Gebiet D ist Einfach zusammenhiangend <

Jede geschlossene Kurve in D kann innerhalb D stetig auf ein Punkt zusam-
mengezogen werden

<= Das Gebiet hat keine Locher.



Konstruktion von ¢

x 3x2y? — e%z , o
Beispiel 1) f : R3 — R3, fly] = [22%y+sinz | = | ¢,
z ycosz —e” 0.
Falls Op = 32%Y? — %2
dann o(x,y,z) =
und GOy =
andererseits by = f, = 223y + sin 2
!
= Cyly, z) =

z.B. Cy,z) =



Also

und
andererseits

—

also

o(z,y,2) = 23y? — e*z + ysinz + C(2)
¢, = —e® + ycosz + C'(2)

b, = fzs=ycosz — e’

C'(z) = 0= C(2) =k

d(x,y,2) = 2°y* —e®2 + ysinz + k

kelR



32
x 2xy + . cos(y) B N
Beispiel 2) f — 1+ 23 2 | xyéEHIQR

4 22 + In(1 + 23) - sin(y) Py

Das sieht kompliziert aus! Lohnt sich der Versuch des Integrierens?

rot f(z,y) = (f2)z — (f1)y



Beispiel 3) D = R?

(x) (fl(fv, Y, Z)> ( yz cos() ) , (%)
Fly] = | folmy,2) ]| == |zsin(z) +2y+ 2 | = | ¢y
Z f3(z,y, 2) ysin(x) + 2y ¢

Jf(x,y,2)= | () (f2)y (f2):|=1] ..




Beispiel 4: (Wiederholungsklausur 08/09, Hinze, Kiani)

Gegeben seien das Kraftfeld K und die Kurve c

( z \ t - cos(t)
K(z,y,z2) := Y : c(t) := | t-sin(t) tel[l,3]
2 t
\332 + y2)

Berechnen Sie die Arbeit, die aufgewendet werden muss, um einen Massenpunkt
entlang der Kurve ¢ von ¢(1) nach c(3) zu bewegen.

LOosung:

K(c(t)) := &(t) =
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2 1

(cos(t)) (cos(t) —t- sin(t))
< K(c(t),e(t) > =< |sin(t) | , | sin(t) +¢-cos(t) | >

/13 < K(c(t),e(t) > dt = /13(1+t2)dt = [t+§

(cos®(t) — tsin(t) cos(t) + sin®(t) + tsin(t)cos(t) + t?)

£33 1 32
—9249_=- = 22
| =2+0-5=%
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Beispiel 5: (Klausur 08/09, Hinze, Kiani)

Gegeben seien die Vektorfelder f, g : R* — R?,

2 2
X Y X Yy
— nd —
! (y> (my2> - 7 (@/) <2wy>
sowie die Kurve

¢ [0,27] — R%, c(t) = (COS(”> |

a) Berechnen Sie Potentiale zu f und g, falls dies moglich ist.

b) Berechnen Sie die Kurvenintegrale

dx und dax.
/f : /g
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es gibt kein Potential zu f.

J @ B (éfy)'



2T 2m
fdx =/O < f(c(t)), e(t) > dt:/o t?(cost — sint) dt

t*(cost + sint)

2T
- / 2t(cost + sint) dt
0

27
4m? — [2t(sint — cost)]S" + / 2(sint — cost)dt = 4w + 4.
0

2
) r\ [y L . o
Fiir g (y) — <2:I:y> gilt mit dem Potential ¢(x,y) = xy

/gda: _ /O "< gle®), &) > dt
= ¢(c(b)) — ¢(c(a)) =
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Satz von Green:

f : C! Vektorfeld, D C R? sei ein Gebiet.
K C D: kompakt und bzgl. beider Variablen projizierbar.
c(t) stkw. C' Parametrisierung von 0K, positiv umlaufen, dann

§ fl@)de = § < f,T>ds = / rot(f(x)) da

K

Bei Stromungen: rot(f(x)) = 0: Wirbelfreiheit

Gleiche Formel fiir f = (—fo, f1) liefert:

bore < fom > ds = / div(f(x)) dx

K

Bei Stromungen: Fluss der Stromung aus Rand K heraus:
div(f(x)) = 0: Quellen- und Senkenfreiheit
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Beispiel 6: Green (Alte Klausure, Stuckmeier/Kiani)
Sei C der positiv orientierte Rand der Menge

D = {(ZS) cR? : 22 + y? §4}.

Berechnen Sie | f(z,y)d(x,y) fiir das Vektorfeld

y3

cos(z® +1) — =
f(x7y> — 333 3

Y + arctan(e™Y)
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LGsung:
Da f selbst nicht sehr integrierfreundlich aussieht, dafiir aber

ot f(z,y) =2 +y°

verwendet man den Satz von Green und erhalt

I := f(x,y)ds = / ($2+y2) d(z,y)

oD D

Ubergang zu Polarkoordinaten liefert

2 21 7“4
I:/ / r? - rdpdr =27 —
0 Jo 4

2

— &7T.
0
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Beispiel 7: GauB/Fluss (Alte Klausur, Stuckmeier/Kiani) Gegeben seien die Menge

D = {(i) cR? . %2—2 < x < 4—y2}
und das das Geschwindigkeitsfeld f
; (a;) - (:E—I—e_ycosy> |
Y 2y + e *sinx
Berechnen Sie den Fluss von f durch den Rand der Menge D.

Wie man der Skizze entnimmt gilt (vgl. Hausaufgabe 1, Blatt 6)
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Aufgabe 1a, Klausur 21.02.2007

15F

0.5f

> ()3

-15}

2
D = {(‘;) ER2:—2§y§2,%—2§x§4—y2}

Der Fluss F' ergibt sich nach dem Satz von Green/GauB in der Ebene:

F:/ / dlvfazy)da;dy



Oberflachenintegrale
F = Flache im R’

T T
F = y| eR?: |y ]| = plu,v); (u,v)l € K C R?
2 2

K : kompakt, dp/0u, dp/0v linear unabhangig

Beispiel:

Kugel mit Radius 2 um Null: 22 4+ y? + 22 < 4
Kugeloberfliche: 22 + y? + 22 =4

In Kugelkoordinaten:

x r cos(¢) cos(f)
Kugel: |y | = | rsin(¢)cos(d) |, ¢ € (0,27, 0 € |5, %], r € [0, 2]
2 rsin(6)
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T 2 cos(¢) cos(h)

Kugeloberflache: F : y | = plg,0) = | 2sin(¢p) cos(h)
2 2sin(6)
Parameterbereich: K : ¢ €[0,2rm], 0 € [-5, %]

Flicheninhalt einer Fliche F im R3:

Naherung: Summe von Flichen von Parallelogrammen
Flache Parallelogramm mit Seiten a, b ist ||a x b||

Immer feinere Naherung: Summe — — — > Integral

uv)::/ 1-dO ::/dO
p(K) F

Flacheninhalt = ‘

d(u,v)
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Oberflichenintegral 1. Art: f :— R!

11:/fd0 ::/ f-dO = /f U, ) ‘ d(u,v)
F p(K)
Beispiel: I\/Iasse:/ Dichte dO
F
Oberflichenintegral 2. Art: f :— R’
I:/de-: f-dO:/<f((uv))n>-|ap><ap d(u,v)
2 - . p(K) o p\u, y au an )

_ /K < (), 2 x s )

Beispiel: f = Geschwindigkeitsfeld einer stationdren Stromung —

I> = Fluidmenge, die pro Zeiteinheit durch die Flache hindurch flieBt
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Integralsatz von Gaul3

Sei G kompakt, meBbar, Standardbereich im R3

L div f(ae)dai = /aG < f(x), w > dO

-~ auBere Normale

\ &

Bereichsintegral im R3 -

Oberflichenintegral 2. Art

Op Op

= [ < #w), GE x> dwo)

bei richtiger Reihenfolge im Kreuzprodukt
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Beispiel 8: Gegeben seien das Flachenstiick

x
F .= y| eR? 24+ 22 < 4,0 =19y*+2°
z
und das Vektorfeld
x T + 2y? + 2272
fly| = y+ao -z
z zZ 4+ T —y

a) Berechnen Sie das Oberflachenintegral / f(x,y,z)do direkt.
F

b) Wie groB ist der Fluss von f durch die Oberfliche des Korpers

x
P = Y ERB:y2+z2§4,y2+z2§a}§4
z

?
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c) Berechnen Sie das Oberflachenintegral aus
Integralsatzes.

Lésung: y° + 22 < 4,z = y? + 22

a) p(r,¢) = | rcos(¢)
rsin(¢)
0

Op/0¢p = | —rsin(¢) Op /Or =

r cos(¢)

Teil a) mit Hilfe des GauBschen

2r

cos()
sin(g)

26



fp(r, ¢)) = (7“2 +7(cos(¢) — Siﬂ(¢))>
r? + r(sin(¢) — cos(¢

< f, g—g X % >= —1(3r?) 4+ (2r? cos(¢)) - (r* + r(cos(¢) — sin(¢)))

+ (2r7sin(¢)) - (r* + r(sin(¢) — cos(¢)))
= —3r° + 2r*(cos(¢) + sin(p)) + 2r°(cos*(¢) + sin®(¢) — 2 cos(¢) sin(¢))

27



< ’ X > d d’l“ =

/0 /0 ' —1r3 4 2r*(cos(p) + sin(¢)) + 2r®(—sin(2¢)) dpdr = — 8w
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y =rcos(¢), z=rsin(o) mit ¢ €10,2n], rel0,2].

r =1 mit <z<
x T+ 2y? + 222

fly] = v+tz—-2z | = div(flz,y,2)=
z zZ+ T -y

Zylinderkoordinaten!

/Pdiv(x,y,z)d(x,y,z) _ /02/0%/ daz dep dr

2
67‘(‘/ r(4 —r?)dr = 24n.
0

b) Fluss durch die Oberfliche des Kérpers P : y? + 2% < 4, 9y?+2° < x < 4
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c) Der Rand von P setzt sich zusammen aus zwei Flachenstiicken, namlich

die Flache aus Teil a) und

das Flachenstiick F5 mit

r=4, y=rcos(¢), z=rsin(p)
¢ €[0,2n], r€]0,2].

Nach GauB gilt:

Gesamtfluss = Fluss durch F' + Fluss durch F, = / div (x,y,2)d(zx,y, 2)
K

Der Fluss durch F5 ist viel einfacher zu berechnen als Fluss durch F5
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p(r,¢) = | rcos(¢) | = 8—2 = | —rsin(¢) a—f = | cos(¢)
rsin(¢) r cos(¢) sin(¢)
op . 0P _ N _ 2 2
a_¢x__ 0 fl(ilf,y,Z)—CE—l—2(y +Z>
or 0
r 4 + 2r? r
< f(p(r,®)), 0] >=< [ egal! 0| >=4r+ 23
0 egal ! 0
2 27 472
/ / Ar + 2r3d¢ dr = 27 [2r2 + —] = 327
0o Jo 21,

Zusammen mit b) erhdlt man fiir den Fluss durch die gewdlbte Flache wie
(nach Teil a)) erwartet

Fluss durch ' = Gesamtfluss - Fluss durch F5
= 247 — 327 = —8m.

31



