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Bereichsintegrale, Transformationssatz,

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wihrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der
Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen).
Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz

erfolgt NICHT!

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Bereichsintegrale :

Beispiel: Gegeben Dichte p(x,y). Gesucht Masse.

Naherung : dichte konstant auf jedem Kastchen —
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Fiir immer feinere Unterteilung sollte das Ganze gegen die Masse gehen.

/]

Z Z p(zi,y;) Fij — /D plx,y)d(z,y)

Allgemeiner sei D C R", f: D — R, : Die GroBe f(x) wird iiber den Bereich
D , aufsummiert” .

Speziell fiir f =1 erhilt man im R? bzw. R?

/ ldx = Flachen- bzw. Volumeninhalt von D
D

Analog partieller Ableitungen : immer nur eine aktuelle Variable

Integration wie im R!



Beispiel 1: //,/7,,
ot
stoll liber MKJ'A < e fo (1

/T\)m"]a{ Xl-r-yz = 4 7/ — - 5: /[_)(1
/>/

integriert werden.

Ziel: Beschreibe Bereich durch Angabe von obere und untere Schranken von x
und y. Zum Beispiel

0<z<1, 0<y<+1-—2o?

.-—————_————_____________________

oder



Im unteren Fall:

/Df(:v,y)dw /01[/0 = yw@ﬁdy
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ACHTUNG: / / f(x,y) dy dx ist UNSINN!
0 0

Zum Beispiel: Fliche Viertelkreis o /so / (x,9) =

2

V1-y2[ 1 - . ?
/ / 1dyd:1::/ [y](l)da: = [QZ]O Y _ A’iliF'aChﬂi
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Normalbereich im R?

a<x<b hr)<y<g(z) bzw.a <y <b, h(y) <z <g(y)

\/
feshe Zahlen ;::;zlzz:%hn

Normalbereich im R?

;

— s

a<z<b, h(z)<y<g(x), hlz,y)<z<g(z,y) bzw. permutiert

\ — =
fcs.’/g,é“fm \/

Integration z.B. [

g(z) [ pra(x,y)
/ / / f(x,y, z) dz|dy dx
h(x)

h(z,y)



Volumen, Masse, Schwerpunkt, Tragheitsmoment

D C R? bzw R? kompakt, meBbar, p(x) Massendichte

Volumen (Flacheninhalt): V:/ ldx
D

Masse: M:/ p(x)dx
D

Zumm Bsp b7 R Xs* ( )«mﬁa ci(x‘s—‘é)

/ p(x) T da
Schwerpunkt: X, = “£ (komponentenweise) y
/ p(w)dw e ( X- f (x.9,2) (<,;4,%)
D S D
V\‘—M/ J\ f“‘/ P13 %) 0, 2)
Fﬂ" gz $0¢%,2) b %)
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Tragheitsmoment:

O = / p(x) a*(x) dz a(x) = Abstand von x zur Achse A

.............................................

—_— ———

Beispiele fiir Abstande:




Beispiel 2: Gegeben sei die Menge

—

D = {(‘5) cR?: —2<2<2,9y*< (412772, yZ—B}.

S (k) = < ()

2
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#3’;—-%—?% > > =/
< = 14

4L L L 1 i I I I ] .

2 -5 -~ 05 0 05 4 15 2 \/DS pN == <2
r T _q4xt Ly < Y_x =
\__._.———_______B__________l

Schreiben Sie D als Vereinigung von Normalbereichen.



Berechnen Sie den Flacheninhalt und den Schwerpunkt von D bei homogener
Dichte p = 3.

D =Dy UDyU Ds
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Fliche: F — 3[ [/ o 1dy]daﬁ+ / //;jldy]dx]

T~
L V&CQZLXIS& Fe 33
= 1}.«?‘ +5 H-x* . 2 L
7)-3 7‘ le_L{ = L{"X X "fo

= 2(/01(7—:1:2)dx—|—/2(8—2a:)d:13)
- 2([%—%2 8a:——>

= 2(7-1416-30 842

- (15 — ) @
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jfl,wa/f&mkﬁ
Masse : M = /pd(x,y) = 3/1d(:1:,y) = 3 X Flache = 3F

D D
ACA Sch S/;mm cH;'c, 22U 7/_,ACL;S€_ , JO cebhs—\f&h“L
—> Xc= O
) Wg(w) —
2 71.‘5“,‘1 05 0 o‘.sj]‘ 15 2
Ts = 77 / x - p(x,y)d(z,y) =0 (Symmetrie) %
D :

Ys = ﬁ/y-p(w,y)d(w,y)y wobei / = ﬁﬂ /7f+/7-f
D D Dy Do D3

Es gllt / Y - p(ﬂj’y) = / Y - ,0(3373/) =0 (Symmetrie)_ Ach ser _g)/mmﬂ Wi von
D D5 D nhd D3 L"E\GJL

< — /A\ CLSL

Also erhilt man

Jj p dixy) j\rj_cf(x,j)
D Do 12
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Beispiel 3: Zu berechnen sei das Intagral einer stetigen Funktion f(z,v)

liber den ” >
A 3
halben Kreisring R: 4 < 22 +y* < 9, xr <0.

-7 T
Berechnung in kartesischen Koordinaten umstandlich!

In Polarkoordinaten x = r cos(¢), y = rsin(¢) gilt: =Jf
x

Das Gebiet ist viel einfacher.

ABER: Koordinatenwechsel / Substitution nétig!
=,

3

. P J 19 s
L oA // =o 3
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Transformationssatz:
) Gee e

s prw) du

Zur Erinnerung: im R! gilt

@(b) b
/ fmmzfﬂwmwwwL (¢/(u) £0, VY cla,b)
¢(a) 7 a 0

Unter den in der Vorlesung angegebenen Voraussetzungen an ® und D und f
gilt hier:

/ / F(@)-|detJB(w)du  (|detJD(u)| £0, Va € D°)

B(D)

Polarkoordinaten coelq)  vsin (7‘9))
i T

d t Jq) , — 2 X
|det(J@(r, o)) L (3g0ap)) =rees) (x5 (1))

=Y (6062(%’)* S‘l”aw» =7

—
A 15



O (u)
2
r2 cos(0)
LY
o I
-

r cos(p) 008(9)) \

) rsin(p) cos(0)

| rsin(0)

P rY-S/\'v(g/
R= vy cos (Q)
r = Rcos()

y p— R S'L‘ (“f))

)Wﬁc{zm
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Zylinderkoordinaten
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K(A\j([f(oofg(ﬂ'ﬂw/’nn 7[‘5/ u, vV, V\/

Elliptische Kugelkoordinaten U >< = u=r cos(¢) cos (9
u
2 2 6
Zum Beispiel bei ®(D) = (f) ( ) (5) <11 -vsysiale) cos(B)
a c
;Z_- - W=vr = /6)
T r "ar cos(p) cos(0) <
y| =(u) =2 | = brsm( ) cos(0)
2 0 crsin(6)

|det(JP(r,p))| = géch cos(6)

Im Beispiel 7: Rotationsellipsoid

A 2o~
EZ{(w,y,z)T;%2+y2+z2/4§ 1}. c — 2
Elliptische Kugelkoordinaten:
X r Feos(e) Coaf () oé“ﬁézf_;:
< 0 1y sin(E)
O <y <1
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Elliptische Zylinderkoordinaten: analog

x r ar cos(y)
y| = P(u) =@ [P | = [ brsin(y)
2 2 2

acos(p) —rasin(p) 0
det(J®(r,¢))| = | bsin(p) rbeos(p) 0] = abr
0 0 1

Beispiel 6:

Gegeben ist ein Turms mit elliptischem Grundrisg: )
< u’s

a2 2
ve <25 Y

. w & v £
T 2 U 2
7=y eRB:,og(Z) +(§) <925 0<z<20
2 . I
,-)-Lfﬂ :u:/dﬁi’ﬁ/ﬁ")
__};__:-V:Y‘Sj-ﬂf\f)

Nun zur Integration! o _
PR
O LV =04V = 25
QO =2V & ¢

—

O =Y £ 27

= :tfr(_‘dS(‘[”J

2= 2

19



Im Beispiel 3 war f(x,y) zu integrieren {iber den halben Kreisring

g
R:4 < z?+y* <09, x <0 /
.-_..r—-—\/z — {{
Y ‘)
/],
In Polarkoordinaten: 377

re 23] O € -—g( 3~;j Y = s ly)

20



Beispiel 4: Es sei f(x,y)

Xty
. . y A <
= 2z - (z +y)? zu integrieren iiber y f: "

Cos(‘?)
D:1§x2—i—y2§ 16,0 < 2 < 9— (4— /22 + ¢2)? \!-""5‘;(:)
9 g =27

Zylinderkoordinaten: R V) ° o=z< 3 (4-r)”

/z(:z:—l—y) (x,y,2 /// rcos +rsm(q§)) Y. dodzdr

0424 - ('1’/*")

6*’5{' Ofg Jdann r
);“"”’”‘Lfé"* / / / r? cos?(¢)) + 2r% cos(¢) sin(¢) + 7% sin’(¢)) .Y. do dz dr

(o—flo) -a .,:.2_0197110

JJ 5%’ ((052(?) —fSr%?‘(*e) 42(":75(«()5{(,,(?)) CJbﬂ de/o(J/

K- (4-vd* - S ()
BICE D
_ '485 /3 l}{y co_s(lf) T qj[&sf 0 A]J
A o A a -
- —
__f__ﬂ/__d_,_/
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Beispiel 5:

Gegeben der wie folgt beschriebene Teil D einer Kugelschale mit homogener

Massendichte p = 2: /
D = y|l e R 1< 224+ ¢y*+22<2,4y>0
o YIS =} 1<v<I N2
e

OL @S
7 gl

|
N
J
W

Zu berechnen: Das Tragheitsmoment bzgl. der z—Achse

Hinweis: cos®(a) = 1 - (3 - cos(a) + cos(3ar))

A

22



Lésung:)
Ubergang zu Kugelkoordinaten:
1< 22 4+y°+2°< 2

y>0: o<{=T

(r e Ca) V2] ,qbefof“'j ,96}%:2}3
< (7 / jrééigb g%ét/
o| — | rsingcosf
0 r sin 6

\

Die Determinante der Transformation ist aus der Vorlesung bekannt:

cospcos) —rsingpcosf —r cos ¢sinb
J® = | sindcosh rcosdcosf —rsin ¢sind |, det J® = 12 cosd
sin 6 0 r cos 6

23



2 ( ><2’f“/2>

0, = /D p-(az(:zj,y,z))Qd(:C,y,z)

a,(xz,y,z) := Abstand zur z—Achse = \/Wy2 bt Sube B

v 2
Vs /
-—

(;L’\
22 + y2 = 12 cos?(p) cos?(8) + r2 sin*(¢) cos?(0) = 2 cos?(h)

rreost() . (cost(9) 4 simtee) )
\._._-————"'"___"‘\6"-__—_"‘

A
. e (a:(z,y,2))" d(2,y, 2)

/2

(m)
f / 2r° cos?(6) - % cos() - 1dy df dr

3

H\§ S—

ZL/_Q@ /Cgaé J¢ | =
V2 m/2 o« J
:/ / /'r4 cos’(0)2dyp db dr - VHQV cos* (6) [‘f’] 9
1 —7x/2 R

f j 7 v 605 (6’7) _{Z JQ'CJV

— ”/l

24



Also mit dem Tipp
cos®(a) = 1 - (3 - cos(a) + cos(3a))

V2 /2
= / / ( (3- COS(H)+COS(39))> df dr
1 —7/2
(= T~ T/
Y Z yi S (55) j
= L1 A( J T [T zS-IJﬂ (6} — “-’:(’ 5 — #”/2
y "’T'/)
_ 2 s (’3‘;)1 A
2 Y [_;3_ 5;n(11-;)_’,_4,5ﬁ (%:_r_!‘ -—-?:{ Sin C“E) |2
_ 2T & Ho : — A /
A R—ﬂ,—gﬁz W_Y—_%//Z
§= =Y
_ 2.4 &vqcx'f _ B _\:E _ ET((\E) _,A>
- 3 G (S

Jdr
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Alternative Rechnung/Schreibweise

0, = (ﬁf’c dr) - ( 7 cos®(0) df) - (/ﬁ 2dy)
/ s o
2 5 iy 1
=§(ﬂ ~1%) - / G cos(f) + 7 cos(39)> do
-,
= 2%(4\@ —1) E sin(6) + 1 sm(39)] Wi;
v 1) (G sing) + g5 sin(3) - § sin() + g sin(-)
- Fava-n-(5-5) - T aavE-n = Fava-

26



Beispiel 6 :
Gegeben ist ein Behalter im Form eines Turms mit elliptischem Grundriss:

X

2 2
T={|y|erd:, 0< (%) + (%) <925 0<2z<20
0 « Muz—.}\/"' 4zl_/"' h=rcos(y) =% Y
= \/:FS-‘O(‘(’) :)’/.3 1

Die Dichte eines Stoffes im Turm wird modelliert durch p(z,y, 2) = T
2

Zu berechnen: Masse des Stoffes im Turm.
LOsung: Koordinatentransformation

Elliptische Zylinderkoordinaten: & = 4rcos(¢), y = 3rsin(p), 2 =2. «——

—_—

P

Fiir die Jacobi-Matrix J der Koordinatenransformation gilt

4cos(p) —4rsin(p) | 0O
det J = det | 3sin(y)  3rcos(¢) | O

0 0 1)

27



Fiir die Parameter gilt: » € [0,5], ¢ € [0,27], z € |0, 20].
T~ —
Fir die Masse erhalt man daher M= [y 2 J(x, &, %)

5 20 p2m 5
M = / / /“_ p(r,p, z) 12r deldz dr =
o Jo |Jo =

21 ] .
[j: p./—-——-———-cj'-( - 12 v \f'\ — QL/’F_L_____.
1+2* Nt+z+ 1o A+ 22
) - ?;,o
20 5 1
— 247 r drldz =
2
— 0 0 1+Z
___,_Y_/————/
29 2
'“"‘/1“'“ L\ = _____/1 gz_o = s __./.r.—~
20 A')fz)_ z 9 - Ny 272 2 f42t
_ AT .25 4 d2
- o 4-{-22

20
= 3007 / 5 dz = 3007 arctan(20).
o l1+=z
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[((Ajc,[ﬁcoorc/x'na o fEr K vpow

Bei Bedarf vor Ort: Beispiel 7 w=Uz=  Cos(®) cos (6)
Y =V v st (y) cos ()
Gegeben sei das Rotationsellipsoid Z - wW=csin(6)
2
E = {(z,y,2)T: 22+ 9%+ 22/4 < 1}. 0 < uPargwh €4 e=> o s <
T ecut g W W <A osy <€, T <OST

Berechnen Sie das Volumenintegral

/ (322 — 22 — ) d(z,y, 2) .

w-_-___-‘\{___-_______'
E

Elliptische Kugelkoordinaten:

x r r cos(p) cos(h)
y| = ®(u) =@ p| = | rsin(p)cos(d)
2 0 27 sin(6)
det(J(®) = Zv == (0 ic m Buspel

l
< _%(:52.— :rz CC?S-L (LF) Casl (@)

Nvad thl(\?o) cos>(0)
— /7 _rteos2 (6) (cosly) 4 s122(9) )
. 2 o bN —_—
= (Qr o ([7)) - rz v {6’) :‘("26051 (9)

—12v? sia? (8) —r®ces®(6) 29

Zu integrieren 32° — (2 + y?)



x? + y* = r?cos?(A) wie im Beispiel 5, Seite 24

dt
2 27 q’
/ [ @) g e
- -r(/l st —?2'(5/))
2
— 5](3}’ sh? (@)vrl) )_Ve_ﬁm(@)jo /0” O(chv'
1 g Nues [SJ*’/’-CA N
- sin(@
A 247T//7°4 (1381112(9) COS(Q)—COS(Q)) do dr* j sin(8)
- - - “ _cos(@
0 = . g5 =cos(¥
.3 2 QJU: cas (9) ‘JG
! Y (\3——————SM (8) _ s (@) Jr
—_ L{TT\J Y 2 R (/35"’-'2-(6. A()CQ.S(é)Je
O — = (30\ 2_A)du
/‘ ‘ /f u\a[!"'
= ur e (%w—-(-%”)ﬂ*’ - wjy— /(m J
o 2 o
A0 4 g0 <o o 1 :qrgr [13§-]M
= A0 S\( -———-37— N P_é—_TT % o 1 2 /Q
) = ur gr Jj%?—-(—-—g)cla’
= ?L T7 . j__. — 16 ™ o
T3 3 3
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