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Bereichsintegrale, Transformationssatz,

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wihrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der
Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen).
Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz

erfolgt NICHT!

Eine Verdffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Bereichsintegrale :

Beispiel: Gegeben Dichte p(x,y). Gesucht Masse.

Naherung : dichte konstant auf jedem Kastchen —
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Fiir immer feinere Unterteilung sollte das Ganze gegen die Masse gehen.

Z Z p(zi,y;) Fij — /D plx,y)d(z,y)

Allgemeiner sei D C R", f: D — R, : Die GroBe f(x) wird iiber den Bereich
D , aufsummiert” .

Speziell fiir f =1 erhilt man im R? bzw. R?

/ ldx = Flachen- bzw. Volumeninhalt von D
D

Analog partieller Ableitungen : immer nur eine aktuelle Variable

Integration wie im R!



Beispiel 1:

f(x,y) = xy soll iiber

D::{<x> e R?. az2+y2§1, x,yZO}
Y

integriert werden.

Ziel: Beschreibe Bereich durch Angabe von obere und untere Schranken von x
und y. Zum Beispiel



Im unteren Fall:
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ACHTUNG: / / f(x,y) dy dz ist UNSINN!
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Zum Beispiel: Flache Viertelkreis
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Normalbereich im R?
a<x<b, Nhzr)<y<g(x) bzw.a<y<b, h(y) <z <g(y)
Normalbereich im R?

~

a<z<b, h(zr)<y<g(r), hlz,y)<z<g(z,y) bzw. permutiert

b rg(z) rg(z,y)
/ / [ f(x,y,z)dzdydx
a Jh(z) Jh(z,y)

Integration z.B.



Volumen, Masse, Schwerpunkt, Tragheitsmoment

D C R? bzw R? kompakt, meBbar, p(x) Massendichte

Volumen (Flacheninhalt): V:/ ldx
D

Masse: Mz/ p(x)dx
D

Schwerpunkt: X, = (komponentenweise)



Tragheitsmoment:

Op = / p(x) a*(x) da a(x) = Abstand von x zur Achse A
D

Beispiele fiir Abstande:

Abstand zur z—Achse im R?3: /22 + y2.
Abstand zur z—Achse im R? : /y2 = |y|.



Beispiel 2: Gegeben sei die Menge

Schreiben Sie D als Vereinigung von Normalbereichen.



Berechnen Sie den Flacheninhalt und den Schwerpunkt von D bei homogener
Dichte p = 3.

D =Dy UDyU Ds
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1 pd—2? 2 4—z?
Flache: F'= 2 / / 1dy dx +/ /
0 J-—3 1 r2—4

= 2(4%7—fﬁmm+ﬁis—zﬁym)
(e, + o~

= 2(7-1+4+16-8-8+4+2)=2.(15—

1dy dx]
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Masse : M

I
O —

pd(x,y) = 3/1d(a:,y) = 3 X Flache = 3F
D

2
y=-3
3
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Ts = 77 /D:B -p(x,y)d(x,y) = 0 (Symmetrie)

ysZﬁ/y-p(w,y)d(w,y), wobei / :/ +/ +/
D D Dy Dy D3

Es gilt / y - p(x,y) = / y - p(x,y) = 0 (Symmetrie).
Dy D3

Also erhilt man
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Beispiel 3: Zu berechnen sei das Intagral einer stetigen Funktion f(z,v)

liber den

halben Kreisring R: 4 < 22 +y* < 9, x < 0.
Berechnung in kartesischen Koordinaten umstandlich!
In Polarkoordinaten x = r cos(¢), y = rsin(¢) gilt:
R:

Das Gebiet ist viel einfacher.

ABER: Koordinatenwechsel / Substitution nétig!

3
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Transformationssatz:

Zur Erinnerung: im R! gilt

¢(b) b
/ f(a)de = / F6W) - ¢(wdu  (¢(w) 20, Va €la,b])
¢(a) a

Unter den in der Vorlesung angegebenen Voraussetzungen an ® und D und f
gilt hier:

/ /f VeldetJo(w)|du  (|detJ®(u)| £0, Vax € D°)
®(D)

Polarkoordinaten

(5) =2 =2(;) = (i)

| det(J®(r, p))| =
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x r r cos(p) cos(0)
Kugelkoordinaten | y | = ®(u) = & | ¢ | = | rsin(p) (co)s(@)
rsin(60

|det(J®(r, p))| = r? cos(h).

< 8 T ow 3
|



Zylinderkoordinaten

x r rcos(p)
y | = =® |y rsin go)
2 2
cos(p) —rsin(p) 0

| det(J®(r, ¢, 2))| =

Im Beispiel 4:

S

d

in(¢) rcos(p) O] =r
0 0 1

1< 22 +92<16,0< 2<9— (4

VTP
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Elliptische Kugelkoordinaten

Zum Beispiel bei ®(D) = (
L r
y| = ®(u) = | p
Z 0

X

a

)+ () + ()
ar cos(y) cos(6)

br sin() cos(f)
cr sin(0)

|det(J®(r, ©))| = aber? cos(0)

Im Beispiel 7: Rotationsellipsoid

E = {(z,y,2)1 : 22 +9y? +22/4 < 1}.

Elliptische Kugelkoordinaten:

X T
y| =@u) =2 ¢
z 0

<

1

18



Elliptische Zylinderkoordinaten: analog

x r ar cos(y)
y| = P(u) =@ [ P| = | brsin(y)
2 2 2

acos(p) —rasin(p) O
|det(JP(r, )| = | bsin(p) rbcos(y) 0O = abr
0 0 1

Beispiel 6:

Gegeben ist ein Turms mit elliptischem Grundriss:

L N 2 Y\ 2
7=y GR?):,OS(Z) +(§) < 25,
<

Nun zur Integration!

0 <z <20
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Im Beispiel 3 war f(x,y) zu integrieren {iber den halben Kreisring

R:4 < z?+y* <09, x <0
In Polarkoordinaten:
r e O €

1
x2 + y?

/Rf(:c,y)d(x,y) :/Riny2d(a:,y) Z//Ti2 de dr

Zum Beispiel fiir f(x,y) =

20



Beispiel 4: Es sei f(z,y) = 2z (z + y)? zu integrieren iiber

D:1<224942<16,0< 2< 9— (4— /22 +12)?

Zylinderkoordinaten:

/ (z+y)?d(z,y, 2 /// rcos(¢)) + rsin(¢))?...dodzdr

= / / / z (1% cos?(p)) + 2r? cos(¢) sin(¢) + r?sin?(¢)) ... dp dz dr
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Beispiel 5:

Gegeben der wie folgt beschriebene Teil D einer Kugelschale mit homogener
Massendichte p = 2:

Zu berechnen: Das Tragheitsmoment bzgl. der z—Achse

Hinweis: cos®(a) = 1. (3 - cos(a) + cos(3a))

N
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Lésung:)
Ubergang zu Kugelkoordinaten:

1< 22 4+y°+2°< 2

y = 0:
= = 0 c
-7 7 COS ¢ cos 0
o| — | rsingcosb
L \¢ rsinf

Die Determinante der Transformation ist aus der Vorlesung bekannt:

cospcos) —rsingpcosf —r cos ¢sinb
J® = | sindcosh rcosdcosf —rsin ¢sinh |, det J® = 1% cosd
sin 6 0 rcosf
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a,(x,y, z) := Abstand zur z—Achse = /22 + y?.

22 + y2 = 12 cos?(¢p) cos?(0) + r2 sin*(p) cos?(h)

= / / / 212 cos?(0) - 7% cos() - 1 dy db dr
1

:/ / /'r4 cos®(0)2 dp do dr
1 0

— r2 cos

*(0)
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Also mit dem Tipp
cos®(a) = 1 - (3 - cos(a) + cos(3a))
V2 /2

- / / ( (3. COS(Q)+COS(39)))d0dr

—7/2

25



Alternative Rechnung/Schreibweise

0, = (ﬁf’c dr) - ( 7 cos®(0) df) - (/ﬁ 2dy)
/ s o
2 5 iy 1
=§(ﬂ ~1%) - / G cos(f) + 7 cos(39)> do
-,
= 2%(4\@ —1) E sin(6) + 1 sm(39)] Wi;
v 1) (G sing) + g5 sin(3) - § sin() + g sin(-)
- Fava-n-(5-5) - T aavE-n = Fava-
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Beispiel 6 :
Gegeben ist ein Behalter im Form eines Turms mit elliptischem Grundriss:

X

N 2 N 2
T={(y|er3: o< (Z) + (g) <925 0<z<20
z
L . . . . 1
Die Dichte eines Stoffes im Turm wird modelliert durch p(z,y, z) = 2
z

Zu berechnen: Masse des Stoffes im Turm.
LOsung: Koordinatentransformation
Elliptische Zylinderkoordinaten: z = 4rcos(y), y = 3rsin(p), z = 2.

Fiir die Jacobi-Matrix J der Koordinatenransformation gilt

4cos(p) —4rsin(yp) O
det J = det | 3sin(yp) 3rcos(yp) 0] =
0 0 1
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Fiir die Parameter gilt: » € [0,5], ¢ € [0,27], z € |0, 20].

Fir die Masse erhalt man daher

5 20 p2m
M = / / / p(r,p,2)12rde dz dr =
o Jo Jo

20 5 4
:247T/ / rdrdz =
0 g 1+ 22

20
1
= 3007 / 5 dz = 3007 arctan(20).
o l1+=z
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Bei Bedarf vor Ort: Beispiel 7

Gegeben sei das Rotationsellipsoid
E = {(z,y,2)1: 2> +vy* +2%/4 < 1}.

Berechnen Sie das Volumenintegral

/ (322 — 22 — ) d(z,y, 2) .

E

Elliptische Kugelkoordinaten:

x T r cos(p) cos(h)

y| = ®(u) = D || = [ rsin(yp)cos(d)

2 6 27 sin(6)
det(J(P) =

Zu integrieren 322 — (22 + y?)
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2% + y* = r?cos?(#) wie im Beispiel 5, Seite 24

/ ] / (1277 sin®(6) — r* cos*(0)) (2r° cos(0))dep df dr
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