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Taylorynome

Gegeben: f : Rn → R z.B. f : (x, y, z)T 7→ f(x, y, z)

Erste partielle Ableitungen −− > Gradient von f

grad f(x) := (fx1(x), · · · , fxn(x) )
T

In unserem Beispiel also mit x = (x, y, z)T

grad f(x0, y0, z0) = (fx(x0, y0, z0), fy(x0, y0, z0) , fz(x0, y0, z0))
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Hessematrix von f:
Matrix der zweiten Ableitungen Hij(x, y) = fxixj

J(grad f(x)T = J


∂f
∂x1
∂f
∂x2...
∂f
∂xn

 (x) =


grad fx1(x)
grad fx2(x)

...
grad fxn(x)



In unserem Beispiel mit x = (x, y, z)T also

grad fx(x)
grad fy(x)
grad fz(x)



Hf((x0, y0, z0)) :=

fxx(x0, y0, z0) fxy(x0, y0, z0) fxz(x0, y0, z0)
fyx(x0, y0, z0) fyy(x0, y0, z0) fyz(x0, y0, z0)
fzx(x0, y0, z0) fzy(x0, y0, z0) fzz(x0, y0, z0)


f 2-mal stetig diff.bar =⇒ Hessematrix ist symmetrisch!
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Zur Erinnerung: im R1 :

Taylorpolynom 0.ten Grades mit Entwicklungspunkt x0: T0(x) = f(x0)

Taylorpolynom 1.ten Grades mit Entwicklungspunkt x0:

T1(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) = T0(x) + f ′(x0)(x− x0)

Taylorpolynom 2.ten Grades:

T2(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)

2

= T1(x) +
1

2!
f ′′(x0)(x− x0)

2

= T1(x) +
1

2!
(x− x0)f

′′(x0)(x− x0)

NEU: im Rn : Entwickle f(g(h)), g(h) := x0 + h(x− x0)
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f : D → R, D ⊂ Rn

T0 = f(x0), T1(x) = f(x0) + grad f(x0) · (x− x0)

D ⊂ R2:

T1(x, y) = f(x0, y0) + grad f(x0, y0) · (x− x0) =

= f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

D ⊂ R3: analog:

T1(x, y, z) = f(x0, y0, z0)

+ fx(x0, y0, z0)(x− x0) + fy(x0, y0, z0)(y − y0) + fz(x0, y0, z0)(z − z0)

Also T0 +
∑

aller ersten Ableitungen× entsprechender Schrittweiten.
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D ⊂ R1: T2(x) = T1(x) +
1
2! (x− x0)f

′′(x0)(x− x0).

D ⊂ Rn: T2(x) = T1(x) +
1
2! (x− x0)

T Hf(x0) (x− x0)

D ⊂ R2:

T2(x, y) = T1(x, y) +
1

2!

(
x− x0

y − y0

)T (
fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)
fyx(x0, y0) fyy(x0, y0)

) (
x− x0

y − y0

)

= T1(x, y) +
1

2!

[
fxx(x0, y0)(x− x0)

2 + fxy(x0, y0)(x− x0)(y − y0)

+ fyx(x0, y0)(y − y0)(x− x0) + fyy(x0, y0)(y − y0)
2
]

Also T2 = T1 +
1

2!

∑
2-te Ableitungen× entsprechende Schrittweiten.
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Für C2−Funktionen gilt fxy = fyx und damit

T2(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

+
1

2!

[
fxx(x0, y0)(x− x0)

2 + 2fxy(x0, y0)(y − y0)(x− x0)

+ fyy(x0, y0)(y − y0)
2
]

Beachtet man noch:(
2

0

)
=

(
2

2

)
=

2!

(2 − 2)!2!
= 1,

(
2

1

)
=

2!

(2 − 1)!1!
= 2

so kann man T2 auch schreiben als:

T2(x, y) = T1(x, y) +
1

2!

[(
2

2

)
fxx(x0, y0)(x − x0)

2

+

(
2

1

)
fxy(x0, y0)(x − x0)(y − y0) +

(
2

0

)
fyy(x0, y0)(y − y0)

2

]
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D ⊂ R3: x = (x, y, z)T , x0 = (x0, y0, z0)
T ,

T0(x, y, z) = f(x0, y0, z0) ,

T1(x, y, z) = f(x0, y0, z0)+ < grad f(x0, y0, z0), (x − x0) >

= f

x0

y0

z0

+ fx

x0

y0

z0

 (x − x0) + fy

x0

y0

z0

 (y − y0) + fz

x0

y0

z0

 (z − z0) .

T2(x, y, z) = T1(x, y, z) +
1

2!

x − x0

y − y0

z − z0

T

Hf(x0, y0, z0)

x − x0

y − y0

z − z0



= T1(x, y) +
1

2!

[
fxx(x0, y0, z0)(x − x0)

2
+ 2 · fxy(x0, y0, z0)(x − x0)(y − y0)

+ 2 · fxz(x0, y0, z0)(x − x0)(z − z0) + fyy(x0, y0, z0)(y − y0)
2

+2 · fyz(x0, y0, z0)(y − y0)(z − z0) + fzz(x0, y0, z0)(z − z0)
2
]
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Allgemein erhalten wir für D ⊂ Rn:

Tm+1 = Tm +
1

(m + 1)!

∑
(m + 1)−te Ableitungen× entsprechende Schrittweiten.

Und speziell für D ⊂ R2:

Sei D ⊂ R2 offen und konvex, x0 ∈ D , f : D → R1 eine Cm+1 Funktion

Definiere Taylorpolynom m−ten Grades: Tm(x; x0) zu f mit Entwicklungspunkt

x0 = (x0, y0)
T :

T0(x) = T0(x, y) := f(x0) = f(x0, y0)

Tm(x) = Tm−1(x) +
1
m!

m∑
k=0

(
m

k

)
∂m−k

∂xm−k
·
∂k

∂yk
f(x0, y0)(x − x0)

m−k
(y − y0)

k

Bsp.: m = 4, k = 2,

(
4

2

)
= 4!

2!2! =
1·2·3·4

(1·2)(1·2)

fxxyy, fxyxy, fxyyx, fyxxy, fyxyx, fyyxx

9



Oben hatten wir T2. Damit erhalten wir

T3(x, y) = T2(x, y) +
1

3!

3∑
k=0

(
3

k

)
∂3−k

∂x3−k
·
∂k

∂yk
f(x0, y0)(x − x0)

3−k
(y − y0)

k

= T2(x, y) +
1

3!

[(
3

0

)
fxxx(x0, y0)(x − x0)

3
+

(
3

1

)
fxxy(x0, y0)(x − x0)

2
(y − y0)

(
3

2

)
fxyy(x0, y0)(x − x0)(y − y0)

2
+

(
3

3

)
fyyy(x0, y0)(y − y0)

3

]
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Fehlerabschätzung:

Zur Erinnerung: im R1

Tm+1(x) = Tm(x) + 1
(m+1)!f

(m+1)(x0)(x − x0)
m+1

Rm(x) := f(x) − Tm(x) = 1
(m+1)!f

(m+1)(x0 + θ(x − x0))(x − x0)
m+1

Analog im R2: Sei wie oben: D ⊂ R2 offen und konvex,

x0 ∈ D , f : D → R eine Cm+1 Funktion
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Taylorpolynome:

T0(x) = T0(x, y) := f(x0) = f(x0, y0)

Tm(x) = Tm−1(x) +
1
m!

m∑
k=0

(
m

k

)
∂m−k

∂xm−k
·
∂k

∂yk
f(x0, y0)(x − x0)

m−k
(y − y0)

k

Tm+1(x) =

Tm(x) + 1
(m+1)!

m+1∑
k=0

(
m + 1

k

)
∂m+1−k

∂xm+1−k
·
∂k

∂yk
f(x0, y0)(x − x0)

m+1−k
(y − y0)

k

Restterm / Fehler:

Rm(x) = f(x) − Tm(x)

= 1
(m+1)!

m+1∑
k=0

(m + 1

k

) ∂m+1−k

∂xm+1−k
·
∂k

∂yk
f(x0 + θ(x − x0))(x − x0)

m+1−k
(y − y0)

k

mit einem θ ∈ [0, 1].
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Beispiel A: Gesucht Taylorpolynome T2(x,x0) zweiten Grades und T3(x,x0) dritten Grades,

für die Funktion

f(x, y) = yex−y + sin(x + y) zum Entwicklungspunkt x0 = (0, 0)T

sowie Abschätzung für das Restglied |R2(x,x
0)| im Bereich |x| ≤ 0.2 und |y| ≤ 0.2.

Lösung: f(0, 0) = 0e0−0 + sin(0 + 0) = 0

fx = ye
x−y

+ cos(x + y) fx(0, 0) = 1

fy = e
x−y − ye

x−y
+ cos(x + y)

= (1 − y)e
x−y

+ cos(x + y) fy(0, 0) = 2

fxx = ye
x−y − sin(x + y) fxx(0, 0) = 0

fxy = (1 − y)e
x−y − sin(x + y) fxy(0, 0) = 1

fyy = (y − 2)e
x−y − sin(x + y) fyy(0, 0) = −2
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Vergleiche Seite 7:

T2(x,x0) = f(x0, y0) +

(
1

0

)
fx(x0, y0)(x − x0)+

(
1

1

)
fy(x0, y0)(y − y0)

+
1

2!

[(
2

0

)
fxx(x0, y0)(x − x0)

2
+

(
2

1

)
fxy(x0, y0)(x − x0)(y − y0)

+

(
2

2

)
fyy(x0, y0)(y − y0)

2

]
T2(x,x0) = f(0, 0) + fx(0, 0)(x − 0) + fy(0, 0)(y − 0)

1

2!

[
fxx(0, 0)(x − 0)

2
+ 2fxy(0, 0)(x − 0)(y − 0) + fyy(0, 0)(y − 0)

2
]
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Für T3 zusätzlich benötigt: alle dritten Ableitungen. Wir hatten schon

fxx = yex−y − sin(x + y), fyx = (1 − y)ex−y − sin(x + y) und

fyy = (y − 2)ex−y − sin(x + y)

Und rechnen

fxxx = fxxx(0, 0) =

fxxy = fyxx(0, 0) =

fxyy = fyyx(0, 0) =

fyyy = (−y + 2 + 1)e
x−y − cos(x + y) fyyy(0, 0) =

Formeln aus Seiten 7 und 10:

T3(x, y) = T2(x, y)+

1

3!

[(
3

0

)
fxxx(x0, y0)(x − x0)

3
+

(
3

1

)
fxxy(x0, y0)(x − x0)

2
(y − y0)

+

(
3

2

)
fxyy(x0, y0)(x − x0)(y − y0)

2
+

(
3

3

)
fyyy(x0, y0)(y − y0)

3

]
= x + 2y + xy − y

2
+ ....

Fehlerabschätzung für T2
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f(x) = T2(x; x0) + R2(x; x0) .

R2(x, y) =
1

3!

3∑
k=0

(
3

k

)
∂3−k

∂x3−k
·
∂k

∂yk
f(x0 + θ(x − x0))(x − x0)

3−k
(y − y0)

k

Sieht kompliziert aus! Einfacher aber auch grober:

Dreiecksungleichung:

|R2(x, y)| ≤
1

3!

3∑
k=0

∣∣∣∣∣
(
3

k

)
∂3−k

∂x3−k
·
∂k

∂yk
f(x0 + θ(x − x0))(x − x0)

3−k
(y − y0)

k

∣∣∣∣∣
=

1

3!

3∑
k=0

∣∣∣∣(3

k

)∣∣∣∣ ·
∣∣∣∣∣ ∂3−k

∂x3−k
·
∂k

∂yk
f(x0 + θ(x − x0))

∣∣∣∣∣ · ∣∣∣(x − x0)
3−k

(y − y0)
k
∣∣∣

≤
1

3!

(
3∑

k=0

(
3

k

))
max
k,θ

{∣∣∣∣∣ ∂3−k

∂x3−k
·
∂k

∂yk
f(x0 + θ(x − x0))

∣∣∣∣∣
}

· ∥x − x0∥3
∞

(a + b)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
a
k
b
n−k

=⇒
3∑

k=0

(
3

k

)
=

3∑
k=0

(
3

k

)
1
k
1
3−k

= (1 + 1)
3
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Also

|R2(x)| ≤
1

3!
· 23 · max

0≤k≤3,θ∈[0,1]

{∣∣∣∣∣ ∂3−k

∂x3−k
·
∂k

∂yk
f(x0 + θ(x − x0))

∣∣∣∣∣
}

· ∥x − x0∥3
∞

Finde C := gemeinsame obere Schranke für die Beträge aller Ableitungen der Ordnung 3 in

allen Punkten x + θ(x − x0), θ ∈ [0, 1]

Dann gilt im R2 :

|R2(x; x0)| ≤ 23

3!∥x − x0∥3
∞ · C
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Allgemeiner Fall:

|Rm(x; x0)| ≤ nm+1

(m+1)!∥x − x0∥m+1
∞ C

n: Dimension des Raumes

m: Grad des Taylorpolynoms

n = Dimension des Raumes =⇒ ∃nm+1 ”verschiedene,, (m + 1)−te Ableitungen

C := gemeinsame obere Schranke für die Beträge aller Ableitungen der Ordnung m + 1 in

allen Punkten x + θ(x − x0), θ ∈ [0, 1]

Beachte: Fehlerabschätzung (fast) immer nur lokal möglich!
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Fehler R2 für unser Beispiel:

Wir hatten Taylorpolynom T2(x,x
0) = x + 2y + xy − y2 zweiten Grades für die Funktion

f(x, y) = sin(x + y) + yex−y

zum Entwicklungspunkt x0 = (0, 0)T . Gesucht: eine Abschätzung für das Restglied

|R2(x,x
0)| im Bereich |x| ≤ 0.2 und |y| ≤ 0.2.

Allgemeine Formel

|Rm(x; x0)| ≤ nm+1

(m+1)!∥x − x0∥m+1
∞ C

m = Grad des Polynoms = n = Dimension des Raumes =

∥x − x0∥m+1
∞ =

C := gemeinsame obere Schranke für die Beträge aller Ableitungen der Ordnung m + 1

zwischen (x0, y0)
T und (x, y)T

Hier:
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|fxxx| =
∣∣yex−y − cos(x + y)

∣∣ ≤

|fxxy| =
∣∣(1 − y)ex−y − cos(x + y)

∣∣ ≤
|fxyy| =

∣∣(y − 2)ex−y − cos(x + y)
∣∣ ≤

|fyyy| =
∣∣(−y + 2 + 1)ex−y − cos(x + y)

∣∣ ≤
Maximaler Betrag der dritten Ableitungen ≤

Und mit |Rm(x; x0)| ≤ nm+1

(m+1)!∥x − x0∥m+1
∞ C

|R2(x,x0)| ≤
23

3!
.C∥x − x0∥3

∞ ≤
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Beispiel B: (Zur HA2)

g(x, y) = yex−y + sin(x + y) + 2x2 − 3x + 4y.

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades T2 von g zum Entwicklungspunkt

(x0, y0) = (0, 0).

b) Zeigen Sie, dass für alle (x, y) ∈ D := [−0.2, 0.2] × [−0.2, 0.2] gilt:

|g(x, y) − T2(x, y)| ≤
1

10
.

Lösung: g(x, y) = yex−y + sin(x + y) + 2x2 − 3x + 4y.

Alternative zur Ableitungsberechnung: Potenzreihen:

eα =

∞∑
k=0

αk

k!
=

α0

0!
+

α1

1!
+

α2

2!
+

α3

3!
+ . . .

sin(α) =

∞∑
k=0

(−1)
k α2k+1

(2k + 1)!
=

α1

1!
−

α3

3!
± . . .
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yex−y =

sin(x + y) =

g(x, y) = yex−y + sin(x + y) + 2x2 − 3x + 4y

T2(x, y) =

Für die Fehlerabschätzung brauchen wir eine obere Schranke für die Beträge aller dritten

Ableitungen von g.

dritte Ableitungen von g = dritte Ableitungen von yex−y+ dritte Ableitungen von sin(x+y)
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Fehlerabschätzung: g(x, y) = yex−y + sin(x + y) + 2x2 − 3x + 4y

| dritte Ableitungen von g| ≤ | dritte Ableitung von yex−y| + | − cos(x + y)|

Für die dritte Ableitungen von h(x, y) = yex−y rechnen wir (vgl. Seite 15)

h(x, y) = hx(x, y) = hxx(x, y) = hxxx(x, y) = yex−y

hy(x, y) = hxy(x, y) = hxxy(x, y) = (1 − y)ex−y

hyy(x, y) = hxyy(x, y) = (y − 2)ex−y

hyyy(x, y) = (3 − y)ex−y

|g(x, y) − T2(x, y)| ≤ nm+1

(m+1)!∥x − x0∥m+1
∞ C =

23

3!
.C∥x − x0∥3

∞ ≤
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Anderer Entwicklungspunkt und R3:

Beispiel C: Gesucht Taylorpolynom zweiten Grades von

f(x, y, z) = sin(x + y) + xez−y − z2 + y x0 = (−π
4 ,

π
4 ,

π
4).

im Punkt (x0, y0, z0)
T

f(x, y, z) = sin(x + y) + xez−y − z2 + y, f(−π
4 ,

π
4 ,

π
4)

= sin(0) − π
4e

0 − (π4)
2 + π

4

fx(x, y, z) = cos(x + y) + ez−y, fx(−π
4 ,

π
4 ,

π
4) = cos(0) + e0 = 2

fy(x, y, z) = cos(x + y) − xez−y + 1, fy(−π
4 ,

π
4 ,

π
4) = 2 + π

4

fz(x, y, z) = xez−y − 2z, fz(−π
4 ,

π
4 ,

π
4) = − 3π

4

fxx(x, y, z) = − sin(x + y), fxx(−π
4 ,

π
4 ,

π
4) = 0

fxy(x, y, z) = − sin(x + y) − ez−y, fxy(−π
4 ,

π
4 ,

π
4) = − 1

fxz(x, y, z) = ez−y, fxz(−π
4 ,

π
4 ,

π
4) = 1

fyy(x, y, z) = − sin(x + y) + xez−y, fyy(−π
4 ,

π
4 ,

π
4) = − π

4

fyz(x, y, z) = −xez−y, fyz(−π
4 ,

π
4 ,

π
4) = π

4

fzz(x, y, z) = xez−y − 2, fzz(−π
4 ,

π
4 ,

π
4) = − π

4 − 2
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Formeln aus Seite 8:

T2(x, y, z) = f(x0, y0, z0) + fx(x0, y0, z0)(x − x0)

+ fy(x0, y0, z0)(y − y0) + fz(x0, y0, z0)(z − z0)

+
1

2!

[
fxx(x0, y0, z0)(x − x0)

2
+ 2 · fxy(x0, y0, z0)(x − x0)(y − y0)

+ 2 · fxz(x0, y0, z0)(x − x0)(z − z0) + fyy(x0, y0, z0)(y − y0)
2

+2 · fyz(x0, y0, z0)(y − y0)(z − z0) + fzz(x0, y0, z0)(z − z0)
2
]

x0 = −π
4 , y0 = π

4 , z0 = π
4

einsetzen
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T2(x, y, z) = f(−
π

4
,
π

4
,
π

4
) + fx(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)(x − (−

π

4
))

+ fy(−
π

4
,
π

4
,
π

4
)(y −

π

4
) + fz(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)(z −

π

4
)

+
1

2

[
fxx(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)(x − (−

π

4
))

2
+ 2 · fxy(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)(x − (−

π

4
))(y −

π

4
)

+ 2 · fxz(−
π

4
,
π

4
,
π

4
)(x − (−

π

4
))(z −

π

4
) + fyy(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)(y −

π

4
)
2

+2 · fyz(−
π

4
,
π

4
,
π

4
)(y −

π

4
)(z −

π

4
) + fzz(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)(z −

π

4
)
2

]

=

Ableitungswerte einsetzen:
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T2(x, y, z) = f(−
π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

− (π4 )
2

+ fx(−
π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

2

(x − (−
π

4
))

+ fy(−
π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

2+π
4

(y −
π

4
) + fz(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

−3π
4

(z −
π

4
)

+
1

2

 fxx(−
π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

0

(x − (−
π

4
))

2
+ 2 · fxy(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

−1

(x − (−
π

4
))(y −

π

4
)

+ 2 · fxz(−
π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

1

(x − (−
π

4
))(z −

π

4
) + fyy(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

−π
4

(y −
π

4
)
2

+2 · fyz(−
π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

π
4

(y −
π

4
)(z −

π

4
) + fzz(−

π

4
,
π

4
,
π

4
)︸ ︷︷ ︸

−π
4−2

(z −
π

4
)
2


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Zusammenfassen:

T2(x, y, z) = −
π2

16
+ 2(x − (−

π

4
)) + (2 +

π

4
)(y −

π

4
) −

3π

4
(z −

π

4
)

+
1

2

[
− 2 · (x − (−

π

4
))(y −

π

4
) + 2(x − (−

π

4
))(z −

π

4
)

−
π

4
(y −

π

4
)
2
+

π

2
(y −

π

4
)(z −

π

4
)

+ (−
π

4
− 2)(z −

π

4
)
2

]

T2(x, y, z) = −
π2

16
+ 2(x − (−

π

4
)) + (2 +

π

4
)(y −

π

4
) −

3π

4
(z −

π

4
)

− (x − (−
π

4
))(y −

π

4
) + (x − (−

π

4
))(z −

π

4
)

−
π

8
(y −

π

4
)
2
+

π

4
(y −

π

4
)(z −

π

4
) + (−

π

8
− 1)(z −

π

4
)
2

]
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Fehlerabschätzung für f(x, y, z) − T2(x, y, z) für ∥x − x0∥∞ ≤ 1
10 also

x ∈ [−π
4 − 1

10,−
π
4 + 1

10], y ∈ [π4 − 1
10,

π
4 + 1

10], z ∈ [π4 − 1
10,

π
4 + 1

10].

Wir benötigen alle dritten Ableitungen

fxx(x, y, z) = − sin(x + y), fxy(x, y, z) = − sin(x + y) − e
z−y

,

fxz(x, y, z) = e
z−y

, fyy(x, y, z) = − sin(x + y) + xe
z−y

fyz(x, y, z) = −xe
z−y

, fzz(x, y, z) = xe
z−y − 2,
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fxxx = − cos(x + y), |fxxx| ≤ 1,

fxxy = − cos(x + y), |fxxy| ≤ 1,

fxxz = 0, |fxxz| = 0,

fxyy = − cos(x + y) + ez−y,

|fxyy| ≤ | − cos(x + y)| + |ez−y|, |fxyy| ≤ 1 + e
π
4+

1
10−(π4−

1
10),

fxyz = −ez−y, |fxyz| ≤ e
π
4+

1
10−(π4−

1
10),

fxzz = ez−y, |fxzz| ≤ e
2
10,

fyyy = − cos(x + y) − xez−y,

|fyyy| ≤ | − cos(x + y)| + |xez−y|,
≤ 1 + |x| · |ez−y| < |fyyy| ≤ 1 + (π4 + 1

10)e
0.2

fyyz = xez−y, |fyyz| ≤ (π4 + 1
10)e

0.2

fzzy = −xez−y, |fyzz| ≤
fzzz = xez−y, |fzzz| ≤

Die Beträge aller dritten Ableitungen sind beschränkt durch

0 ≤ 1 + e
2
10 < 1 +

√
e < 1 + 2

Eine gemeinsame obere Schranke für die Beträge der dritten Ableitungen ist also zum Beispiel

C := 3
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Als Schranke für den Fehler erhält man

|Rm(x; x0)| ≤ nm+1

(m+1)!∥x − x0∥m+1
∞ C

Mit n = 3, m = 2

|R2(x, y, z)| ≤
33

3!
· C · ∥x − x0∥3

∞ ≤
27

1 · 2 · 3
· 3 · (

1

10
)
3
<

27

2000
= 0.0135.
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Polar-, Kugel-, Zylinderkoordinaten

Später: Beschreibe die Teilmengen des R2 bzw. R3 möglichst einfach durch Angabe von Grenzen

für die Koordinaten.

Beispiel 1: M1 :=

{(
x

y

)
∈ R2 : 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4

}

Geometrisch: Kreisring

Beschreibung in kartesischen Koordinaten
−3 −2 −1 0 1 2 3

−3

−2

−1

0

1

2

3

Einfacher als Kartesisch : Polarkoordinaten x = r cos(ϕ), y = r sin(ϕ) gilt:(
x

y

)
= Φ(u) = Φ

(
r

φ

)
=

(
r cos(φ)

r sin(φ)

)
,
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M1 :

Das Gebiet ist viel einfacher.

Beispiel 2 Später z.B. integrieren von f(x, y) =
1

x2 + y2
über den halben Kreisring

M2 :=

{(
x

y

)
∈ R2 : 4 ≤ x2 + y2 ≤ 9, x ≤ 0

}

r ∈ ϕ ∈
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Beispiel 3: M3 :=


x

y

z

 ∈ R3 : 0 ≤ x2 + y2 ≤ z, 0 ≤ z ≤ 9


Zylinderkoordinatenx

y

z

 = Φ(u) = Φ

r

φ

z

 =

r cos(φ)

r sin(φ)

z



Rand ∂M3 = 2 Teilflächen:

Deckel:

Mantel:
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Kugelkoordinaten

x

y

z

 = Φ(u) = Φ

r

φ

θ

 =

r cos(φ) cos(θ)

r sin(φ) cos(θ)

r sin(θ)



r =

z =

R =

x =

y =
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Beispiel 4:

M4 :=


x

y

z

 ∈ R3 : x2 + y2 + z2 ≤ 4

 .

Kugelkoordinaten:

x(r, φ, θ)

y(r, φ, θ)

z(r, φ, θ)

 =

r cos(φ) cos(θ)

r sin(φ) cos(θ)

r sin(θ)



M4:

M5 :=


x

y

z

 ∈ R3 : 1 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4

 .
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M6 :=


x

y

z

 ∈ R3 : 4 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 25 , z ≤ 0

 .

−2

−1

0

1

2

−2

−1

0

1

2

−2

−1.5

−1

−0.5

0

M7 :=


x

y

z

 ∈ R3 : 4 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 25 , y ≥ 0

 .

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5
0

0.5
1

1.5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
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