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Taylorynome

Gegeben: f : R" - R zB. f: (z,y,2)! — f(z,y,2)

Erste partielle Ableitungen —— > Gradient von f

grad f($) = (f:m(w)a 7fxn($) )T

In unserem Beispiel also mit « = (x,y, 2)*

grad f(xo,%0,20) = (f2(T0,¥0,20), fy(Z0, Y0, 20) , f2(T0, Yo, 20))



Hessematrix von f:
Matrix der zweiten Ableitungen H;j(z,y) = fu;z,

of
%_@1\ grad fo, ()
J(grad f(z)" = J | 922 | (x) = grad fw2<$)
;
\8_9[5:1) grad f, (x)
grad f,(x)
In unserem Beispiel mit = (x,y,2)? also | grad f,(x)
grad f,(x)

fxx(x()?yOaZO) fa:y(«ro,yo,zo) fxz(xmyOaZO)
Hf((xoayo,zo)) = fy:c(wayOaZO) fyy(chvyOaZO) fyz(x07y0720)
f2z(20,90,20)  [2y(%0,Y0,20) [22(T0, Yo, 20)

f 2-mal stetig diff.bar = Hessematrix ist symmetrisch!



Zur Erinnerung: im R! :
Taylorpolynom 0.ten Grades mit Entwicklungspunkt xq: Ty(z) = f(z0)

Taylorpolynom 1.ten Grades mit Entwicklungspunkt x:

Ty(x) = f(xo) + f'(x0)(x — 20) = To(x) + f'(20)(x — x0)

Taylorpolynom 2.ten Grades:

Ty(w) = (o) + I'(ao) (@ = 20) + 51 1" (@) (& — o)

= Ti(e) + o o)z — 20)°
= Ty(@) + 53 (z — 0) f"(20)(x — 7o)

NEU: im R" : Entwickle f(g(h)), g(h) := oo + h(x — ()



Ti(z,y) = f(xo,y0) + grad f(xo,yo) - (T — o) =
= f(xo,y0) + fz(x0, y0)(x — ®0) + fy(T0,Y0) (¥ — vo)

D C R?: analog:

T1($7y7 Z) — f(x()a Yo, ZO)
+ f2(20, Y0, 20)(z — o) + fy(x0, Yo, 20) (¥ — Yo) + f=(z0, Yo, 20) (2 — 20)

Also Ty + > aller ersten Ableitungen x entsprechender Schrittweiten.



Tr(z,y) = Ti(z,y) + % (x - %)T (fa:x(:voayo) fa:y(ilfoayo)> (af — ﬂUo)

Y—1Yo fya;(ion yo) fyy(an yo) Y—1Yo

1

= T1($,y) + o1 [fm(wo,yo)(iﬁ — 370)2 + fxy(manO)(x - xO)(y — QO)

+ Fua(®0,90) (¥ — Yo) (T — o) + Fyy(T0, Y0) (Y — Yo)?]

1
Also T5 = T + o1 > 2-te Ableitungen X entsprechende Schrittweiten.



Fiir C?—Funktionen gilt f,, = f,» und damit

Tr(z,y) = f(zo,y0) + fz(zo,y0)(® — T0) + fy(@0,Y0)(y — Yo)
+ - [fww(x07y0)(w —20)” + 2fuy(x0,90)(y — yo)(x — o)

2!
+ fyy(wm yO)(y - 90)2}

Beachtet man noch:

@) ) @) e —2!2)!2! - G) e —2!1)!1! =2

so kann man 75 auch schreiben als:

Ty(z,y) = Ti(z,y) + % [@) fra (0, Yo) (z — x0)”

+ G) fay(x0, yo)(x — z0)(y — yo) + (g) Fyy (0, Yo) (y — yo)Q}



£2l;_ﬁgi L — Ctayaz)Tv‘BO:::($O>y07ZO)T7

jb(xayaz>:: f($07y07z0>7
Ti(x,y,2) = f(xo, Yo, z0) + < grad f(xo, yo, 20), (& — x9) >

o i) o o
= f <y0> + fa (y()) (x — o) + fy <y0> (y — vo) + f- <y0> (2 — 20) -
20 20 20 20

T

1 r — X r — X
Tz(:v,y,Z)=T1(x,y,Z)+5 y—vyo | Hf(xo,y0,20) | ¥ — yo

Z — 20 Z — 20

= Ti(z,y) + % [fa:a;(wo, Yo, 20)(z — 20)” + 2 fay(xo, Yo, 20) (T — x0) (Y — Yo)

+ 2+ foe(@0, Yo, 20) (x — m0) (2 — 20) + Fyy(wo, Yo, 20) (y — o)

+2- fyz(xoa Yo, 20) (¥ — Yo)(2 — 20) + fzz(0, Yo, 20) (2 — ZO)z]



Allgemein erhalten wir fir D C R™:

1
Tomy1 = T + > (m + 1)—te Ableitungen X entsprechende Schrittweiten.
(m + 1)!

Und speziell fir D C R?:

Sei D C R? offen und konvex, xo€e D, f: D — R! eine C™*! Funktion

Definiere Taylorpolynom m—ten Grades: T,,(x; xg) zu f mit Entwicklungspunkt
L0 ::(x07yoyr:

To(z) = To(z,y) := f(xo) = f(o, yo)

m m—k k
m 69 é) m—k k
To(@) = Ty (@) + L ( ) 7 (@0, o) (@ — 20)™ (5 — o)
! ; k) oxm—Fk Qyk
Bsp.m =4, k=2 ) S I B 2
= ; o 311 — (12)(1-2)

f&xyya f&yxya j}yyxa f@xmya f@xyxa f@ymx



Oben hatten wir T5. Damit erhalten wir

ak

L 3. e\ gtk - )
Ts(z,y) = Ta(z, y) + o kz:% (k) ' 8y,€f(3307 Yo)(z — x0)” " (¥ — o)

6333_k

= Ts(z,y) + % [(g> fawa (0, 40) (2 = 20)" + (

3
1

> fa:xy(fEO, yo)(x — 330)2(29 - yo)

3

@) Fayy (0, yo) (@ — o) (y — y0)” + (3> Fuwu (20, Y0) (¥ — v0)°

10



Fehlerabschadtzung:

Zur Erinnerung: im R*

Tm_|_1(;c) = Tm(CU) + (mlel)!]c(anl)(xO)(aj _ mO)m+1

Ru(@) = f(2) = Tn(2) = Gt f ™ (wo + (2 — 20)) (x — @0)™ !

Analog im R?: Sei wie oben: D C R? offen und konvex,
xo € D, f: D— Reine C™ ! Funktion
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Taylorpolynome:

To(x) = To(z,y) := f(xo) = f(z0, Yo)

m

m—k k
To(x) = T1(x) + 7 Z (T;;L) 0 9 F(zo, yo)(z — 20)™ " (y — vo)"

Trnt1(x) =

Ton(@) + Gy D

m—+1

k=0

Restterm / Fehler:

Ry () = f(2) = Tn(z)

— 1

- (m+1)!

m-+1

> (

k=0

(

m + 1

k

mit einem 6 € [0, 1].

k=0

m + 1

)

k

am—}—l—k ak

)

Oxm—k ayk

8m—|—1—k ak

Oxmt+l—k . aykf(x(% y0>(3§' — ajo)m—i_l_k(y o y0>k‘

dxm+l—k  Gyk f

(20 + 0(z — ®0)) (@ — 20)" " 7 "(y — yo)"
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Beispiel A: Gesucht Taylorpolynome T (@, ) zweiten Grades und T5(@, a() dritten Grades,
fir die Funktion

f(z,y) = ye” ¥ + sin(x + y) zum Entwicklungspunkt xq = (0, 0)*
sowie Abschitzung fiir das Restglied | Ry(x, )| im Bereich |x| < 0.2 und |y| < 0.2.
Losung: £(0,0) = 0e"% 4+ sin(04+0) = 0

fr =ye" ¥ + cos(xz + y) £:(0,0) = 1

fy=€e"7 —ye" Y + cos(z + y)

= (1 —y)e" Y + cos(z + y) £,(0,0) =2
fox = yew_y o Sin(x + y) fxac(oa 0) =0
foy = (1 —y)e" ¥ —sin(z + y) fzy(0,0) = 1
fuy = (y — 2)e"™? —sin(z + y) fyy(0,0) = —2
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Vergleiche Seite 7:

Ta(x, @) = f(xo,yo) + (é) fa(@o, yo)(x — xo0)+ G) fy(zo, yo) (¥ — o)
4511 (5) oo )@ = 20)* 4 (3) foulos o) (@ = 20w = )

+(3) Fwto ) - w)”

T2(w> wO) — f<07 0) + f:p(oa O)(:C - 0) + fy(07 O)(y — 0)

3 [£(0,0)(@ = 0 4+ 2£,(0,0) (& — 0)(y — 0) + £,,(0,0)(y — 0)’]
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Fir T zusatzlich benotigt: alle dritten Ableitungen. Wir hatten schon

foe = ye* Y — sin(x + y), fyz = (1 —y)e* Y —sin(x + y) und
fyy = (y — 2)e*Y — sin(z + y)

Und rechnen

fozz = f222(0,0) =
fray = fyz2(0,0) =
foyy = fyye(0,0) =
fyyy = (my+2+1)e" ¥ — cos(z + y) Fyyy(0,0) =

Formeln aus Seiten 7 und 10:

T3(x,y) = To(x, y)+

% [(3) Fowe (20, Yo) (z — x0)° + G’) Fray (0, yo) (@ — m0)*(y — o)

+(3) Fontan )@ = 20w = 90 + (3 ) fowlon, o) (v = o)’

:a:—|—2y—|—:1:y—y2—|—....

Fehlerabschatzung fiir T5
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f(z) = Ta(x; ®o) + Ra(x; @)

3 3—k k
RaCon) = 553 (1) o e @0+ 0@ = @)@ = 20)" (5 = )"

" k=0
Sieht kompliziert aus! Einfacher aber auch grober:

Dreiecksungleichung:

| Ro(x, y)| < Ly <3> A f (@0 + 0( ))( )’ )"
X, S . €T r — @ r — X —
1 .| /3 g3~k gk - )
~ 3! ; (k) | | ox3-k aykf(wo +0(x —x0))| - |(CU —x0)” (Y — yo) ‘

VAN
Sy
7\
Pyl
I w
(@)
N
W
%
N~
o
T
——

a3—k ak} 5
S el (@04 Ol - wo>>|} e — ol

3

(a+b)"=>" (Z’) a bt = (Z) —

3

(Z) 1°1°7F = (1 + 1)°
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Also

1 3
|Ro(x)| < —-2°- max
3! 0<k<3,0€[0,1]

83—k ak 5
S el (@0t 0l - mo>>|} e — ol

Finde C' := gemeinsame obere Schranke fiir die Betrage aller Ableitungen der Ordnung 3 in
allen Punkten « + 6(x — xy), 6 € [0, 1]

Dann gilt im R? :

3
| Ro (5 20)| < Frlle — xoll5, - C
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Allgemeiner Fall:

m-+1
|Rin (25 20)| < Sy lle — xoll "' C

n: Dimension des Raumes
m: Grad des Taylorpolynoms

m—+1 »

n = Dimension des Raumes —> dn verschiedene,, (m + 1)—te Ableitungen

C := gemeinsame obere Schranke fiir die Betrage aller Ableitungen der Ordnung m + 1 in
allen Punkten « + 6(x — xg), 6 € [0, 1]

Beachte: Fehlerabschdtzung (fast) immer nur lokal moglich!
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Fehler R fiir unser Beispiel:

Wir hatten Taylorpolynom Ty (x, 2°) = = + 2y + 2y — y* zweiten Grades fiir die Funktion

f(z,y) =sin(z +y) + ye*?

zum Entwicklungspunkt a2 = (0,0)?. Gesucht: eine Abschitzung fiir das Restglied
|Ry(x, )| im Bereich |z| < 0.2 und |y| < 0.2.

Allgemeine Formel

| R (x5 @0) | <

m-+1

n_____

(m+1)!

le — 2ol C

m = Grad des Polynoms =

I — ol 20" =

n. = Dimension des Raumes =

C := gemeinsame obere Schranke fiir die Betrage aller Ableitungen der Ordnung m + 1
zwischen (xg, yo)* und (z, y)*

Hier:
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|f:ca:a:| — |ye‘”_y — COS($—|—y)| <

| foayl = |(1 —y)e” Y — cos(x + y)| <

| fayy| = |(y —2)e"Y — COS($-|—y)‘ <

[ fyyyl = ’(—y + 24+ 1)e" Y — cos(xz + y)’ <

Maximaler Betrag der dritten Ableitungen <

m—+1
Und mit | Ry (2 )| < oyl — a2 C
23
| Ro(@, @o)| < 57-Clle — @05, <
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Beispiel B: (Zur HA2)

g(z,y) = ye* Y + sin(x + y) + 22* — 3z + 4y.

a) Bestimmen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades 15 von g zum Entwicklungspunkt

(360, yo) — (0, O)-

b) Zeigen Sie, dass fiir alle (x,y) € D :=[—0.2,0.2] x [—0.2, 0.2] gilt:
|g($, y) — T2(aj7 y)l

Losung: g(x,y) = ye* Y + sin(z 4+ y) + 22 — 3z + 4y.

Alternative zur Ableitungsberechnung: Potenzreihen:

o > C\ék C(O 4 Oél 4 C\42 4 C\43 4
e — -— = — —_— « o
| ! | | |
c~ k01l Y
o0 2k+1 1 3

— 10
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sin(z +y) =
g(z,y) = ye* Y + sin(z + y) + 22* — 3z + 4y

T2(LC, y) —

Fiir die Fehlerabschatzung brauchen wir eine obere Schranke fiir die Betrage aller dritten
Ableitungen von g.

dritte Ableitungen von g = dritte Ableitungen von ye” Y4 dritte Ableitungen von sin(x 4+ y)

22



Fehlerabschitzung: g(z,vy) = ye* ¥ + sin(x 4+ y) + 22% — 3z + 4y

| dritte Ableitungen von g| < | dritte Ableitung von ye® Y| + | — cos(x + vy)]

Fiir die dritte Ableitungen von h(x,y) = ye” ¥ rechnen wir (vgl. Seite 15)

h(w’y) — hx(.ib, y) — hwx(way) — h:caz:c(xa y) — ye‘”_y
hy(x’y) — hxy(x7y) — hma:y(xa y) — (1 — y)e‘”_y
h'yy(aja y) — hxyy(ﬂjy y) = (y — 2)637_3/

hyyy(z,y) = (3 —y)e®?

3
nmt1 m 2
9(z,y) — Ta(z, y)| < gyl — 2ol C = g-CHw — x|, <

23



Anderer Entwicklungspunkt und R*:

Beispiel C: Gesucht Taylorpolynom zweiten Grades von
f(ac, Y, Z) — Siﬂ(x + y) + ze”Y — 2 + vy Lo — (_%7 %7 %)

im Punkt (xo, yo, zo)T

fz,y,2) =sin(z +y) + ze*¥ — 2% 4+ y, 551
= sin(0) — %eo — (%)2 + 7

fo(x,y,2) =cos(zx +vy) +e7Y, fo(—=Z,2, %) = cos(0) + e’ = 2
fy(x,y,z) =cos(zx +y) —xe” Y 4+ 1, fy(=%5, 55 =2+7%

folw,y, z) = ze”¥ — 2z, f(-5,2,3)= -
foa(@,y, 2) = —sin(z + y), foo( =15 3) =0

foy(x,y,2) = —sin(z + y) — 7Y, faoy(—%, 5, %) = —1
faslw,y,2) = €77, for =5, 5,5) = 1

fyy(2,y,2) = —sin(z + y) + ze”77, fou(—5 0 0) = — 5
fyz(x,y,2) = —we”Y, Foo\=0 0 5) = 1

far(2,y, 2) = we™™¥ — 2, for(m2,3,5) = =2 — 2
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Formeln aus Seite 8:

TQ(aja Y, Z)

P g
Lo = —3%s Yo

einsetzen

= f(xo, Yo, z0) + fz(T0, Yo, z0)(z — x0)

+ fy(xo, Yo, 20)(y — yo) + f2(x0, Yo, 20)(2 — 20)
+ % [fmm(m()a Yo, ZO)(CU _ 33'0)2 + 2 fivy(m()? Yo, ZO)(x o 5130)(’y o yO)
+ 2 fox(x0, Yo, 20)(x — x0) (2 — 20) + fyu(T0, Yo, 20)(y — Yo)

+2- fyz(xo, Yo, Zo)(y — yo)(z — Zo) + fzz(x()a Yo, ZO)(Z - Z0)2]

- T s
— 1 0= g
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To(w,y.2) = F(—g o) + Fol= 5 5 D@ = (=)
+ fy( % % %)(y__)+ fz( £7£7£)<z_£)
1 T T T T T T
t 3 faz(— 17 Z)(x— (——)) + 2 fay(— RV Z)(w— (——))(y——)
+ 2 fulg P = (CNE - D+ ful-7 1 Pl — )
+2- el D - PE - D+ fal-g 1 E -

Ableitungswerte einsetzen:

26



.

\

(y — =) (z — —
)( Z)+fzz(_
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Zusammenfassen:

2 s s s 3 s
Tow,y,2) = — 7=+ 2z — (~) + @+ Dy - 7) = (=)

v [_2 (@ (D)D) + 2w - (D -D)

- Z(y - Z)Q + E(y - Z)(Z — Z>
+ (-5 -6

71‘2

Ty(e,y,2) =~ + 2z — (~) + @+ Dy -1 - T =)
~ @ (- D+ @ = (=D — D)

_ g(y — Z)2 + Z(y — Z)(Z — Z) + (_g — 1)(Z — Z)2

28



Fehlerabschatzung fiir f(z,y, z) — Ta(x, y, 2) fir || — @0l < 15 also

Wir benotigen alle dritten Ableitungen

fez(x,y,2) = —sin(xz + y), foy(z,y,2) = —sin(z +y) — e 7,
foz(x,y,2) =", fuy(T,y,2) = —sin(z + y) + xze” Y
fyz(xa Yy, Z) — _er—y’ fzz(xa Yy, Z) — xez—y _ 27
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fraa
faay
fowz
f:vyy

| fayyl < | —cos(z +y)| + |77,

faf;yz
fxzz

fyyy

|fyyy| <|—=cos(z+y)| + |[xze*Y|,

fyyz
fzzy
fzzz

— cos(z + y),

— cos(z + y),

0,

—cos(x +vy) + e,

—e* Y,

e* Y,

—cos(z +y) —xe® Y,

<1+ a] - | <
xe Y,
—xe® Y,

xe Y,

| fyyyl < 1+ (% + %)60'2
| fyy=| < (%"‘1_10)602

| fyzz| <

| fozz| <

Die Betrage aller dritten Ableitungen sind beschrankt durch

0<14eld <14+ < 142

Eine gemeinsame obere Schranke fiir die Betrage der dritten Ableitungen ist also zum Beispiel

C:=3
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Als Schranke fiir den Fehler erhalt man
m—|—1 m
| R (x5 20) | < (m+1)v||CB — w0||oo+1c

Mitn =3, m =2

33 27
|Ra(z,y,2)] < 5- Nl — xol|:

-3
> _1-2-3

= 0.0135.
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Polar-, Kugel-, Zylinderkoordinaten

Spiter: Beschreibe die Teilmengen des R? bzw. R® méglichst einfach durch Angabe von Grenzen
fiir die Koordinaten.

T

y)eR2 : 1§:U2—|—y2§4}

Beispiel 1: M := {(

Geometrisch: Kreisring

FES
N2

I I I I )
3 -2 -1 0 1 2 3

Beschreibung in kartesischen Koordinaten

Einfacher als Kartesisch : Polarkoordinaten x = r cos(¢), y = r sin(¢) gilt:
) - -o() - (28)
y P rsin(p)
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M1 .
Das Gebiet ist viel einfacher.

Beispiel 2 Spater z.B. integrieren von f(x,y) =

MQ::{<;C>€]R2:4§x2—|—y2 <9, az§0}

r e ¢ €

a:2—|—y2

iber den halben Kreisring
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Beispiel 3: M3 := Y

Zylinderkoordinaten

xr T
y| = P(u) =2 (o
zZ Z

Rand OM3 = 2 Teilflachen:

Deckel:

Mantel:
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Kugelkoordinaten <

(

r cos(y) cos(0)
rsin(yp) cos(6)
rsin(0)

|
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Beispiel 4:

ol

T

Yy
z

) ERY: 2*+y?+ 22 < 4}.

Kugelkoordinaten:

r cos(y) cos(0)
= | rsin(y) cos(0)
rsin(0)

z(r, ¢, 0)
y(r, ¢, 0)
z(r, ¢, 0)

M4Z

|l

T

Yy
z

>€R3: 1 < :U2—|—y2—|—z2<4}.
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Mg := y| eR:4< 2+ 92 +22<25,2<0

M, = y| eR:4< 2+ 92 +22< 25, y> 0
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