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Hohenlinien, Gradienten, Jacobi-Matrizen, Kettenregel,
Richtungsableitungen,
Vektorfelder, Rotation und Divergenz

Die ins Netz gestellten Kopien der Anleitungsfolien sollen nur die Mitarbeit wahrend der Veranstaltung erleichtern. Ohne die in der
Veranstaltung gegebenen zusatzlichen Erlduterungen sind diese Unterlagen unvollstandig (z. Bsp. fehlen oft wesentliche Voraussetzungen).
Tipp— oder Schreibfehler, die rechtzeitig auffallen, werden nur miindlich wahrend der Veranstaltung angesagt. Eine Korrektur im Netz

erfolgt NICHT!

Eine Veroffentlichung dieser Unterlagen an anderer Stelle ist untersagt!



Analysis Ill Funktionen D C R"™, f: D — R™

Ana I: DcR', f:D— R!

Ana Il: DCR', f:D— R"  [urve

L.A: DCR", f:D— R™ v— Av

Hier zunichst wie in Ubung 1: DcCR”, f:D— R! n o=

Stetigkeit und Differenzierbarkeit

Frage: Wie andern sich die Funktionswerte, wenn ich an einer oder an mehreren
Variablen wackle?

Stetigkeit: wie im R,

Kurzform: fiir jede Folge (x)ren aus D

lim ¢y = = lim f(xg) = f(x).
k— o0 k— o0



Differenzierbarkeit im R!: Stichworte

Tangentensteigung, | ; LM>
Hinreichend gute Approximierbarkeit durch lineare Funktionen

Anderungsrate: Wie stark dndert sich der Wert von f bei Anderung von ¢?

Flt+ A = f(1)

N




[ heiBt partiell differenzierbar nach z; in x € D, wenn

(=) =)
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0
partielle Ableitung von f nach z; =: a—f(w) = fz;(T)
L j
f heiBt partiell differenzierbar, wenn f nach allen Komponenten z¢, ... ,z,

partiell differenzierbar ist.

f heifit stetig partiell differenzierbar, wenn alle f,., j = 1, ..., n stetig sind.




Bei Existenz:

Gradient von f :=Zeilenvektor der partiellen Ableitungen

grad f(x) := (fo,(T), -, fa,(x)) = (g—i(w),g—é(w), . ,g—i(a})) :

Mit dem Differentialoperator Nabla

(0 [ OF )
ox

0 0

V= 8332 Vf = 85132

. of

o1, ) \0z.,/

gilt




Veranschaulichung von Funktionen D CR?, f: D — R

Gegeben: Funktion f : D — R, D C R?.

Beispiele: Temperatur an einzelnen Punkten einer Herdplatte, fiir ein Stiick der
Erde (ndherungsweise eben, also Erdkriimmung vernachldssigt) Hohe liber dem
Meeresspiegel oder Luftdruck.

Veranschaulichung:

e Als Fliche (z,y, f(z,y))! € R3 (Modell einer Landschaft)

f(x,y) = cos(2my) sin(wx) :



oder

e Mit Hilfe von Hohenlinien = Kurven auf denen f konstant ist

Hohe iiber dem Meeresspiegel, Aquipotentiallinien, Isobaren

Beispiel 1: (P2) z = f(z,y) = exp (—(2* + y?)),
Héhenlinieri/:hexp (—(z* + v?)) e K <— —(2°+ y*)= In(K) =: ¢

contour(X,Y,z,30)

y 2 p3
Tig-erply) —_— 7< Z+>/ =C <Y
Krers wm Nl
i KO‘G'{CA-S L4

Abbildung 1: Hohenlinien Yooty



2= f(x,y) = exp (—(z2+ 3?)),
—xiy? o

grad f(x) = e ,<,2>< - 2v) = 2 e ’° (_x)u\/)

(3 -
Veranschaulichung von Gradientenfeldern ’—{i\) - )\z ( 7)

bei n=2: Hefte an Punkten (x,y) Vektoren in Richtung und Lange von
gradf(x,y) an.

gred iy 0) = 2] (*X) d_bj)




Beispiel 2: (P2)

fz,y) = exp(zy) = e 2 K
=5 In(e )= %) 5 Xy e )i
T | s
Hohenlinien: y= < < = O 72 /= /%
=AY —
=4 \( = /
C:*4 \{3 —f._/;/‘ \/ < j
C =0 Y=o9 D )((0;7):50:'/}'

Gradient: <y }
_p*Y )
31{(:,0({(}5)“/)“[6’ ‘ 7 ) e ~7<) _ e 7 Cﬂ ) X}

7
X

— Vf(z,y) = e’/ (
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Veranschaulichung von Gradientenfeldern mit Matlab

hold off
x=[-0.0 : .05 : .9];
y=[-0.0 : .05 .91; o1 TS D RR
[X,Y] = meshgrid(x,y); I R R R
z= exp(X.*Y); ol C\;:jjjjjj?
contour (X,Y,z,30) %Hohenlinien AN >>/’///’jj:j;
L 2SS
hold on N SN
[px,py] = gradient(z); 7’ Gradient o - X NN N
quiver (X,Y,px,py) %in (X,Y) wird 03b - -\ - i
% der Vektor (px,py) angeheftet | = \ & . .
N I
|

ACHTUNG: Aus der partiellen Differenzierbarkeit folgt nicht einmal die
Stetigkeit! (siehe Vorlesung)
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Jetzt Bildraum mehrdimensional

Sei f:D—R™ m>1, D C R"™ und

1 M fl(:cl,...,xn)

T = e D, f(x)= f}@) _ |
fm(ZB) fm(xl,...,gjn)

f ist stetig/part.diffbar/stetig part.diffbar <= Jede Komponente f; von f
ist stetig/part.diffbar/stetig part.diffbar. Die Definition der Differenzierbarkeit
kann wortlich libertragen werden.

Im Falle der Existenz definiert man die Ableitugs-/Jacobi-Matrix von f:

@) fh@ ... @)Y £

9 i:
Jf(x) = a—fj(m) : 2 7[:.

Im K0 Ablabens / 1. : ) : : ) E
{(x) {(Xa) {(x ) (x-x) aig(m) %(a}) 8];7;’;(:13))( s
!_———____HZ{_ ‘V/ W

I m R” . Abluteny JF /[.\ ;7—\

fGR)= f(X) 4 THX)(Z-X) 4 O (|i-%= 112 ) X, ‘- *q
PO . _ 12
/éi = “él'? ][//()?n + @(X"’XO)) . (XJXH) mit unem G € (o)



(< x2)

Beispiel Al: (Zu H1) K -¥ o
g1(x) 2z + 3yz a,/
g(ﬂf,’y,Z) — 92(513) — ?/2+22 o, 0
93(:6) M g-goA
3{“’*0; 34 %) 2 37 2y
Jg(:l:) — Qe %2(7-) = ( o Z\f oz
SWO\A 4 B(X) 2>< > o

Im Fall m = n: Funktionaldeterminante von f := det J f(x)

Wichtig bei Koordinatentransformation!

Beispiel A2: (Zu H1) Polarkoordinaten :

Q. o/
O. OO0

g.60c 00 A

. R+ 2 r_ Cos |
g : RY x [0,21) - R (g) %&Sm-? ) /),
— Y
X
|Jf(z,y,z)| :==detJg(x,y,z) = det e
. = X -\7'
(3)!)( (SA)\fJ cos(¥) —vsin(e) Costy) = %
jj(‘ﬂ‘f)-’-’ = > xz«cas(f)
(92)y (fﬁ'z,)‘f _S'|)-.[c() y'cos () 5"”(7"):‘?; 13

Y = ,I-'-”(‘f)



det Talejg) = cos? ()= rsim?(p) ) = v (cos®0g) +5in29) ) = Nur =0 fir v=o alse
. n . m . k ('f):(z) Jyicr Wi lee (
Kettenregel: D CR™, f: D —-R™ g: f(D) =R nicht omdenhia
— . D — RFA X e >
gof > S <-§ (><> .
(_3 @(;C)) j({(x)) {(x)

Da(f () )=I(f69) ()

J(go f)x)=Jg(f(x)) Jf(x)

lier

Beispiel A3: (Hilfreich bei H1) f*))

Elliptische Polarkoordinaten :

e o)~
Mit g aus Beispiel A2 gilt
f=hog mit h(z,y) = (ax,by)?
i\ (x)
, . (qb) . :13 ar cosly) - -
) = (50) = 0 B = (DE) o

\ lﬂg (X)

Frig) = b (g (v “f’))
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Jf=Jh-Jglund

det (Jf) =det(Jh) -det(Jg)

Jh = £ ), und  det (Jh)

det (Jf)(r,¢) =ab-r.

Dh (xy) = (

— ab.

(s
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Beispiel A4: Wichtig fiir spater!
Sei zum Beispiel:

< RP— R

:
wobei c(t)= (zﬁf >
x(t) = 2t2, y(t) = 1+t

Wie verandert sich der Wert von s wenn wir t verandern?

16



S(t,x,y)_\w+t2w2y ) Os(x,jfa) 3@- s(x,4,2)= ( Sy SZ-:-)

Dann gilt:

%S(t7$)y) = St — (t$+t2x2y)t = X 4 2_,[; ><2 y

%S(t,.ﬂ, ZJ) = Sp — (t$+t2x2y)x — é + 2% %2'7

%S(t’xW) = s, = (tv +t2%2%), = O 4+ & x*

Aber was ist mit %S(t,x(t),y(t)) — /

t ¢
Mit 33@ (a:(t)) - (2t2), s (g (¢) ) =<((£)
_— \y(®) 1+t
— 916 95(3(@) 23 (t)

und s(t, z,y) =tz + t*z%y
= grad s(s¢t) (ar{-

ft) = s0g(t) = s(t, x(t),y(t))

—

)
/:S::)(é) i({f:)

definiere
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und erhalte

%s(t,x(t),y(t)) = %f(t) = Jf(t) = Js(g(1)) - Jg(t)
1 ¢
D T vl o1 O
| (1)
%s(t,x(t),y(t)) — (8t78$78’y) . (g;(zﬁ)) = St + S84 T -+ Sy * y gz
yt))
Hier konkret:
Jg(t) = (t,2(t),y(t)" = (1,4t,1)"
JS(t,ZC,y) — (SUSCE’S?J) siehe oben /gx'n._c—g/%w

/

und Jf(t) = Ls(t,z(t),y(t)) = St Syt sy Y=
Lj (K 32k X7 ‘/)Jr (é + I %27>.'H%+ Lix>.
= <2L2+ 2t .(LH:L')(A-N'-D-%- (L4 2285 6° (4eb)) Ut + L2 et

18
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Richtungsableitungen (Zu H2)

Bis hier: Ableitung einer Funktion D C R™, f : D — R in Richtung der 1., 2., 3, ...

) oy m
Koordinate. ~ 4/7 M
Ko |

Jetzt allgemeiner: Sei a € R" : ||la|| =1 und xy € D.

Frage: Wie andert sich der Wert von f, wenn ich von axy aus ein wenig in
Richtung a gehe?

f(xo + ha) = f(zo)+7? heRT xy+th-ae€ D,Vtel0,1]

- o Streckhe zp5¢hen %o und Xeo+hos
Definiere: Richtungsableitung von f in Richtung a bei xg

— Anderungsrate von f in Richtung a

—_— e — : | X 4-é/ >(Ql }’| @]
A / A =X 4 A Wy
o ( ) = da ( O) . hm(—--( ___h }\ ( O) (%

= h—0 @

Ist Da f (@) positiv, so werden die Funktionswerte ausgehend von xy bei einem hinreichend
kleinen positiven Schritt in Richtung a groBer. (Anstiegs- / Aufstiegsrichtung)

oL

-
—_—

Xc, = KXo+ O -_;L\

19



Ist Da f (o) negativ, so werden die Funktionswerte ausgehend von x( bei einem hinreichend
kleinen positiven Schritt in Richtung a kleiner. (Abstiegsrichtung)

Vorlesung: | +&f(xo) = Daf(zo) =< grad f(zo)", a >.

Beweis: Kettenregel. Siehe Vorlesung: {(3 (é)} = 7[ (%o + h & >

Setze: g(h) :=<a:0—i—ha;' g:R—R" 7[(3(},\) ) B ][(ES(O)>
und  —2(h) := f(g(h), z:R —R. ) .

Dann ist _ o hw) — L (%o ,
) = £ (e 2\ ) s @)
xo,1 + hay ai
g(h) = 0.2 —I— has — Jg(h) = 0;2 = a
o L0o,n + ]’LCLn 077

und im Falle der Existenz nach Kettenregel:

o f (@) = Daf(®o) = 4 f(g(h))ln=0 = J(f(g(0)) - Jg(0) = grad f(zo) - a.
—_—
=’}

— _————W

20



Konkretes Beispiel aus der Vorlesung: f(x,y) = z° + 2.

a ist in g lokal eine Aufstiegsrichtung

21



w ist in g eine Abstiegsrichtung.

flw,y)=2*+y*, wu=_5(-11)7
K> 42
Wert in xo: f(2,1) = 22 + 12 :@

—_—

Wertin:n:a:0+2\:@u: <i‘> *ZJ}J/%(J//{{) = (
f(0,3):02+32=

—

- -
—_—

Wie geht das denn? u war doch Abstiegsrichtung!

O
3

)

22
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Niveaumenge/Niveaufldche (zZu H2)

Analog zu Hohenlinien im R? definiert man firz € R>und f : D -+ R, D C R?
die Niveaumenge/Niveauflache N0 eines Punktes x( als die Menge der Punkte,
die den gleichen Funktionswert haben, wie axg:

={zeR’: f(z) = f(zo)}
Beispiel: f(z,y,2) = In(z? + y? + 22).

Niveauflachen: Kugeloberflichen/Spharen um Null

Gleichung fiir Niveauflache in o = (4, 3,12)
%/(%47’ i2°) (1/*37‘/2)

Vw/ W“[F - |73

24



Vektorfelder (Zu P1, P3)
f: R®™ — R"™. Hier nur n =2 oder n = 3.

Beispiel: planare Stromung, Stromung in der Ebene

Betrachte Teilmenge D C R?. Zu jedem Punkt (z) € D gibt es einen

Geschwindigkeitsvektor (ggizg) also eine Abbildung

f:D—R2 (x) — (“(x’y))
’ Y v(x,y)
Veranschaulichung: (Nur bei hinreichend viel Zeit)
Hefte im Punkt (Z) den Vektor <5§§3§) an.

Es entstehen die sogenannten Stromlinien, Losungen von
= u, y = v bzw. Losungen der Differentialgleichung

y'(z) = v(z,y)/u(z,y)

25



Beispiel: u: Rx Rt —

R, o) = (UE0)

v(w,y )
Py = (0?225) — u(Py) = (0.225> /
Py = £9?§) — u(P,) = (0?5) l f””/
Py=(7) = u(Ps) = () R

—_—

Skizze: vor Ort. Pfeile haben die Steigung v /u.

Weg eines Teilchens in der Stromung = (z, y(z))? mit
y'(z) = v(z,y)/ulz,y).
Hier v/ (xz) = y(x)/2. Dies ist eine separierbare DGL. Fiir y # O: ey

L-‘-n&QYL 3/(>4\ ol _/_42:%(%) — 23('5‘{35 Cez

d d d
@9 _ Y :7x:>]n‘y‘:2+6:>y($)206.

de 2 ?

NS

26



Divergenz und Rotation

Gegeben: Vektorfeld f: D — R"”, D C R™. D.h.

I fl(;vl, LYy oo v ZE‘n)
L2 | _ f2(96‘1, L2y « oy Zlfn)
F1 7= .
T folx1, T2y ..., Tp)
Dann definiert man
. | & O
Divergenz von f : div f(x1, -+ ,x,) = ——(z1, -+ ,Tn)
Lk
k=1

0f2




fl(xa Y, Z)
) - (Bav).
fS(xa Y, Z)

x
n=3: f |y
2z

(9]01 8f2 8f3

divf(x,y,z) — %(CI}, Y, Z) T a—y(x7 Y, Z) + E(a% Y, Z)

Bei Stromungs- / Flussproblemen: Quelldichte



Veranschaulichung: (Nur bei hinreichend viel Zeit)

(xgh.y+h)

-1 fl >
fy
-2 —T>
— >
-3 > A i "’:/—\
(Xy=hy,=h) } (Xg:Yo~h) w

-4 {-2—
-5 :

-4 -2 0 2 4 6

Durch linke Kante flieBt =~ f1(xo — h,yo) - 2h  pro Zeiteinheit

Durch rechte Kante flieBt =~ f1(xo + h,yo) - 2h  pro Zeiteinheit
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Analog unten &~ f5(xg,y9 — h) - 2h und oben =~ fo(xo,yo + h) - 2h

Aus dem Rechteck

fi(zo + h,yo) - 2h — fi(xo — h,y0) - 2h |
(2h)?

fa(zo,yo + h) - 2h — fo(zo,y0 — h) - 2h
(2h)*

Fiir h — 0 ergibt sich die Quelldichte in (g, y9) als

ieBt pro Zeit- und Volumen(Flachen)einheit ca.

i <f1($o+h,yo) — fi(zo — h,yo) n fa(xo,y0 +h) — fa(wo, Yo — h))
h—0 2h 2h

= (%fl(f’?o,yo) + (%f2($0790> = divf(zo, o)

Divergenz = 0 : es flieBt genauso viel rein, wie raus flieBt : Quellenfrei
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Im Fall n = 3 definiert man noch die Rotation bzw. Wirbeldichte

IE Of2
praciR IR0 Ruliew CE Z)\ 0 e, <,
NS
rot f(z,y,2) = %(w, Y, z2) — %(fc, Y, 2) | = Qf" 9/;/)%%2
Paog ) - Dayn)
Kaaj Y Y a/y Y Y )
Ebene Strémungen kdnnen in den R? eingebettet werden: n=2
z Filey)
F(0) = (o) i (o) = (datewew
%##4_21’5___&_; z 0 o
Fiir f erhilt man die Rotation: (0, 0, %(w, y) — %(az, y))Y. Man nennt
L Yy
daher fiir n = 2 auch
0fa

rot f(z,y) = 9 (z, y) — a—(aﬁ, y)
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Bei FluBproblemen = Zirkulation/Wirbeldichte, rot = 0: Wirbelfrei
Veranschaulichung wie oben: summiere die zum Rand eines kleinen
Flachenstiicks tangentialen Komponenten.

Fiir das Geschwindigkeitsfeld v einer Starrkorperrotation um eine Achse mit
der Winkelgeschwindigkeit w gilt  |[rotv|| = 2w, und  rotw st parallel zur
Drehachse.

Spater: Potentiale, Arbeitsintegrale, etc.
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Beispiel a) (zu P1)

v(z,y,2) = (xy? + 222, yx? +y22, 2y? + z22)7?, D :=R3
v, I Vi “““\c—v‘;

diV U(ZE?y? Z) :(UA>>< + (Vz).? + (\/3)2 — (3?-*%25 +(><7-+?9‘\ " (Ebl*{’“ )

_ 2(xT 472D

(’03)y — (’Uz)z AL
rot v(z,y,2) = | (V1) — (v3)z | = |2x= -2 | = O
(v2)s — (v1)y PR
)

Beispiel b) (zu P1) u(z,y) = (~y,z)7, D = R?

div u(z,y) = (u1)s + (u2)y = (=y)z + (T)y :_(L
rot u(z,y) = (u2)e — (u1)y = (@) — (-y)y = 1—(-1) =2. -
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Beispiel c) (zu P1 und P3)
Zeige: Fiir C>-Funktion gilt div (rot f) (z,y,2) =0

(
ors(x) — 52 () (f3)y — (f2):
div (rot f) (@) = div | 52(z) — 58(=) | =div | (f1)z — (f3)a
() f2

Of2(g) — 9N

oxq

= [y =), - (qm,(km c (U €v)-

- {)WK‘G zx-*(‘g)%\j Y\/Jru Ve - (Eay

— —_— —_——— —_— —_— -

= 0O
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