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Potentialberechnung:

Ein Vektorfeld f : D C IR" — IR" besitzt ein Potential
bzw. eine Stammfunktion, falls es eine C'-Funktion

d:DCR"—= IR

gibt, so dass f mit dem Gradientenfeld von @
ubereinstimmt;:

grad ¢(x) = f(x) .

Integrabilitatsbedingung:

Ein C'-Vektorfeld £ : D — IR" besitzt in einem einfach zu-
sammenhangenden Gebiet D C IR" genau dann ein Potential,
wenn die folgende Integrabilitatsbedingung fur alle & € D
erfullt ist:

Jf(z)=(Jf(x))" .

Fir n = 2,3 stimmt diese Bedingung mit rot f(x) = 0
tiberein.
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Hauptsatz fur Kurvenintegrale:

Fir ein stetiges Vektorfeld f : D — IR" mit Potential & gilt:

a)
/ f(x) dz = b(c(b)) — (c(a))

fiir eine beliebige stiickweise C1-Kurve ¢ : [a, b] — D.

b) Ein zu f gehoriges Potential ® kann berechnet werden
durch

O(x) = /f(ac) dx + Konstante .

cr

Dabei ist cg eine beliegige stiickweise C'-Kurve in D, die
einen festen Punkt @y € D mit & € D verbindet.

Eine weitere Moglichkeit zur Berechnung eines Potentials ( ne-
ben b)) besteht im sukzessiven "Integrieren’ der Komponen-
ten des Vektorfeldes,

f — (f17f27f3)T :
Die Bedingung grad ®(x) = f(x) im R®:

@x(az,y,z) fl(xvyv Z)
Qy(x,y,2) | = falz,y,2)
d.(z,y, 2) f3(z,y, 2)
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Aufgabe 25:
Gegeben sei das Vektorfeld f : IR? — IR® mit

3x2y4z5 +1
flo,y,z)=| 4°y°2" + 2y
syt + 327

a) Man zeige, dass f ein Potential besitzt, ohne es zu berech-
nen.

Der IR? ist einfach zusammenhéingend und die Integrabi-
litatsbedingung ist erfullt:

f3y — fo: 20x3y32* — 202332
rotf(z,y,2) = | fi-— fae | = | 15a%y*2" — 152%y*2"
Jor — f1y 1222y32° — 122%y°2°

Daher besitzt f(x,y, z) ein Potential v(x,y, z),

d.h. es gilt f = grad v = (v, vy, v2).
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b) Man berechne ein Potential durch sukzessives Integrieren
von f:

ve(z,y, 2) = 32%y*2” + 1

= v(z,y,2) =Y’ + 2+ c(y, 2)

= v,(r,y,2) = 42°y°2" + ¢, (y, 2) = 4332 + 2y

= ¢y,2) =2y = cy2)=y"+k(z)

=  v(r,y,2) =2y + 2+ y* + k(2)
= vz, y, 2) = 5x%ytet + K (2) = 5adytet + 327

= k() =32 = kiz)=+K nmtKcR

= v(r,y,2) =2yl +r+y + 2+ K
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¢) Man berechne ein Potential mit Hilfe des Hauptsatzes fiir
Kurvenintegrale:

Wahl der Kurve k:

direkte Verbindungslinie von (0,0,0) zu (z,y, 2), d.h.

E(t)=t(x,y,z)" mit 0<t<1

Hauptsatz fiir Kurvenintegrale

1
v(z,y,z) = / flx)de+ K = / fk(t)k(t)dt+ K
L 0
1 3(tz)?(ty)* (t2)° + 1 .
— / < 4(tz)3(ty)>(tz)° + 2ty : ( Y ) > dt + K
0 5(tx)*(ty) (t2)" + 3(t2)” ©

1
= / 12t 3120 + o+ 2ty + 3223 dt + K
0

= 223y 4 ot + 2y + 328 é + K

= Pyt e+t + P+ K
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d) Léngs der Kurve c : [0, T] — R? mit
c(t) = (cost,sint,sint 4 cost)’
berechne man fiir die Falle T' = 7 und 1" = 27 das Kur-

venintegral [ f(x)dx .

Mit c(t) = (cost,sint,sint +cost)’ ergibt sich nach dem
Hauptsatz fiir Kurvenintegrale

v(e(m)) —v(c(0))

/C flarde = [ flett)ett) ar

Bild 25 Kurvec fur T = 27

[#@iiz = [ flewne( it = vietzn) - viel)
= 3(1,0, 1) —v(1,0,1) = 0 (geschlossene Kurve)
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Integralsatz von Green:

Gegeben sei ein C'-Vektorfeld
f:G—- TR

G C IR? ein Gebiet und eine kompakte Menge D C G,
die bzgl. beider Koordinatenrichtungen als Normalbereich dar-
stellbar sei. Dann gilt:

[ s - f o

D

Dabei muss der Rand 0D in mathematisch positiver Richtung
durchlaufen werden.

Aufgabe 26:

Man verifiziere den Satz von Green fur das Vektorfeld

f(z,y) = (—zy — 2y, 27 + 4y°)"

und das durch die Kurve 2?2 +4y% =4

eingeschlossene Gebiet F.
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Losung:

Die Ellipse E kann durch kartesische

E = {(x,y)TEIRQ\ —2<x<2, —\/1—(w/2)2§y§\/1—(x/2)2},

oder Polarkoordinaten

T\ [ 2rcosyp 0<r<l1 B
( )é[)(fr,gp)( )’O§g0§27r = det J®(r, ) = 2r

7SN @

beschrieben werden

Q = {(npeR?|0<r<1, 0<p<2r} mit ®Q)=F

Bild 26: Ellipse £

Parametrisierung des Ellipsenrandes OF durch:

2 Cos
0(90):( Smf) , 0<p<or
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2
ffrde = § f@dz = [ < flelo).ele) > ds
OF c2 0
B —2c0s psin — 2sin @ —28In @
N /<< 4 cos @ + 4sin’ @ )’( COS )>dgp
0

27

= /4cosgpsin2g0+4Sin290+40082g0+4cosgpsin2gpdcp
0

b o
= /4+8@0890sin290d<p — 490+§sin390 = 87
0
0
/rot flx)dx = /(2x+4y2)x — (—ay —2y), d(x,y)
b o 1 27
— /4—|—gjd(gjy // (4 4 21 cos )21 dpdr
E 0 0
1 o 1 o
= 8/7“d7“/ dg&+4/r2d7“/008<,0dg0
0 0 0 0

csinpl” = 87

Integralsatz von Green: j{ f(x)dx = 81 = / rot f(x)dx
E
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Flichen im IR’:
Gegeben seien ein Gebiet G C IR? eine C'-Abbildung

p:G — R’
. (1, o)
u= (1) = plu) = | sl
’ Z(“’l?“?)
Sind die Vektoren op(u) und op(u) linear unabhangig fiir
8’&1 6’uz

alle u € G, dann heif3t

a) Fliache bzw. Flachenstiick im IR’
F={pu) e R’|ueG}=pQG)
b) p Parametrisierung von F

¢c) G Parameterbereich von F,

d) Tangentialebene im Punkt p(u’) an F mit \, u € IR,

op(u’) ~ Op(u’)
8u1 —|-,LL 8u2

Tr(\ 1) =p(u’) + X

e) Normalenvektor zu F im Punkt p(u’),

Op(u’)  Op(u)
8u1 8u2
f) Normaleneinheitsvektor zu F":
_ ! Op(u) Op(u)
n(p(u) = op(u) Op(u) ouq 8 Ous
X
8u1 8uz

Op y Op
(3’u1 (’9u2

g) Oberflaichenelement: do = ‘
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h) Flacheninhalt:

/ do = /
P(G) G

Oberflachenintegrale: fiir die Fliche F' = p(D):

op(u) . Op(u)
8u1 0u2

'du

a) Oberflachenintegral 1. Art fiir die stetige Funktion
f F— 1R

/F f(@) do == /D f(pw))Hagi?) ) 655:)

‘du.

b) Oberflachenintegral 2. Art fiir das stetige Vektorfeld
f:F—=R

[ t@rdo = [ (@) ni@) do

_ /D (f (@), n(@)) ' o

- J (w5t )

Bemerkung:

Stellt das Vektorfeld f das Geschwindigkeitsfeld einer sta-
tionaren Stromung dar, so kann das Oberflachenintegral

| #@ydo

als Fluss von f durch die Flache F' interpretiert werden,

du

gemessen in Flissigkeitsmenge pro Zeiteinheit in Richtung
der verwendeten Normalen.
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Aufgabe 27:

Gegeben sei die Teilflache eines parabolischen Zylinders

N:{(az,y,z)TEIRS] —1§y§az§1,z:1—x2}.

a) Man zeichne N,

Bild 27: parabolische Zylinderteilflache N

b) Man parametrisiere N:

Die Flache N kann als Funktionsgraph interpretiert wer-
den, tiber dem Dreieck

D= {(z,y) €eR*|zec[-1,1],yc[-1,2]}

p: D — R mit py) =(zyl-2*)".
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¢) Man berechne den Fldcheninhalt von N.

2T
) P € €y €3
8p ap — |1 0 —22| = 0
vy 0 1 0 1
0 0
/d0: do-/‘ P p d(x,y)
N D(D)

T

- ]/ I+ 02 dyds

1

:/y T+ (22

zy/1+ (22)? + /1 + (22)% do

T

dx

—1

| |
p-\\}_k —_
—_

— 2 [ VTP ds

2
= /\/1+t2dt
0

2

1
=5 (tvl + t2 4 arsinh t>
0

1
— 54+ §arsinh 2 = 2.957985715. ..
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Gauflscher Integralsatz:
Fiir das C'-Vektorfeld

f:G—-R

auf dem Gebiet G € IR? und den kompakten messbaren Stan-
dardbereich S C G, dessen Rand 95 aus endlich vielen glatten
Flachenstiicken besteht, gilt:

/divf(w) dx = f(x) do.
s 03

Dabei muss bei der Berechnung des Oberflachenintegrals der

geschlossenen Flache 05, deshalb wird die Schreibweise j{

08
op(v) X op(u) bzgl. S nach
((9U1 (9u2

verwendet, der Normalenvektor

auflen zeigen.

Bemerkung:

Stellt das Vektorfeld f das Geschwindigkeitsfeld einer stati-
onaren Stromung dar, so kann das Oberflachenintegral

f(x) do
053

als Flussbilanz durch das Volumens S interpretiert werden.
Fir
divf(x) =0

in S gilt nach dem Gaufischen Integralsatz

f(x) do =0,
98

es fliefit also aus S soviel heraus, wie hineinflief3t.
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Aufgabe 28:

Gegeben seien der Korper

,xSO}

—I—z2§9

e R | 2?4y

T

)

K ={(z,y,2
und das Vektorfeld

L,Y, Z) = (y7 —Z, 23>

f(

a) Man skizziere K.

Halbkugel K

Bild 28:
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b) Der Rand von K ist beschreibbar durch ein ebenes
Flachenstiicke S und ein nicht ebenes Flachenstiick H

Man gebe jeweils Parametrisierungen fiir die beiden Rand-
flachenstiicke S und H an.

Parametrisierung der Kreisseite .S
p:[0,3] x [0,27] — R?

0

p(r, ) = | reosy
7 sin @

Parametrisierung der Halbkugelflache H:

3 cos p cos Y

q(p,v) = | 3sinpcosy
3sin
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¢) Man berechne jeweils den Fluss von f durch die beiden
Randflachenstiicke S und H.

Fluss durch S, mit der aufleren Normalen

ap (9]? €1 €9 6?, r
ar (9 =| 0 cosp —rsinp | =1| 0
14 0 sine 7rcosgp 0
T CoS gp 327
/fdo//< ) >dgpd :// 2 cos pdpdr = 0
3 sin’ 0 0

Fluss durch H, mit der auleren Normalen

o o e, es es COS Y COS Y
8_q 8q_ —3sinpcosty 3 cospcosy 0 =9cost | sinpcosy
p O —3cospsiny —3sinesiny 3cosy sin 1

3m/2 w2 3 sin ¢ cos COS Y COS Y

/fdo — / /9008w< —3cospcosy |, | sinpcosy >d¢d90

H 2 a2 27 sin® 1 sin ¢

3n/2 /2
— / / 243 cos ¢ sin* dipdip

/2 —7/2
gy SUOV[T_ 480m

3 —7/2 5
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d) Man berechne das Volumenintegral

AQWﬂ%%@ma%a.

Mit dem Gauflschen-Integralsatz erhalt man:

/Edivfd(:c,y,z):/Sfd0+/Hfdo=48%

Alternativ:  direkte Berechnung tiber Kugelkoordinaten

/dwﬂ%%@ﬂ%%@
K

= /Ssz(:U,y,z)
K

3 3r/2 ©/2
= // /STQSinzw-TZCosw dypdpdr
0 7/2 —m/2
3 3m/2 /2
= /r4d7“/dg0 / 3 cos 1 sin® ¢ dyp
0 /2 —m/2
o[’ o2 AS6T
5

3n/2 . 3
gp]ﬂ sin TM_W -
. /2 /2 5



