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Das Riemann-Integral:

Exemplarische Darstellung fiir eine beschrankte Funktion
auf einem Rechteck

fla,b] x[e,d — R

Lol
(z,y) = flz,y).

Zerlegung 7 des Rechtecks () durch

a=rp<r1<--<xT,=b, c=y<pn<---<yn=d

in Teilrechtecke

Qij = [%;%H] X [yjayj+1]

mit Flacheninhalt VOl(QZ]) = (xi—i—l - LIZ’Z> : (yj-i—l — y])

Riemannsche Untersumme:

-1
1= 7=0

inf  (f(x,y)) - Vol(Qi ;)

(z,y EQZ]

Riemannsche Obersumme:

n—1 m—1

2)=3 (X s (1) Vol(@u)

i=0 j=0 (z y)€Q7j
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Riemannsches Integral:

(definiert nur fiir s%p Ui(Z) = i%f O(2))

[ fayydiegy) = swUy2) (=ufos(2)) .
Q

Satz: (von Fubini)

—/Cdf(x,y) dy
/abf(fvyy) dz

fur alle y € [c, d], dann gilt

Existieren

fiir alle z € [a, b und

/f(aty) /(/fxydy) /(/fxyd:c)

Q
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Aufgabe 21:

a) Mit @ := [0, 2] x [0, 1] berechne man fiir die Funktion

f:Q—R, flr,y=2—2x

(i) Riemannsche Unter- und Obersumme zu

folgender Zerlegung Z von ()

200 —1) 2 —1 7
Qi,j_[(z )7_Z]><[]—7i] 77:7.7':17-..777/

Us(Z)

n n n

= z,Yy)€Q;
- - 20\ 2
o ]. =
S(X(-2)2
1=1 j=1
4 — - 7
3 > <1 - g)
1=1 j=1
4 n
2 (n — 1)
=1
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n

04(2) = Y, sw (f(z,y))- Vol (Qi)

i1 (@Y)€Q;

E(E6-222) <)

J=1

(ii) Integral von f {iber @ nach dem Satz von Fubini.

/Qf(x,y)d(x,y) = /01 (/jQ—xdw)dy
—/Olzx_gﬂ

Man erhalt naturlich:

2(1-2) = 02) < [ ) dloa) =2

n

/Qf(ﬂs,y)d(x,y)—2 < Of(Z)_2(1+l> .
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b) Man berechne die folgenden Integrale:

) 27 T 2m
(1) / / (jos(x + y) dx dy = / SiIl(SU + y)‘g dy
T 0 T

2m
= / sin(m +y) — siny dy

— (cosy — cos(m +y)|>" = 4

(i) R=1[1,2] x [1,4],

2 4
/ 9%y d(x,y) = / / 9%\ /y dy dx
R 1 J1

_ /12 327 (/14 3\/§dy) da
(o) ([ i)
= (1)) (2y3/2‘j) — 08
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(i) Q=11,2] x[0,1] x [~1,1].

/ bt ey
SInn 2 S EEEEE—— €T Z
Q (255 -+ y)2 s

2,1 pl 622
= / / / sinhz + ——— dz dy dx
1 Jo J-1 2z +y)
/2 /1 ( . N 22,3 )
= coshz + ———
1 Jo (27 4 y)?
2l A 2 A
[ L e
1 Jo (2o +y)? 1 2r +y

2
4 2 2
_![ _Zﬂ+1+;dx:(—ﬂnﬁﬁ+ﬂ+2mhﬂh

dy dx

1
-1

1

dx
0

36
= —21n5—|—21n2—|—21n3:ln%
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Normalbereiche im IR?:

Eine Menge D C IR? wird als Normalbereich bezeichnet,
falls

a) stetige Funktionen o1, 9 : [a,b] — IR existieren, so dass
D die folgende Darstellung besitzt

D={(v,y)|a<z<b, p1(x) <y <ax)}

b) stetige Funktionen 1,15 : [¢,d] — IR existieren, so dass
D die folgende Darstellung besitzt

Normalbereiche im IR?:

Eine Menge D C IR? wird als Normalbereich bezeichnet,
falls stetige Funktionen 1, (o und &1, & existieren, so dass D
die folgende Darstellung besitzt

D:{(:E?ywz)lagxgba gpl(x) <y< 902(x)7 gl(xay) §Z§€2(xay)}

Wie in der Darstellung im IR* koénnen in der Darstellung x, y
und z beliebig vertauscht sein.

Bemerkung:

Haufig lassen sich Mengen D, tiber die beispielsweise integriert
werden soll, nicht durch einen einzigen Normalbereich darstel-
len, sondern nur durch Vereinigung mehrerer Normalbereiche.
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Aufgabe 22:
a) (i) Man zeichne das Dreieck D mit den Eckpunkten
P =(-1,1), P,=(0,0) und P; = (2,2)
und stelle es als Normalbereich dar.
Die Geraden durch folgende Punkte lauten:
Pl,Pgi g(.ﬁl?) = (il? +4)/3,

Pl,PQZ f1($) = —T,

PQ,PgZ f2($) = T.

o {(5)en

—1<z<2, !x!éyé(m+4>/3}

1205 0.5 1 1.5 2 %

Bild 22 a) Dreieck D
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(ii) Man berechne / 18y d(z,y)
D

2 (z+4)/3
/ 8y d(x,y) = / / 18y dy dx
D 1 |z

(z +4)3

b) (i) Man zeichne den durch z < 0, z > 1, z < 3 und
2?4+ y? < 4 beschriebenen Bereich Z und stelle ihn als
Normalbereich dar.

Kreis : 2?4+ y?> =4
Zylinder: 2?+9* <4, 1<2z<3

halber Zylinder: :1:2+y2§4, 1<z<3, <0
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Bild 22 b) halber Zylinder Z

3z d(z,y,z) =

J

Man berechne

i)
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Masse, Schwerpunkt und Tragheitsmoment:

Gegeben sei ein Kérper K C IR? mit der
nichtnegativen stetigen Massendichtefunktion p : K — IR.

Die Masse M des Korpers K berechnet sich durch

M—/K,O(x,y,Z) d(a:,y,z).

Der Schwerpunkt x, des Korpers K ist gegeben durch
(/ p(x,y,z)xd(x,y,z)\
K

1
Ls = Ys :M /K p(m,y,z)yd(w,y,z)

\/Kp(ﬂf,y,Z)-Zd(%y,Z))

Das Tragheitsmoment O 4 cines Korpers K
beziiglich einer Drehachse A berechnet sich durch

@A = / p(flf,y, Z)?”2<33,y72) d<$7y7 Z) .
K

Dabei gibt r(z, 1y, 2) den Abstand des Punktes (z,y, 2)! € K
zu A an.

Steinerscher Satz:

Ist .S eine zu A parallele Achse, die durch den Schwerpunkt a4
des Korpers K verlauft, d der Abstand der Achse A von xg
und M die Masse von K, so gilt bei konstanter Dichte p

O4= Md>+ 6.
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Koordinatentransformationen:

a) Polarkoordinaten: 0<r <R, 0<p <27

() D) = (90) B

Y 7 sin @

b) Zylinderkoordinaten:
0<r<R, 0<po<2r, a<z<b

x T COS (p
y | =P(r,p,2)=| rsing (= det(J®(r,p,2)) =7)
z z

¢) Kugelkoordinaten:
0<r<R, 0<¢p<2r, —7/2<60<7/2
T cos  cos O

= ®(r,p,0) = | rsinpcosd (= det(J®(r,¢,0)) = r*cos )
7 sin 6

SISO

Transformationssatz:

Fiir stetige Funktionen f : K C R" — IR gilt

| s@de = [ @) |dec(IB(w)] du
K D
D C IR" kompakt und messbar, K = ®(D) und der

C1l-Koordinatentransformation ® : D — IR".

Die Transformation ® muss dabei auf D° invertierbar sein.
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Aufgabe 23:

a) Man zeichne die durch y < 0, z < 0 und $2+y2+22 < 16
gegebene Viertelkugel K und berechne ihren Schwerpunkt
mit der Dichtefunktion p(z,y, z) = 2° +y*+ 2° + 1 unter
Verwendung von Kugelkoordinaten.

77>
110t st
7955527>
LT 1779722

Bild 23 a) Viertelkugel K

Kugelkoordinaten fir K:

0<r<4, n<e<2m, —7/2<6<0

T 1 cos(p) cos(0)
y | = | rsin(p)cos(0) | = ®(r,¢,0),
2 rsin(6)

det J®(r, ¢, 0) = r* cos(d)
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Berechnung der Masse M in Kugelkoordinaten unter Ver-

wendung des Transformationssatzes

mit p(z,y,2) =2* + >+ 22+ 1 :

M = /x2+y2+22+1d(aj Y, %)

427r

:/// (r* 4 1)r* cos(0) df d dr

427r

4
://r—l—rdgp :/7?7“+r

0

3392

0 =
(3-7°+5- 1) !

15

. 15

Berechnung der Schwerpunktkoordinaten (s, ys, 2s):

Ls

1
M/(a:Q + y2 + 22+ Dz d(x,y, z)

4 2r 0

1
/// 1)7 cos(¢) cos(8)r? cos(6) db dy dr
0 7 —7/2

™

(r® 4 73) cos(p)

=<

\)

0 + sin(6) cos(0) |’
2

doy dr
—7/2

<=
o\%

™

4
iM/?“ +7%) sin(@)|>" dr =0
0

W

Dies Ergebnis ergibt sich auch auf Grund der Symmetrie.
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(2 +y* + 22 + Dy d(a,y, 2)

<=

I
< -
S S A~

[\

m 0
(r? 4 1)rsin(¢p) cos(8)r* cos(0) df dy dr

—7/2

3

0 + sin(6) cos(0) |’
2 —7/2

(r° 4 73 sin(p) dp dr

</~

E

o\}bﬂ \[:\13

(r® +17) cos(go)]iﬁ dr

=

w20 +3-0Y]) 11208 175

2AM 3SM 106

do dr

—m/2

w20 +3-0Y]) 1120w 175

2AM SM 106
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b) Durch z* + 3? + 2* < 9 wird eine Kugel K beschrieben.
K habe die konstante Dichte p.

(i) Man zeichne K unter Verwendung der MATLAB-
Routine ’ezgraphd’.

Der MATLAB-Plotbefehl lautet

ezgraph3(’surf’, ’3*cos(s)*cos(t)’,
’3xsin(s)*cos(t)’,’3*sin(t) ’?,
[0,2*pi,-pi/2,pi/2])

x= 3 cos(s) cos(t),y= 3 sin(s) cos(t),z= 3 sin(t)

Bild 23 b) Kugel K mit Radius R =3

(i) Berechnung der Masse M in Kugelkoordinaten unter

Verwendung des Transformationssatzes mit konstanter
Dichte p:
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3 2r m/2
M = /pd(az,y,z):p// r? cos(0) df dy dr
K 0 0 —x/2
o /2

Tragheitsmoment beziiglich der z-Achse berechnen:
Additionstheorem:  cos?(#) = (3 cos(f) + cos(360)) /4

O re = / p(z* +y?) d(z,y, 2)

3 2 m/2
= p// / r? cos® () cos*(6) + 77 sin?(¢) cos*(6))
0 0 —x/2
r? cos(0) df dy dr
3 27 /2
= p/ r4d7“/dg0 / cos’(0)do
0 0 —m/2
. 3 o 1 /2
= p (—) ()" = (3 sin(6) + —sm(39))
5 0 4 —7/2
3 4 6487p
= p—2m- = =
5 3 5
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(iii) Man berechne das Tragheitsmoment von K beziiglich
der zur z-Achse parallelen Achse D, die durch den
Punkt (2,1, 3)1 verliuft.

Da der Schwerpunkt von P aus Symmetriegriinden im
Ursprung liegt, gilt nach dem Steinerschen Satz

648mp  1548mp
5 5

Op = Md*+0. ,,.. = 36mp(22+1%)+
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Kurvenintegrale 2. Art:

Gegeben sei eine vektorwertige und stetige Funktion
f:DcCcR" — RR"
= (21,...,2,)0 — flz1,...,2,)

und eine stiickweise C*-Kurve ¢ : [a,b] — D, t — c(t).

Definition:

heiffit Kurvenintegral 2. Art.

Ist die Kurve geschlossen, d.h. gilt ¢(a) = ¢(b), so schreibt
man auch

jq{ flx)dz
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Aufgabe 24:

a) Fiir das Vektorfeld f : IR? — IR? mit f(z,y) = ( atly )

berechne man das Kurvenintegral j{ f(x)dx.
c

Dabei ist ¢ die mathematisch positive durchlaufene Rand-
kurve OH der Halbkreisfliche H : 2% +y? < 4 mit z < y.

Die Randkurve setzt sich aus zwei glatten Teilkurven
zusammen: O0H = ¢+ ¢y, mit

2cost s b

= —<t< —
a(t) QSint)’ 1=t
cz(t)—(i), —V2<t<V2

-2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1

-0.5

-1

Bild 24 a) Halbkreisrandkurve 0G
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Zur Berechnung des Kurvenintegrals 2. Art werden die
Tangentialvektoren benotigt:

- (32). (1)
jqff(.q;) dx — /f(a:) d:z:+/ () dz
oH C Co

b /4 V2

— / <f(cl(t)),é1(t)>dt+/ (F(ea(t)), ea(t)) dt
/4 —V2
574

7T/4

[ ()
T ()

b /4 V2
= / —8costsin’t + 2cost dt + / 2+ 1dt
/4 -2
8sin’ t o/ t3 v2
= (— +2sint) + (—+t)
3 7T/4 3 _\/5

2\/§+10\/§_8ﬂ
3 3 3
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Alternative Berechnung:

Mit dem Integralsatz von Green und Polarkoordinaten gilt

fla = () = ot f@) = (0 (), = -

]{ flz)de — / ot f(z)dz = / / 2 d(z,y)

oH H

2 br/4

— [ [ reosto) v dpdr

0 7/4

b /4

2

= —/Ter/(zosgpdgo
0 /4

B 3

) (snsi)

2

0
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b) Fiir das Vektorfeld £ : IR* — IR® mit

—y
flo,y,z2) = z
(z+y)/z

berechne man das Kurvenintegral / f(x)dx mit der
c

tcost
Kurve ¢:[47,167] — R? und c(t) = | tsint
t

Bild 24 b) Kurve ¢
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167
[ f@ iz = [ (slett).e)
C 47
167 —tsint cost — tsint
— / ~ teost .| sint +tcost dt
tsint +tcost
47 1
t
167 167
— /t2—|—sint+costdt = /tht
A7 47
431167 3(163 — 43
_ vy o ) _ 134473
3 | 4x 3




