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Implizite Funktionen:

Untersucht wird die Auflosbarkeit der Gleichungssystems

91($1,...,xn,y1,...,ym) — 0

gm<x17"'7xnay17"'7ym) — 07

kurz mit g(x,y) = 0 bezeichnet, nach der Variablen y € IR™.

In diesem Fall ware y als Funktion von x darstellbar,

d.h. es wiirde y = f(x) gelten mit g(x, f(x)) = 0.

In der Gleichung g(x,y) =0

ware also implizit die Funktion f enthalten.
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Satz iiber implizite Funktionen
Gegeben sei eine C'-Funktion
g:D—R"
auf der offenen Menge D C R" x IR™
und ein Punkt (2, y") € D mit ° € IR” und y° € R",

fiir den g(zx", y°) = 0 gilt.

Auflerdem sei die folgende m x m Teilmatrix von Jg(x", y°)

regular:
(891 Ly %(«’L‘O,yo)\
@(woayo) =
Gm ;¢ O9m, o .0
\ayl(w y’) aym(“’ ,y))

Dann gibt es offene Mengen U € IR" und V € IR™
mitx' e U,y € Vund U xV C D

und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion

f-Uu—-V

mit

y' = f(x") und gz, f(x)) =0 firalle zcU.
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Die Jacobimatrix J f berechnet sich fir alle @ € U
durch Differentiation der impliziten Gleichung g(x, f(x)) = 0

(nach der Kettenregel), also aus dem Gleichungssystem:

0g 0g

e f(@) + @ fla) T fla) 0.

Implizite Darstellung ebener Kurven:

Fiir eine C'-Funktion ¢ : R* — IR wird die durch
g(z,y) =0
gegebene Losungsmenge untersucht.

Auflosbarkeit der Gleichung nach einer der Variablen
ist gewahrleistet,

wenn g, # 0 oder g, # 0 gilt, also

grad g = (g, 9y) #0 .
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Die Punkte (z, o) fiir die grad g(x,yo) # 0 gilt,

heiflen daher regular.

In regularen Punkten wird die Losungsmenge
g="0

also durch eine Hohenlinie beschrieben.

Dabei liegt eine horizontale Tangente in (xg, y) vor,

falls insgesamt

g<m07 yO) — 07 gl‘(x()? yO) - 07 gy<$0, yO) 7é 0

gilt und eine vertikale Tangente fiir

g(x(b yO) - 07 ga:<5'707 yO) 7é 07 gy<x(), y0> — 0 .

Die Punkte (z, o) fiir die grad g(xo,yo) = 0 gilt,

werden als singular oder auch stationar bezeichnet.

Klassifikation singuliarer Punkte von g(x,y) = 0:
(w0, yo) ist isolierter Punkt, falls det H g(xq, yo) > 0,

(0, y0) ist Doppelpunkt, falls det H g(xq, yo) < 0.
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Aufgabe 17:

Man untersuche die durch die Niveaumenge

flz,y) =2’ +y° —zy =0

implizit gegebene Kurve.

a) Man bestimme die Symmetrien der Kurve.

Die Kurve ist symmetrisch zur Winkelhalbierenden,

dh.esgilt f(z,y) = f(y,z).

Wir erinnern uns dabei an die Spiegelungsmatrix S:
2. (27
cos | — sin [ ——
4 4 ( T )
(2T 2. Y
sin | — ) —cos| —
4 4

\ 7

:S’]T/4
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b) Man bestimme die Kurvenpunkte

mit horizontaler Tangente.

gradf(x, y) — (3:62 — Y, 3y2 _ ':C)T

Kurvenpunkte mit horizontaler Tangente

ergeben sich aus den Bedingungen

fx(xvy):() A f(ﬂ?,y):O A fy(az,y)#o

0= folo,y)=32*—y = y=3* =
0= f(z,32%) = 23 + (32%)3 — 232% = 23(272% — 2)

21/3
= =0 V zx=—

Nur fiir P, gilt die Bedingung f,(P;) # 0.

Also ist P; ein Punkt mit horizontaler Tangente.
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¢) Man bestimme die Kurvenpunkte

mit vertikaler Tangente.

Kurvenpunkte mit vertikaler Tangente

ergeben sich aus den Bedingungen
fylwy) =0 A flz,y) =0 A fulz,y) #0.

2

O:fy(a:,y):3y2—x = =3y =

0= f3y%y) = (3y?)* +v° — 3y*y = y*(2Ty°* — 2)

0 1 [ 22/3
() i)
Nur fir P, gilt die Bedingung f,.(P») # 0.

Also ist P, ein Punkt mit vertikaler Tangente.

Dieses ergibt sich auch ohne Rechnung aus der Symmetrie.
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d) Man klassifiziere die singuldren Punkte der Kurve.

Fiir Py = (0,0)" gilt gradf(0,0) = 0,

damit ist P ein singularer Punkt.

e = (% o) =m0 (7))

Wegen det H f(0,0) = -1 <0
handelt es sich bei Fy um einen Doppelpunkt.
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e) Man zeichne die Niveaumenge:

0.5¢
@
)
-0.5
-1 -0.5 0 0.5 1

Bild 17  f(z,y) =2 +y’ —zy =
fir ¢ = -2, —1, 0.5, —0.2, —0.025,0,0.05,0.2,0.5, 1
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Tangentialebene

einer implizit dargestellten Flache:
Die Losungsmenge

9(z,y,2) =0

einer C''-Funktion
g:R*—= R

beschreibt in (xg, ¥, 20) mit g(zo, Yo, 2z0) = 0 lokal eine Fléche,

falls grad g(zo, 0, 20) # 0 gilt.

Gilt beispielsweise g.(x, yo, z0) # 0,

so liegt Auflosbarkeit nach z = z(z, y) vor, mit 2y = z(xg, yo).

Die Parameterform der Tangentialebene im R? an

den Funktionsgraphen (z,y, z(z,y))! ist dann gegeben durch

x o 1 0
(y) = ( Yo )+($$0) ( 0 )+(yy0) ( 1 ) :
< z(xo, Yo) 2:(%0, o) Zy(fl‘m )
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Nach dem Satz tiber implizite Funktionen erhalt man

(92(z0, Y0, 20), 9y (%0, Yo, 20)) + 9= (20, Yo, 20) (22(T0, Yo), 2y(x0, v0)) = (0,0),

und damit

gx(x(b Yo, ZO) gy(x(b Yo, ZO))
2z\L0yY0 ), 2y\ L0, Yo)) = — ) .
( ( ) y( )> (gz(ajanO)ZO) gz(xﬂay())ZO)

Die Richtungsvektoren der Tangentialebene

1 0
0 1
gx(ajO) Yo, ZO) ’ gy($07 Yo, ZO)

gz(x(), Yo, Zo) gz(on, Yo, Zo)

stehen dabei senkrecht auf

grad 9(960, Yo, Zo) = (.%7(37073407 Zo),gy(iUo, Yo, Zo),gz(iﬁo, Yo, Zo))T-
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Aufgabe 18:
Gegeben sei die Funktion A : IR* — IR mit

hiz,y,2)=2*+y* — 2’ +4z — 22+ 3.

a) Man iiberpriife, ob die Niveaumenge h(z,y, z) = ¢,
die durch den Punkt (—1,1, —2) festgelegt wird,
in der Umgebung dieses Punktes eine glatte Flache bildet.

Durch quadratische Erganzungen kann h

tibersichtlicher dargestellt werden:

hiz,y, z) = 24> =2 +42—220+3 = (24+2)* +9° — (v+1)?

Wegen h(—1,1,—2) = 1 stellt sich die Niveaumenge
als einschaliges Hyperboloid heraus und

wird damit durch die standardisierte implizite Gleichung

g(,y,2) = (z+2° +¢y* = (z+1)° = 1=0

beschrieben.
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Um festzustellen, ob g(x,y,z) =0
in der Umgebung des Punktes (—1, 1, —2)
eine glatte Flache bildet,

muss die Voraussetzung des Satzes tiber implizite Funktio-
nen uberprift werden:

grad g(z,y,2) = (=2(x +1),2y,2(z +2))" =
grad g(_17 17 _2) — (07 27 0>T .

Damit ist nur g,(—1,1, —2) =2

invertierbare 1 X 1 Untermatrix.

Nach dem Satz tiber implizite Funktionen
bildet die Niveaumenge also eine glatte Flache,
die durch Auflésen von g(x,y, z) =0

nach y beschreibbar ist,

d.h. es gilt in einer Umgebung von (—1, 1, —2)

y=f(z,z), mit f(-1,-2)=1 und g(z, f(z,2),2)=0.
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b) Man lose obige Gleichung
gegebenenfalls nach einer der Variablen auf,

um die Flache explizit anzugeben.

Auflésen der impliziten Gleichung g(z,y,2z) = 0 ergibt
zunachst

y=d\14+(x+1)2—(2+2)>2

Aus diesen beiden Moglichkeiten folgt,
wegen y = f(—1,-2) =1

fla,2) =1+ (@ +1)2—(242)2.
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c) Man gebe im Punkt (—1,1,—2) die Tangentialebene
beziiglich der Fliache aus a) in Parameterform an.

In (—1,1,—2) wird die Flache f ndherungsweise
beschrieben durch die zugehorige Tangentialebene 77,

in vektorwertiger Schreibweise bedeutet dies:

x x x
y | =1 flz,2) | = | Ti(z,z,—1,-2)
z z z

Zur Darstellung der Tangentialebene wird die durch
implizites Differenzieren von g(x, f(x, 2), z) = 0 mittels

Kettenregel entstehende Jacobimatrix von f benotigt:

_ —%(—2x—2,2z+4)
= Jf-1-2) = (0.0 = (0,0).

Zur Erinnerung:

grad g(z,y,2) = (—2(x + 1), 2y, 2(z + 2))"
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Damit lautet die Parameterform der Tangentialebene

T
Tl(LC,Z;—l,—Q)
z
T
x+1
- | rer-2 g (21
2
—1 1 0
=1 1] = L +@+1) [0 ])+(=+2)][0
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d) Man zeichne die Flache mit Tangentialebene.

Unter Verwendung von Polarkoordinaten kann die Flache

hiz,y z)=(z+22+y" —(x+1)*=1
folgendermafien durch (r, ) € [1, R] x [0, 27]

parametrisiert werden:

—1+£+r2-—1
Y =1cosp,z=rsinp—2= pi(r,¢) = T COS
rsin @ — 2

7 i)
[]] IIIIIII/
LA
AL
)
7,

220514 11 Y
)
2 7

////////////
74
///’////5//

)
Wy 77
//////,”;/';;{{{/{/}{/@?/5///'/;"'

i e
”””””lllllfllllffllﬁ’{lli}’ias

mit Tangentialebene

Bild 18  einschaliges Hyperboloid (2 +2)* +y* — (z +1)* = 1
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Extremalprobleme

mit Gleichungsnebenbedingungen:

Gesucht sind die Extremwerte einer C''-Funktion

f:DCR"—= R

auf der folgenden Teilmenge des Definitionsbereiches:

G={xeD|gx)=0} C D.

mit einer C1-Funktion

g:D—1R"

und m < n, d.h. die Extremalwerte missen zusatzlich noch die
m Gleichungen

erfullen.
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Satz: (Lagrange-Multiplikatoren-Regel)

Sei £” € D ein lokales Extremum der Funktion f
unter der Nebenbedingung g(x) = 0,
das die Regularitatsbedingung

Rang Jg(z") = m

erfullt.

Dann gibt es Lagrange-Multiplikatoren A\, ..., A\,
so dass die Lagrange-Funktion

F(zx) = f(x) + Z Aigi()

die notwendige Bedingung erster Ordnung erfillt:

grad F(z") = grad f(z") + Z Nigrad g;(z") = 0.

1=1



Analysis III, K. Rothe, WiSe 2023/24, Hoérsaaliibung 5 (Beispielaufgaben 17-20) 21
Satz: (hinreichende Bedingung zweiter Ordnung)
Gilt Rang Jg(z') = m fir 2’ € G

und grad F(z") = 0
und ist H F(x") positiv definit auf

TG(x") = {y € R"| (grad gi(x"),y) = 0} ,

d.h. gilt y!' - HF (") -y > 0 fir y € TG(z")\{0},

0

dann besitzt f in &" ein strenges lokales Minimum

unter der Nebenbedingung g(x) = 0.
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Aufgabe 19:

Man berechne die Extremwerte der Funktion

fRR—=R, flr,y)=z+y

auf dem Kreis 22 + 3% = 1.

a) Unter der Nebenbedingung
gle,y) =a*+9y*—1=0
sollen die Extremalpunkte der Funktion
flz,y) =z +y

mit der Lagrangeschen Multiplikatorenregel

bestimmt werden.

Regularitatsbedingung:

grad g(z,y) = (22,2y) = (0,0) = (z,y) = (0,0),
d.h. nur (0,0) verletzt die Regularitiatsbedingung.
Da ¢(0,0) = —1 gilt, liegt (0, 0) nicht auf dem Kreis liegt.

Alle zuldssigen Punkte, d.h. die mit g(x,y) = 0,

erfiillen also die Regularitatsbedingung

Rang(Jg(z,y)) = 1.
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Lagrange-Funktion: F(x,y) = +y + AMa* +y* — 1)

Lagrange-Multiplikatorenregel:

1+ 2X\x 0
(VF(x’y))— 1+2xy | =10
9@, y) 24yt —1 0

Multipliziert man die erste Gleichung mit y
und die zweite mit x

und subtrahiert beide, so erhalt man

r—y=0 = x=uy.

Aus der dritten Gleichung ergibt sich dann z° + 2 = 1

1 1
= T12 = +— Y12 = +—.

V2

Extremalkandidaten:

(D) 2




Analysis III, K. Rothe, WiSe 2023/24, Hoérsaaliibung 5 (Beispielaufgaben 17-20) 24

Da die Menge g(x,y) = 0 einen Kreis beschreibt,

ist sie kompakt.

Damit nimmt die stetige Funktion f

auf g(z,y) = 0 Maximum und Minimum an.

Esist f(P) =+v2und f(P) = —V/2.

Also ist P, Maximum und P Minimum.

N

Bild 19 a) Nebenbedingung g(z,y) = 2> +y> —1=0
mit Hohenlinien der Funktion f(x,y) = x +y
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b) Parametrisierung des Kreises
gle,y) =a*+y" —1=0

durch ¢ und anschliefendes Losen der Extremalaufgabe

fiir h(t) == f(e(t)).

Der Kreis wird durch Polarkoordinaten parametrisiert

(x)—<698t)—:c(t), 0<t<2m,
Y sint

d.h. es gilt g(cost,sint) = 0.

Man muss jetzt also nur noch die Extrema der Funktion

h(t) .= f(c(t)) = cost + sint
finden.

h'(t) = —sint +cost =0 = tant=1
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h"(t) = —cost — sint

= B'(t)=—V2<0,h'(t) = V2

Damit ist

t; = 7/4 ein Maximum mit h(t;) = v/2
und

ty = 57 /4 ein Minimum mit h(ty) = —v/2.

Bild 19 b) ¢(t) und f(c(t)) = cost + sint
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Aufgabe 20:
Fur die Funktion

flz,y,2) =2
berechne und klassifiziere man die Extrema auf dem

Schnitt des Zylinders 22 + y* = 9 mit der Ebene y = 2

unter Verwendung der Lagrangeschen Multiplikatorenregel.

Nebenbedingungen:

gl(x,y,Z) = 332—|—y2—9 und QQ(CU,y, Z) =y — 2z .

Regularitatsbedingung;:

2¢ 2y 0
ot (2 0)

besitzt den Rang < 2,

wenn die erste Zeile gleich dem Nullvektor ist,
d.h. fiir die Punkte (0,0, 2).

Diese sind wegen
g1(0,0,2) = =9

jedoch nicht zulassig.

Alle zulassigen Punkte erfiillen also die Regularitatsbedingung.
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Die Lagrangesche Multiplikatorregel kann angewendet werden:

Lagrange-Funktion:

F(z,y,2) = 2"+ M@+ 3> = 9) + Ma(y — 2)

Lagrange-Multiplikatorenregel:

[ 2\ [0)

220y + A 0
(VF(af,y,Z)) N e N
g(iU,y,Z) x2+y2_9 0

1. Gleichung;:
1.Fall: =0
= 0=g1(0,y,2) =y*—9

= y=3=z V y=-3=z
0 0
Extremalkandidaten: P=| 3 | , b= -3
3 —3

2.Fall: A\ =0

= N=0 = z=0=

Extremalkandidaten: Pj =




Analysis 111, K. Rothe, WiSe 2023/24, Hoérsaaliibung 5 (Beispielaufgaben 17-20) 29

Der Schnitt des Zylinders 2 4+ y? = 9 mit der Ebene y = 2

ist eine Ellipse und damit kompakt.

Die stetige Funktion f nimmt dort also ihr absolutes Maximum

und Minimum an.

Unter den Extremalkandidaten befinden sich also

absolutes Maximum und Minimum.

Die Funktionswerte der Extremalkandidaten lauten

f(Pr2) =9, f(Ps4)=0.

Also sind P, 2 absolute Maxima und P; 4 absolute Minima.

N\

\\§\

N
==

Z
gz

\\\

NN

NN

\\§§Q\

Bild 20 f auf dem Schnitt des Zylinders 2 + y? = 9 mit
der Ebene y = 2



