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Dr. K. Rothe

Analysis III

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 4

Taylor-Entwicklung:

Gegeben sei eine in D C IR" m-mal stetig partiell differenzierbare Funktion, wobei
D offen und konvex und n,m € IN sei,

f:D—1R

und x° € D . Dann heifit

Taylorpolynom m-ten Grades von f zum Entwicklungspunkt x°.
Alternative Darstellung iiber Multiindizes:

«; Anzahl der Ableitungen nach z; ,

o= (ag,...,0,) € INy

la) =1+ +ay,
al =a!- - ay!,
ol f
D&f = —— - x® =0 g0
f ax?l "'81‘%" ’ 1 n
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Beispiele:

To(x,y, 2 %0, Yo, 20) = f (o, Yo, 20)

+ f2(z0, Yo, 20)(® — x0) + fy(20, Yo, 20) (Y — Yo) + f2(T0, Yo, 20) (2 — 20)

‘ié (fm(iUO, Yos 20) (2 = 20)* + fyy (0, Y0, 20) (¥ — Y0)* + foz (w0, Yo, 20) (2 — 20)°
+2 fay (20, Yo, 20) (x — 20) (¥ — Y0) + 2fu= (20, Yo, 20)(x — 20)(2 — 20)
+2 £y (20, Y0, 20) (¥ — v0)(2 — 20))

T3(x,y;20,90) = f(w0,%0) + fel®0,y0)(x — w0) + fy(0, %0) (¥ — vo)

+% (faa (20, 90) (z — 20)? 4 2fay (o, Yo) (x — 20) (y — Yo)
+ fuy (%0, 0) (Y — %0)?)

+ (f:r:m:(x(b yO)(‘T - $0)3 + 3f$2y($07 yo)(x - .To)2(y - yO)

+3 feyy (20, Yo) (T — x0) (y — yo)2 + fyyy (20, o) (Y — ?Jo)g)

| =

Aufgabe 13:

a) Man berechne das Taylor-Polynom 2.Grades der folgenden Funktion
flx,y,2)=1+z+ay+2°(1—y)?* + (y + 2)°
im Entwicklungspunkt (0,0, 0).
b) Man berechne das Taylor-Polynom 3.Grades der folgenden Funktion
f(x,y) = wsin(z +y)

im Entwicklungspunkt (0, g)



Analysis 111, K. Rothe, WiSe 2023/24, Hoérsaaliibung 4 (Beispielaufgaben 13-16)3

Losung:

a)
floy,2) =14+ z4+zy+2*1 -y + (y+2)?* = £(0,0,0)=1

fx(xayaz> =Y + 2:[(1 - y)2
fo(z,y,2) =2 —22%(1 —y) + 3(y + 2)?

R
o
—~

o oo

oo o

oo o
N~—

I
— oo

fz(xayvz):1+3<y+z)2 fZ( ) ):

foy(z,y,2) =1 —4a(l —y) = fz4(0,0,0) =1
foz(zyy,2) = = f:.(0,0,0)=0
fou(@,y,2) = 222 + 6(y + 2) = f,,(0,0,0) =0
fyz(z,y,2) = 6(y + 2) = f,2(0,0,0) =0

= Ty(x,y,2;0,0,0) = £(0,0,0)+ f.(0,0,0)x + f,(0,0,0)y + f.(0,0,0)z
1
+3 (f2(0,0,0)2* + f,,(0,0,0)y* + f..(0,0,0)z"
+2f24(0,0,0)zy + 2f£,.(0,0,0)xz + 2£,.(0,0,0)yz)

= 1+z+ay+2?

Da der Entwicklungspunkt der Nullpunkt ist, ware es einfacher gewesen die
gegebene Funktion auszumultiplizieren und die Terme oberhalb der quadrati-
schen, dann wegzulassen:

1y, 2) =1+ z+ay+2® —2y2® + 2% +y° + 3%z + 3y® + 27
Y

f(z,y) = zsin(z +y) = f(0,7/2)=0
folz,y) =sin(z +y) +zcos(z+y) = [f.(0,7/2) =1
fy (0,7/2) =0
fue (0,7/2) =0

fay (0,7/2) =0
fyy (077/2> =0

fy(@,y) =z cos(z +y)
fea(,y) = 2cos(z +y) — wsin(z + y)
fay(2,y) = cos(z +y) — zsin(z + y)
Jo(z,y) = —xsin(z + y)

[ A
o+

frwo(®,y) = =3sin(z +y) — x cos(z +y) (0,7/2) = =3
faay(@,y) = =2sin(z +y) — x cos(z + y) Jaay (0,7/2) = =2
fayy(2,y) = —sin(z + y) — z cos(z + y) Jayy (0,7/2) = =1
Sywy(@,y) = = cos(z +y) Syyy (0,7/2) =0
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= T3(z,y;0,7/2) = f(0,7/2) + fo(0,7/2)z + f,(0,7/2)(y — 7/2)

+% (fou(0,7/2)2% + 24, (0,7/2)2(y — 7/2)
+fyy(077"/2)(y - 7/2)2)

—i—% (fow(0,7/2)2” + 3 f10y (0, /2) 2% (y — 7/2)
+3 fayy (0, 7/2)2(y — 7/2)* + [y (0,7/2)(y — 7/2)*)

= v-2°/2 -2y —7/2) —a(y — 7/2)*/2

Satz von Taylor:

Ist f (m—+1)-mal stetig partiell differenzierbar, so gilt fiir die Taylorentwicklung
f(x) =T, (x;2°) + Ry (z; 2°)

die folgende Restgliedformel nach Lagrange mit £ := z' + O(x — z°) und
0<o<l1

(@ —20™) " 1) (@),

Ry (x; o) = m

Alternative Darstellung iiber Multiindizes:

Rm(w;wO) _ Z Daf(@(w_wo)a'

ol
|O|=m+1

Beispiel:

Rg(l’, Y; Zo, yO) = +% (f:]c:r:m(fla 52)(37 - .250)4 + 4fmmzy(£17 §2)<$ - x0)3<y - yO)
+6 fawyy (€1, &) (T — C50)2(?/ - yo)2
+4 fayyy (€1, &) (2 — m0) (Y — ?Jo)3 + Fyyy (61, &) (y — ?/0)4)
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Aufgabe 14:

Man berechne das Taylor-Polynom 2. Grades zum Entwicklungspunkt (xo,y0) =

(0,0) de

r folgenden Funktion

h(z,y) = cos(z” +y*)

und schatze den Fehler, der dadurch entsteht, wenn man 75 anstelle von f im Recht-

eck [0, 7

/4] x [0, /4] verwendet, nach oben ab.

Losung:

h(z,y) = cos(z? + y?)

he(x,y) = —2xsin(z? + y?)
(z,y) = —2ysin(2® + ¢?)
(z,y) = —2sin(a® + y?) — 42% cos(z? + y?)
hoy(z,y) = —4ay cos(z? + y?)
hyy(z,y) = —2sin(2? + y?) — 4y cos(a? + y?)

R
SEFFF

= T5(z,9;0,0) = h(0,0)+ h,(0,0)x + hy(0,0)y

1

+= (hyw(0,0)2% + 2k, (0, 0)zy + Ry (0, 0)y?)

2

MATLAB-Befehl fiir den Flachenplot:

ezsurf (’cos(x"2+y~2)’,[-2.5,2.5,-2.5,2.5])

cos (x2+y?)

I

SSCSS N\
S \\\“\\\\ \\ \
\ \ \\\

\“‘\\\ \
,,“,\\\ \\\\ \
""“MIIIIII’ i i \\\\\\\\\\\\\\\\

"W

Bild 14:  hA(z,y) = cos(z? + y?)
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Fiir die Fehlerabschatzung sind die dritten Ableitungen erforderlich

howe(,y) = —12cos(z? + y?) + 82 sin(a? + y?)
howy(z,y) = —4dycos(z? + y?) + 8xy sin(z? + y?)
hoyy(x,y) = —4dxcos(z® +y ) + 8y xsm(x +y?)
hyyy(z,y) = —12ycos(z? + y?) + 8y sin(z? + y?).

Die Fehlerabschétzung fiir beliebiges (x,y) € [0,7/4] x [0,7/4] zieht mit 6 €]0,1]
ein beliebiges (&1,&) = (0,0) + 0(x,y) €]0,7/4[x]0, 7 /4] nach sich. Mit der Hilfe
der Dreiecksungleichung erhalt man:

= % | hawa (€1, 62)0° 4 Bhaay (1, &)%Y + Bhayy (€1, E2)2y” + hyyy (&1, £2)9°

IN

5 (heael€, )] 2 + 31y (61, )] - 147

+3 ‘hxyy(fla&” : |5l7y2| + |hyyy(51752)| ) ‘y3|) .

Jeder der vier Summanden kann nun jeweils noch oben abgeschatzt werden. Dabei
wird |sint| <1 und |cost| < 1 verwendet.

N (€1, 62)| - 2P = [—12&; cos(€F + €3) + 87 sin(&F + &)| - [’

< (| =126 - [ cos(&F + &3)| + [8€7] - | sin(&F + &)I) - [«

(2505 () G

Entsprechend erhalt man

3 haay(&1,&2)| - |2%y] <3 (4 ' % T8 <£>3> <%>3
3 hayy(&1, )| - |zy?] < 3 (4' g 8 <§>3) <%>3

Ry (61, &)1 - |97 < <12 ' % 8 <§>3) (

Insgesamt erhalt man also

IN

3 3
he,y) = To(a,y:0,0)] < 55 (48 64 (4) ) — 5.5476...

Der tatsachliche Maximalfehler wird angenommen fiir x = y = T

= |

2

T
T( >_ 2.7 ) — 1] = 0.669252...
|h(4 4) . 400 | |Cos< 4) | = 0.66925
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Extrema von Funktionen mehrerer Variablen:

Gegeben sei eine Funktion

f:DCR* - R
x — f(x)

und x = (z1,- - ,Ty).

Definition:

Fiir ° € D definiert man:

a) f besitzt in ° ein globales Maximum, falls V& € D gilt: f(x) < f(z°).

b) f besitzt in x° ein lokales Maximum, falls ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir
alle x € D mit ||z — 2°|| < e gilt: f(x) < f(x°).

¢) Kann in a) und b) fiir  # x° die Ungleichung f(x) < f(z°) durch f(x) <
f(x°) ersetzt werden, so handelt es sich um ein strenges Maximum in z°.

d) Gilt in a) und b) f(x) > f(«°) und in ¢) f(x) > f(x°), so liegt entsprechend
ein Minimum in z° vor.

e) f besitzt in ° ein Extremum, falls es sich um ein Maximum oder Minimum
handelt.

f) f besitzt in £° € D einen stationdren Punkt, falls grad f(z°) = 0 gilt.

Satz: (notwendige Bedingung 1. Ordnung)
Sei f in D eine C'-Funktion und x° € D° ein lokales Extremum, dann gilt

gradf(z") = 0.

Fiir eine zweimal partiell differenzierbare Funktion bezeichnet

fcmm(m) fxlmn(m)
Hf@)=| :

die Hessematrix von f.

Satz: (notwendige Bedingung 2. Ordnung)

Ist f eine C%-Funktion und x° € D° ein stationirer Punkt, dann gilt:

a) Ist ° € D ein lokales Minimum, dann ist H f(x") positiv semidefinit.

b) Ist 2° € D ein lokales Maximum, dann ist H f(z°) negativ semidefinit.
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Satz: (hinreichende Bedingung 2. Ordnung)

Ist f eine C%-Funktion und x° € D° ein stationiarer Punkt, dann gilt:

a) Ist H f(x°) positiv definit, dann ist ° ein strenges lokales Minimum.
b) Ist H f(x°) negativ definit, dann ist £° ein strenges lokales Maximum.

c) Ist H f(x) indefinit, dann ist x° ein Sattelpunkt.

Aufgabe 15:

Man berechne alle stationaren Punkte der folgenden Funktionen und klassifiziere
diese:

a) f(z,y) = (a2 —yPe ™V,
b) fz,y) =y(y* —3),
c) f(z,y) =sin(z? +¢?),
d) f(z,y) =z +y|
Losung:

a) grad f(z,y) = e ¥ (2u(1 — 2? + ¢?),2y(—1 — 2% + )" = (0,0)”

Zur Berechnung der stationdren Punkte werden fiir f,(x,y) = 0 alle Fille
untersucht.

LFall: 2=0 = 0= f,(0,y) = e ¥ 2y(—1 +¢?)
=y=0y=1Ly=-1
= stationdre Punkte: P, = (0,0), P, = (0,1), P = (0,—1)

2Fall: 1 —22 4+ =0 = 22 =1+1>
= 0= f,(z,y) = e )2 (—1 — (1 + y?) + ¢?) = —dye -2’
= y=0= =1 2=-1
= stationdre Punkte: P, = (1,0), Ps = (—1,0)
9=t 1 — 522 + 22 + y? — 22%y? 22y (2% — %)
2zy(x? — y?) —1+5y% — 2y* — 22 + 2222
2 0 . .
Hf(0,0) = 0 9 ist indefinit

= P, =(0,0) ist Sattelpunkt.
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Hf(0,£1) = 2¢7! < g g ) ist positiv definit

= P53 = (0,%1) sind Minima.

Hf(+1,0) = —2¢! ( g g > ist negativ definit

= P,; = (£1,0) sind Maxima.

Bild 15 a):  f(z,y) = (2% —y*)e > ¥

b) grad f(z,y) = (0,3y> =3)" = (0,0)" = y==+1, z€ R

Die stationdren Punkte liegen auf den Geraden Pj(z) = (z,1) und Py(z) =
(x,—1).

Hf(z,y) = ( 8 60y )

Hf(x,1) = < 8 2 ) ist positiv semidefinit

= Py(z) = (z,1) sind keine lokalen Maxima.

Hf(x,—1) = ( 8 —06 ) ist negativ semidefinit

= Py(z) = (z,—1) sind keine lokalen Minima.

f ist unabhangig von =z, d.h. fiir festes y = c gilt
f(z,c) = konstant fiir alle x € IR. Die Extrema sind also die von
g(y) = y(y*> — 3), d.h. alle Punkte der Geraden P;(z) = (z,1) sind lokale
Minima und fiir Py(x) = (x, —1) erhélt man lokale Maxima.
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Bild 15 b):  f(z,y) = y(y* — 3)

¢) grad f(z,y) = 2cos(x* + y*)(z,y)" = (0,0)”

Die stationdren Punkte sind also gegeben durch (0,0) und
alle Punkte P, fir die 2° + y* = 7/2 + nm mit n € IN; gilt.

Hf(z,y) =
2 cos(z? + y?) — 4a? sin(a? + y?) —4zy sin(z? + y?)
—4zysin(a? + y?) 2 cos(z? + y?) — 4y* sin(a? + y?)
Hf(0,0) = ( g g > ist positiv definit

= (0,0) ist Minimum.

[ —4x?sin(z® +y*) —daysin(z® 4 y?)
Hf(P) = ( —drysin(z? +y*) —4y*sin(2? + y?)
ist semidefinit, denn det H f(P) = 0.
Wir klassifizieren daher anders:

Fiir die Punkte P auf den Kreisen z* + y* = m/2 + nr gilt sin(n/2 + nw) =
(—1)™. Deshalb liegen fiir gerades n Maxima und fiir ungerades n Minima auf
diesen Kreisen vor.

Bild 15 c):  f(z,y) = sin(z? + ?)
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d) Fir x +y #£0ist f(z,y) = |z + y| stetig differenzierbar und es gilt

LT 24y>0
grad f(z,y) = _E 1;T r+y<0.

In den offenen Halbebenen liegen also keine Extrema vor, da die notwendige
Bedingung verletzt ist.

Es gilt f(z,y) = |x+y| > 0und f(x,—z) = 0. Also nimmt f auf der Geraden
y=—x < x+y =0 den global kleinsten Funktionswert an.

q,,"',,’."’."""'.'.....'

Bild 15 d):  f(z,y) = |z + |

Aufgabe 16:

Gegeben sei die Funktion — f(z,y) = 8z* — 102y + 3y° .

Man berechne alle stationdren Punkte von f.

Man versuche die hinreichende Bedingung zur Klassifikation der stationéren
Punkte anzuwenden.

Man weise nach, dass f im Ursprung langs jeder Geraden durch Null ein lokales
Minimum besitzt.

Besitzt f auch lings jeder Parabel y = ax? mit ¢ € IR ein Minimum im
Ursprung?

Man zeichne die Funktion beispielweise mit Hilfe der MATLAB-Routinen ’ez-
surf’” und ’ezcontour’.
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Losung:

a)

grad f(z,y) = (4x(82 — 5y), —102% +6y)T =0
1L.Fall: =0 = 6y =0 = stationédrer Punkt (zo,y) = (0,0).
2.Fall:822 — 5y =0 = y=82%/5 = —102> +6-82?/5=0 = =0

Einziger stationédrer Punkt ist also (0,0).

mren = (0 T ) = 00 = () ¢

ist positiv semidefinit, und das hinreichende Kriterium ist nicht anwendbar.

Die notwendige Bedingung II lésst fiir den stationdren Punkt (z¢, o) = (0,0)
noch die Moglichkeiten Minimum oder Sattelpunkt zu.

Auf der Geraden z = 0 wird die Funktion beschrieben durch
g9(y) == f(0,y) = 3y>.

Fiir y = 0 besitzt g ein striktes lokales Minimum.

Alle anderen Ursprungsgeraden kénnen durch y = ax mit a € IR dargestellt
werden, und die Funktion wird dann durch

h(z) == f(x,ax) = 8z* — 10ax® + 3a°z”

beschrieben. Fiir a = 0 wird h in = 0 minimal. Fiir a # 0 erhalt man in
x = 0 auch ein Minimum, denn es gilt

B (z) = 322° — 30ax* + 6a’x = K (0)=0

und
R'(z) = 962* — 60ax + 60> = h"(0) = 6a*>>0.

Auf der Parabel y = ax? hat die Funktion die Gestalt
p(z) == f(x,a2?) = 82* —10ar* +3a’2* = 2*(3a*—10a+8) = 2*(a—2)(3a—4).

Damit erhalt man

Pr) = 3(a 2)(3a—4) = p(0) =0
p'(x) = 122%(a—2)(3a—4) = p"(0) = 0
”’( ) = 2dz(a—2)3a—4) = p”(0) = 0
p(z) = 24(a—2)3a—4) = p"(0) = 24(a—2)(3a—4).

Fir a € ]4/3,2[ ist p””(0) < 0 und in = = 0 liegt ein striktes Maximum vor.
Fir a ¢ [4/3,2] ist p””(0) > 0 und in = = 0 liegt ein striktes Minimum vor.
Bei dem stationdren Punkt (0,0) handelt es sich also um einen Sattelpunkt.

Hitte man gewusst, dass f(z,y) = (2y — 32%)? — (y — 2%)? gilt, hitte man
auf der Ursprungsparabel 2y — 322 = 0 in & = 0 sofort ein Maximum und auf
y —2? = 0 in z = 0 sofort ein Minimum erkannt und hétte dann sofort auf
den Sattelpunkt schlieen kénnen.
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e)

@2y-3x-(y-)°

s o‘o‘n“o

i1gtly %

55 ERXKEXXNNK)
S XXX

0
K

O
S0l
SO0
4’5'44'4'55'5".
S,

ezsurf (’8%x"4-10%x"2xy+3*xy~2’,[-1.5,1.5,-2.5,6])

Bild 16 a) f(x,y) = 82" — 10z%y + 3y

ezcontour (’8*x~4-10%x"2xy+3*y~2’,[-1,1,-2.5,3])

Bild 16 b)  f(z,y) = 8z* — 1022y + 32



