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Differentiationsregeln von Abbildungen:

Linearitat:

Gegeben seien zwei Funktionen

f,g:DCR"— R",

wobei D offen ist und g € D.
Sind f und g in x( differenzierbar,
dann ist auch die Linearkombination af + (g

mit a, § € IR in x( differenzierbar.

Fir die Jacobi-Matrix der Linearkombination gilt

J(af + Bg)(xo) = ad f(xo) + BJIg(x0) -

Hintereinanderausfithrung von Funktionen:

Gegeben seien eine Funktion f: D C R" — IR™

und eine Funktion g : E ¢ R™ — IR,

Fiir f(D) C E wird die Hintereinanderausfithrung

von f und g erklart durch

gof:D—R', (gof)(=):=g(f(z)).
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f (o)
Rm
i) g
Ia[:g” gof . Igékf(m()))

Satz: (Kettenregel)

Ist fin ' und g in y° := f(x") total differenzierbar,

so ist g o f in x° total differenzierbar und es gilt

J(go f)(a’) = Jg(f(z")) - Jf(x").

Beispiel:

Jw = (v, wy) =J(Wo®)=Jw-JP

— ('lIJu;llI}U) ( ta uy

= (Wyly + WUy , Wyly + Wyvy)
Uy Uy
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Aufgabe 9:

Man berechne die Jacobi-Matrix unter Verwendung der Kettenregel und di-
rekt:

Kettenregel:
[ ye' e
‘]fl(x7y)_ <3LE2 0 > )
Jfo(r,s) = (cos(s?), —2rssin(s?) )

Jf(xoy) - J(f20f1)<f£,y)=Jf2(f1($,y))'Jfl(£C,y)
= (cos(()?), —zyewx3sin((g;3)2)).(§; . )

= ( ye” cos(a®) — 62°ye” sin(z%) , e” cos(zf) )

direkt:

Folfi(zy) = Folr(z,y)), s(z,y) = f(x,y) = ye* cos(z°)

= Jf(z,y) = (ye" cos(a®) — 62°ye” sin(zF) , e” cos(aP) )
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b) g: R % R’ O &
x . 20 — 3u
2} e (romen ) (e
v=1 3
z uv
Kettenregel:
0 2zcos(2yz) 2ycos(2yz)
ng(ﬂﬁ, Y, Z) - )
2x 0 0
-3 2
Jgy(u,v) = | 2e2utv e2ute
utv  u?

Jg(z,y,2) = J(gy09:1)(2,y,2) = Jgs(g:1(x,y, 2)) - Jg1(x,y, 2)

-3 2

_ 262 sin(2yz)+x? e2 sin(2yz)+z? (

0 2zcos(2yz) 2ycos(2yz)
2z 0 0

3(sin(2y2))?z? (sin(2yz))?

4x —62 cos(2yz) —6y cos(2yz)
— Qre2 sin(2yz)+z? Az COS(2y2)62 sin(2yz)+2? 4y COS(2y2)62 sin(2yz)+2?

2rsin’(2yz) 622z cos(2yz) sin?(2yz) 622y cos(2yz) sin?(2yz)
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direkt:
sin(2yz) ”
gilr.9.2) |, = ( ; )
2v — 3u
gg(u, U) — e?u—i—v
udv

gZ(Ql(xa Y, Z)) - gQ(U(ZC, Y, Z)? U(Qﬁ, Y, Z))

( 22% — 3sin(2yz) \

=g(z,y,2) = p2sin(2yz)+a2
\ sin®(2yz) - 2 )
= Jg(z,y,2)
( 4x —62 cos(2yz) —6y cos(2yz) \

— Qe sin(2yz)+z? 4 COS(QyZ)ez sin(2yz)+z? 4y COS(2y2)62 sin(2yz)+z?

\ 2wsin’(2yz) 627z cos(2yz)sin’(2yz) 6a’y cos(2yz)sin®(2yz) )
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Richtungsableitung:

Gegeben sei eine reellwertige Funktion f : D C IR" — IR, D offen und ein
Richtungsvektor h € IR" mit h # 0.

Die Ableitung von f in z° lings der Richtung h wird folgendermafien
definiert:

Dy, f(a?) = iy f(z’ +th) — f(x") |

Gilt ||h|| =1,
so gibt Dy, f(") den Anstieg von f an der Stelle 2” in Richtung h an.

i.teK. a
Fiir h = (0,..,0, 1 ,0,..0) gilt th(xO)zaj(:cO)

Ist f in «° total differenzierbar,

so kann die Richtungsableitung auch berechnet werden durch

th(:co) = grad f(z") - h.
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Aufgabe 10:

Man berechne fir die Funktion

f:R* >R mit f(z,y)=uxy

im Punkt (zg,y) die Ableitung in Richtung h = (hy, ho)T.
Welchen Anstieg besitzt die Funktion
im Punkt (zg,y0) = (1, —1)

in den durch die Gerade 3y — bx = 7 gegebenen Richtungen.

Losung:
Da f stetig partiell differenzierbar ist,

kann die Richtungsableitung folgendermaflen berechnet werden:

h
Dy, f(zo,y0) = grad f(zo,y0) - b = (Yo, 70) ( h; ) = yoh1 + Tohs

Die Gerade 3y — 5 = 7 in Parameterform lautet:

9= (4 ) = Coisasea ) = (s )+ ()

8



Analysis III, K. Rothe, WiSe 2023/24, Hoérsaaliibung 3 (Beispielaufgaben 9-12)

Zur Berechnung des Anstieges ist der in
der Richtungsableitung verwendete Richtungsvektor h

aus der Geradengleichung noch zu normieren:

n= 7 (o) =7 ()

Der An- bzw. Abstieg im Punkt (xg,y9) = (1, —1) lautet daher

5} 3 2
th(l,—l):—hl—l—hQ:ﬂ:(\/ﬂ—\/S_Zl) :i\/ﬁ.
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Koordinatentransformation:

Definition:

Gegeben seien die C'-Funktion @ und U,V C IR" offen, mit

®:U—-V und u+— ®(u)

Die Jacobi-Matrix J®(u’) sei regulir fiir jedes u® € U

und es existiere eine C'-Umkehrfunktion @' : V — U.

Dann wird & = ®(u) als Koordinatentransformation

von den Koordinaten w auf die Koordinaten & bezeichnet.
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Beispiele:

a) Polarkoordinaten: wu = (r,¢

mit 0 <r und —7T<ep<7

Die Kreisgleichung

o y2 _ R2
beschreibt den Rand K einer Kreisscheibe
mit Radius R und Mittelpunkt (0, 0).

K kann mit R = r durch Polarkoordinaten dargestellt werden.

Die Ellipsengleichung
22 P
2!
beschreibt den Rand E' einer Ellipse mit den Halbachsen a und b und

Mittelpunkt (0, 0).
FE kann durch (z,y) = (acos(p), bsin(y)) dargestellt werden.
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b) Zylinderkoordinaten: wu = (r, ¢, 2)T

mit 0<r, -t<p<7m, z€R

x rcos(p)
r=|y | =2(rpz2)=| rsin(p)
2 2

c¢) Kugelkoordinaten: u = (r, ¢, 0)T

. T T
mit 0<r, 7<ep<7m, ——<0<=

2 2
x 1 cos(p) cos(6)
x=|y | =P(rp0) = rsin(p)cos()
z rsin(6)

Die Ungleichung

2>+ 4 22 < R?
beschreibt eine Vollkugel K mit Radius R und Mittelpunkt (0, 0,0).
Mit 0 < r < R kann K durch Kugelkoordinaten dargestellt werden.
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Aufgabe 11:

a) Man zeichne folgende Kreise und Ellipsen und stelle die (z,y)
der Losungsmengen der obigen Gleichungen

jeweils unter Verwendung von Polarkoordinaten dar.

(i) 2> +y*=3

Kreis: Radius r = /3, Mittelpunkt (0, 0)

Darstellung durch Polarkoordinaten mit —n7<p<m

(z,y) = (V3cos(y), V3sin(p))

Bild 11.1 Kreis 22 +y?> =3
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(i) 4a? +9y? = 36

Ellipse: Halbachsen a =3 und b = 2, Mittelpunkt (0, 0)

Darstellung iber Polarkoordinaten mit —n7<ep <7

(z,y) = (3cos(p), 2sin(p))

2 2

. . x
Bild 11.2 Ellipse ) + % =1
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(iii) 1622 + 3y* 4+ 6y + 3 = 48
Durch quadratische Erganzungen ergibt sich

1622 + 3y + 6y + 3 = 1622 + 3(y + 1)* = 48

2 12
& C_ Wt

(Vap T E

Ellipse: Halbachsen a = +/3 und b =4, Mittelpunkt (0, —1)

Darstellung tiber Polarkoordinaten mit —n7 <o <

(z,y) = (V3cos(y), 4sin(p) — 1)
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(iv) 2?2 =6z +9+y*=25

Durch quadratische Erganzung ergibt sich
22 —6r+9+y* = (x — 3)? +y* =52

Kreis: Radius r =5, Mittelpunkt (3,0)

Darstellung durch Polarkoordinaten mit —n7<p<m

(z,y) = (5cos(p) + 3,5sin(p))

Bild 11.4 Kreis (z — 3)? + ¢* = 52
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(r, 0, 2)T

Id 11.5 halber Zylinder Z

Bi

2<4 mit <0 und 1<2<3

sie durch Zylinder- bzw. Kugelkoordinaten dar.
Zylinderkoordinaten fiir Z: u

b) Man zeichne die Losungsmengen folgender Bereiche im IR? und stelle
(i) 2°+y
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) - (I)(Tv ¥, Z)

rcos(p)
rsin(yp)
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(i) 2?2 4+9y*+22<16,0<y

= o
==\

Bild 11.6 Halbkugel H

Kugelkoordinaten fiir H: u = (r,¢,0)T

x r cos(p) cos()
x=\|y | =®(r,¢0) = | rsin(p)cos(d)
z 7 sin(6)
mit 0<r<4, 0<p<m, —ggegg
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Aufgabe 12:

Gegeben sei die Koordinatentransformation

a) Man berechne J®(z,y) und det(J®(x,y)).

C(ulr,y)y -y (1 -1 x
q)(x’y)_<v(:c,y)>_(x+y>_(1 L)\y /)’
ist eine lineare Transformation,

genauer sogar eine Drehstreckung um 45° mit dem Faktor v/2, denn:

(1 71)=va( 1% ) =va( ey ey

o up ouy 1 1
JQ(w,y)—<UQ; ,Uy)_<1 1)7

det(J®(z,y)) = 2
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b) Man berechne ® '(u,v), J® (u,v), det(J® ' (u,v)).

J® (u,v) = (x x)

Yu Yo

()

det(J® *(u,v)) =1/2
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¢) Man zeichne @ und ®(Q).

2

Bild 12 a: Q Bild 12 b: &®(Q)




