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Analysis 111

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 2

Differentialoperatoren fiir vektorwertige Funktionen:

Nabla-Operator V: f:R" =R,z f(z) mitx= (21, --,2,)7

vz(@i@i) mit V(@) = (fo (@), fo(@)7 = (gradf (@)

Divergenz fiir das Vektorfeld f = (fi,..., fu)? im IR™

div f =) gj:

i=1

Rechenregeln: fir f,g:DCR'—R", ¢:DCR"—=IR, o fcR

diviaf + 8g) = a divf + g divg, div(pf) = (Ve, f)+ ¢ divf
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Rotation im IR? fiir das Vektorfeld

of_of

fi(z1, o, x3) gfg g?;

flzi,20,23) = | fo(wy,20,23) | , rot f:= 2 L)
f3(x17$27x3) 31:3 axl

of, o

8w1 61}2

Rechenregeln: fir f,g: DCIR®* - R?’, ¢o:DcR*—= IR, aBeclR

rot(af + 8g) = arotf + S rotg, rot(pf) = (V) x f+ protf

Rotation im IR? fiir das Vektorfeld

g(z,y) = (u(z,y),v(z,y)"

ergibt sich aus der 3-ten Komponente der Rotation der Einbettung

g(z,y,2) = (u(z,y),v(z,y),0)"
des Vektorfeldes in den IR?

R TR R
b gy, 2 = oy 02 0z 0x’'0x 0Oy)

Also rot g 1= v, — uy,.
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Aufgabe 5:

Man berechne Divergenz und Rotation fiir folgende Vektorfelder mit z,y, 2z € IR

a) flz,y) = (ze',2y)",
b) g(z,y) = («*,siny)",
c) 3f(z,y) —g(z,y),
d) h(z,y,2) = (22 + 12+ 22,22 + > + 22, 22 + 2 + 22)" |
e) u(r,y,z) = (22 —y* — 22y —a? = 22 22— a2 — )"
f) h(z,y,z) +u(z,y,2).

Losung

a) flz,y) = (ze’,2%y)"

divf = fio + foy = €/ + °
rotf = for — f1y = 22y — we?

b) g(z,y) = («° siny)"

divg = giz + g2y = 32% + cosy
rotg = 9oz — g1y = 0

¢) div(3f — g) = 3divf — divg
=3(e¥ + 2%) — (32 + cosy) = 3e¥ — cosy

rot(3f — g) = 3rotf — rotg
= 3(2zy — xe¥) — 0 = 6y — 3zeY

alternativ:

3f(x,y) — g(x,y) = (3ze? — 2%, 32%y —siny)”

div(3f — g) = 3¢¥ — 32% + 32% — cosy = 3¢¥ — cosy
rot(3f — g) = 6xy — 3zeY
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d) h(z,y,2) = (2 + 12 + 22,22 + g + 22,22 + 12 + 22)"
divh = hig + hoy + hs, = 22 + 2y + 22

roth = (hgy — hgz, hlz — hgx, th — hly)T = <2y — 22, 2z — 2.]7, 2 — 2y)T

alternativ:
1
h(z,y,2) = o(x,y, 2)v mit (z,y,2) =2>+y*+2> und v= | 1
1
Man erhalt

Vo = (2z,2y,22)", divo =0, rotv =0 und
(V) x v = (2y — 22,22 — 21,22 — 2y)7.

Damit ergibt sich

divh = (Vp,v) + ¢ divo = (Vp,v) =22+ 2y + 22

roth = (V) X v + ¢ rotv = (Vo) x v = (2y — 22,2z — 2z, 22 — 2y)7.
e) u(w,y,2) = (22 —y*> — 2%, 9* —2* — 22,22 — 2 — y2)T

dive = uy, + ugy + us, = 2o + 2y + 22

rotu = (ugy — Usz, U, — Uz, Uy — Ury)] = (—2y + 22, —22 + 2z, —27 + 2y)
f) div(h 4+ u) = divh + dive = 2(22 4 2y + 22)

rot(h + u) = roth + rotu = 0

alternativ:
h(z,y,2) +u(r,y,2) = (222, 2y?,22?)
divi(h +u) = (hy +u1), + (he +u2)y + (hg +u3), = 4o+ 4y + 4=

rot(h+u) = (0—0,0—-0,0-0)" =0
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Stromlinien im IR? fiir das Vektorfeld

g(z,y) = (u(z,y),v(z,y)’ sind die Kurven c(t) = (x(t),y(t))?, deren Tangential-
vektoren durch das Vektorfeld g gegeben sind, d.h.

(50 ) =oeome= (L)

oder alternativ die Differentialgleichung y/'(z) =

Aufgabe 6:
Gegeben sei das Vektorfeld

g(z,y) = (u(z,y),v(x,y)" = (z,—y)" .

a) Man berechne div g und rot g und

b) skizziere das Vektorfeld und einige Stromlinien in [—1,1] x [—1, 1].

Losung:

a) g(xvy> = (u(x,y),v(x,y))T = (l‘, _y)T
divg=u, +v,=1-1=0,

rotg=v, —u,=0-0=0
b) Die MATLAB-Befehle fiir das Vektorfeld lauten:

[X,Y] = meshgrid(-1:.2:1);
U=X."1;

V=-Y."1;

quiver (X,Y,U,V)
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Bild 6 b) (i) Vektorfeld g(z,y) = (z, —y)T

Stromlinien sind die Kurven c(t) = (z(t),y(t))?, deren Tangentialvektoren
durch das Vektorfeld g gegeben sind

=5 ) =otwow = (A0 ) = (56

:c(t):(zg;):(bii) :>et:§:>c(x):<axb>

oder alternativ die Differentialgleichung 3/ (z) = vl y(x) erfiillen.
u(z,y(z))
/ —y(z) dy dx c
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Bild 6 b) (ii) Stromlinien c(x) = (x,¢/x)", ¢ € R, (Hohenlinien von xy = c¢)
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Totale Differenzierbarkeit:

Gegeben sei die Funktion
f-DCR"—=R"™ und =+~ f(x)

D Offena €T = (.Tl,.flfg,,"‘ 7$n)T und f = (flvf?ﬂ'“ 7f’m)T‘

Definition:

Eine Funktion f heifit in ° € D (vollstindig,total) differenzierbar, falls es eine

lineare Abbildung
I(z,29) = A(x — x")

mit einer zugehorigen Matrix A € R™ ™ gibt, fiir die gilt

iy J@) = f@) -~ Al -2 _
a0 [l — 0|

I heift das (vollstindige,totale) Differential von f in 2° und wird mit df(x°)
bezeichnet.

Die zugehorige Matrix A heiffit dann Jacobi- oder Funktionalmatrix und wird
mit J f(x°), Df(x°) oder auch f'(x") bezeichnet.

Definition:

Existieren alle partiellen Ableitungen der Komponenten von f und sind diese stetig,
so heifit f stetig partiell differenzierbar oder C'-Funktion in D.

Satz:

Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

a) Ist f total differenzierbar in x°, so gilt

0 0
Tian) aﬁ@”)
Jf(z’) = : :
Ofm Ofm
Loy o Ao

b) Ist f total differenzierbar in °, so ist f in x° stetig.

c) Ist f auf D stetig partiell differenzierbar, so ist f total differenzierbar auf D.
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Aufgabe T7:

Man berechne die Jacobi-Matrizen der folgenden Funktionen mit den Abbildungs-
vorschriften

f(z,y) =In(y) + cos(zy) und x € R ,y € R,
g(t) = (tcost,tsint,t)? und t € IR,
h(p,1) = h(2cos pcos, 2sin pcosp, 2sin)? und ¢, € IR,

r,y,2) = (=3z+vy,z — 3y + 2,y —32)T und z,y,2 € R.

a) f(z,y) = In(y) + cos(zy),
TS0 = (i fy) = eradfe.9) = (~ysinGon), = asiniay) )
b) g(t) = (tcost,tsint, )T,
Jg(t) = (g1(t), ga(t), g(t))" = g'(t) = (cost — tsint,sint + tcost, 1)"

c) h(p,1) = h(2cospcos,2sinpcosp, 2sin))?,

hiy, hiy —2sinpcosy —2cospsiny
Jh(p, ) = | hay hoy | = 2cospcosty  —2sinpsiny
h3<p hgq/} 0 2 cos ’g/}

d) w(z,y,2) = (=3z+y, 2 =3y + 2,y —32)", und z,y, 2 € IR,

Uty uly U1z -3 1 0
Ju(z,y,z) = | Ugw Ugy Uz | = 1 -3 1
U3y U3y U3 0 1 -3
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Aufgabe 8:

Gegeben sei die Funktion f : IR*? — IR mit

3,,2
Fay) =4 siggr s @y)# (0.0

0 Jfalls (x,y) = (0,0).

a) Man zeichne die Funktion im Bereich [—1,1] x [—1,1].
b) Man berechne die partiellen Ableitungen von f im Punkt (z,y0) = (0,0).

¢) Man iiberpriife, ob f im Punkt (zg,y0) = (0,0) (vollstdndig) differenzierbar
ist.

Losung:

a)

Bild 8:  f(z,y) = —2—

b) Wegen der Nennernullstelle von f in (zg,v0) = (0,0) kénnen wir dort keine
Differenzierbarkeit voraussetzen, d.h. die partiellen Ableitungen miissen ele-
mentar iiber die Definition berechnet werden.

t3'02

— =z — 0
or t—0 t t—0 t
03-¢2

- a4 0

dy t—0 t t—0 t
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¢) Wire f im Punkt (z9,y0) = (0,0) (vollstandig) differenzierbar, so wiirde eine
lineare Abbildung A existieren, mit

A ware dann die Jacobi-Matrix

A= Jf(0,0) = (g—i(o,m, 2—5(0’ 0)) = (0,0) .

Damit ergibt sich beispielsweise fiir die Nullfolge ,, = (1/n,1/n)"

@) -0 - Az, w1

Also ist f im Nullpunkt nicht differenzierbar.




