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Funktionen in mehreren Variablen

Definition:

Eine reellwertige Funktion f : D C IR" — IR, D offen, heif3t in
x’ = (2Y,...,2%) € D partiell differenzierbar nach z;,
falls folgender Grenzwert existiert:

of f(x" + he;) — f(2")

(x') = 0= 1
@) ozx; (@) = h
o S al) — fad )
h—0 h .

f heifit partiell differenzierbar, falls in jedem Punkt von
D alle partiellen Ableitungen existieren.
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Sind diese auch noch stetig so heiflt f stetig partiell diffe-
renzierbar oder auch C'-Funktion.

Gradient: gradf(z') := (5—;(330), oo 57]8(3300

Hohere Ableitungen:

werden wie in IR rekursiv definiert, z.B.:

o*f _ of (9of
8xj8x7; o (9:13]' 8:62

Hohenlinien: (Spezialfall einer Niveaumenge im IR") Lini-

en, auf denen f : IR? — IR konstant ist, also die Menge

{(z,y) € R?| f(x,y) = c fiir c € R}.

Im "Satz iber implizite Funktionen’ wird geklart, wann sich
eine Funktion hinter dieser Forderung verbirgt.
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Bei einer Parametrisierbarkeit durch x wére y(x) die Funktion
und es wiirde f(z,y(z)) = konst gelten.

Der Funktionsgraph von y :]a, b[— IR wird im IR* durch die
Kurve ¢(z) = (z,y(x))" beschrieben.

Der zugehérige Tangentialvektor lautet ¢/(z) = (1, /().

Funktionsgraph von f: D c IR*> = IR:
('Fliche’ im IR?)

graph(f) = {(z,y,2)' e R’ | (z,y) € D, z = f(x,y) }

Tangentialebene:

Die Gleichung der Tangentialebene an den Graphen einer dif-
ferenzierbaren Funktion f im Punkt (xg,0) € D C IR* lautet

z = f(xo,y0) + fo(zo, v0)(x — 20) + fy(T0, Y0) (¥ — W0).

Als Parameterform kann der Funktionsgraph gewahlt werden

T o 1
y | = Yo +(x—10) 0 +(y—2o)
z f (20, 1) fx(0, yo)

fy(an yO)
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Aufgabe 1:

Fiir die folgenden Funktionen f : IR* — IR berechne man die
Gradienten und erstelle ein Bild im Bereich [—1,1] x [—1, 1],
auf dem verschiedene Hohenlinien der Funktion angegeben

sind.

a) flz,y) =50" —3y> = gradf(z,y) = (10z, —6y)"

o

-1

-1

Bild 1 a) 52> —3y*=c¢ mit ceR
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b) flz,y)=bx+3y = gradf(z,y) = (53)"

.5\\\

=

o

Bild 1 b) 5x+3y=c mit celR
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¢) flz,y) =52*+3y* =  gradf(z,y) = (10z,6y)"

7/.>N
N7

(@)
(@)

(@]

-1

Bild 1 ¢) b52*+3y*=c mit ceR
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d) f(z,y) =sin(6z) + 2y =

gradf(x,y) = (6 cos(6z),2)"

Ein MATLAB-Befehl fiir den Hohenlinienplot lautet:

ezcontour (’sin(6*xx)+2*xy’ , [-1,1,-1,1])
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Bild 1 d) sin(6x)+2y=c mit celR
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Aufgabe 2:
Gegeben sei die Funktion f : IR? — R mit f(x,y) = 2° —4y.

a) Man berechne von f alle partiellen Ableitungen bis zur 3.
Ordnung.

floy)=a" =4y, folz,y) =22, fyle,y)=—4,
fm<$>y) =2, fxy(xaw =0, fyy(fvay) =0,
fm::c(xay) :O, fxwy(xay) 207

fxyy(x,y) =0, fyyy(x,y) =0
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b) Man zeichne die Funktion im Bereich [—4, 4] x [—2,2].

Ein MATLAB-Befehl fiir den Flachenplot lautet:

ezsurf (’x"2-4xy’ ,[-4,4,-2,2])
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Bild 2 f(x,y) = 2> — 4y
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¢) Man bestimme die Tangentialebene fiir das gegebene f im
Punkt (xg,y0) = (2,0).

flz,y) =2 -4y, folv,y)=2z, [flz,y)=—4,

f(2,00)=2"—4-0=4, f.(2,00=4, f£,(2,0)=—4

Tangentialebene:

z = f(xo,y0) + fo(zo, v0)(x — 20) + fy(T0, Y0) (¥ — o).

Tangentialebene : 2z =4+ 4(x — 2) — 4y
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d) Man gebe eine Parameterdarstellung der Hohenlinie von
f an, die durch den Punkt (2,0) lauft.

Esist f(2,0) = 4.

Damit wird die Hohenlinie im Punkt (2,0) beschrieben
durch die implizite Gleichung

4= flz,y(z) = 2° — dy(z) .

1'2

Man erhélt durch Auflésen y(z) = 7 1 . Eine die

Hohenlinie parametrisierende Kurve ist daher gegeben
durch
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¢) Man berechne den Winkel a zwischen grad f(2,0) und der
Tangentialrichtung der Hohenlinie von f im Punkt (2,0).

gradf(2,0) = (f.(2,0), £,(2,0))" = (4, —4)"

Tangentialrichtung der Hohenlinie

c'(z) =

| R
o\
™
I

N

—_ —

N~

gradf(2,0)" - c'(2) o
||g1”adf(270)||2.||C/(2)H2—O = a=90

COs v =
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Aufgabe 3:
Gegeben sei die Funktion f : IR* — IR mit

2

Foy) = 4 Tgge s (@.9) 7 (0,0)
1 falls (z,y) = (0,0).

a) Man iiberpriife, ob f im Nullpunkt stetig ist.

1
Man betrachte die Nullfolge (E’ O) mit £ € IN.

Dann gilt

1 0
Ii — = lim —— = :
k;f@of(kvo) Syt

Die Funktion f ist im Nullpunkt daher nicht stetig.
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b) Man zeichne die Funktion im Bereich [—5, 5] x [—20, 20].
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¢) Man berechne die ersten partiellen Ableitungen von

2

f(xvy) — 33431— yz ,falls (:U’y) # (07 O)
L Lfalls (z,y) = (0,0).

Fir (z,y) # (0,0) gilt:

folz,y) = % . fyley) = %
fir (x,y) = (0,0) gilt:
f:(0,0) = }LIE)I%) /{0, 0) ; f0,0) _ }llg(l) O;hl existiert nicht
FO.B) — F0,0) . 1-1

14(0,0) = flg% h h—0 h



Analysis 111, K. Rothe, WiSe 2023/24, Horsaaliibung 1 (Beispielaufgaben 1-4) 17

d) Man iiberpriife, ob die ersten partiellen Ableitungen von
f im Nullpunkt stetig sind.

Man betrachte die Nullfolge

11
e

mit £ € IN, um zu tiberpriifen, ob die partielle Ableitung

2y
fy(z,y) = @+ 2
im Nullpunkt unstetig ist.
11 2/k° k?
. Ly i T
Jn fy (kk?) o R R g T

Damit ist die partielle Ableitung f, im Nullpunkt nicht
stetig.
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Differentialoperatoren fiir reellwertige Funktionen:

Nabla-Operator: V = : ,

2
Laplace-Operator: A = Z 8

Beispiele fiir partielle Differentialgleichungen:

Wellengleichung: Uy = Au
Wiarmeleitungsgleichung: u; = Au
Laplace-Gleichung: Au =10

Dabei bezieht sich Au nur auf die Ortsvariablen 2 und y von
u, fiir n = 2 bedeutet dies beispielsweise Au = Uy, + uyy.
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Aufgabe 4:

a) Man zeige, dass die Warmeleitungsgleichung u; = Aw fiir
zwei Ortsvariable von der Funktion

u(z,y,t) = sin(x) sin(2y)e ™

gelost wird.

wy(x,y,t) = —5sin(x) sin(2y)e ™
’be@f, Y, t) - COS(.CU) Siﬂ<2y)€_5t )

w,(w,y,t) = 2sin(x) cos(2y)e ™

U (2,9, 1) = —sin(z) sin(2y)e " |

Uy, (7,y,t) = —4sin(z) sin(2y)e ™

Damit 1ost w die Warmeleitungsgleichung u; = ., + wy, .
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b) Man zeige, dass mit n € IN die Funktion
u(x,y) = (sin(nz) 4+ 2 cos(nz)) sinh(ny)

die Laplace-Gleichung Au = 0 16st.

uz(x,y) = n(cos(nz) — 2sin(nx)) sinh(ny) ,

uy(x,y) = n(sin(nz) + 2 cos(nx)) cosh(ny)

Uy (2, y) = —n?(sin(nz) 4 2 cos(nz)) sinh(ny) |

Uy, (7, y) = n*(sin(nx) + 2 cos(nx)) sinh(ny)

Damit 1ost u die Laplace-Gleichung Au = 0.



