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Erinnerung:
Ableitungsmatrix und
Lineare Approximation

Definition {Ableitungsmatrix):
Sei f: D =+ R™, D CR" eine Abbildung mit

S®1 @) £

fix) =~ o x= | lED,

FunlZrye00s2a), Zn
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Definition {1 lessematrix):
Sei {10 — K, ¢ 12" eine skalanwertige in x € 1) zweifach partiell differenzier-

bare Funklion mit Ableilangen

Die Hesse-Matrix der Funktion f st definiert durch
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Vorbemerkung

In komplizierten nichtlinearen funktionalen Zusammenhangen
interessiert eine (naherungsweise) Lineare Darstellung
Frage: Kann man die finden?

Idee
Ist £: 00— K™, ) C R differenzierbare Abbildung, so lisst sie sich in der Nabe

ven xg € £ durch g : ) — R™ darstellen durch

&(x) -~ f(xo) 1 Fixo)x  xa).
Nach der Definition der Diff 'barkeit begeht man dabei einen “kleinen” Fehler (|kix)|).
Definition:

Die eben definierte Abbildung g{x] nennt man Tangeal alabbildung
ader I'neare Appreximation ven £ in xa.



Definition (Ableitungsmatrix):
Sei f: D — R™, D C R" eine Abbildung mit
fl(wl,...,:cn) I
f(x) = : , X :

fm(mla'“)wn) Ln

e D,

die in xqo partiell diff’bar ist. Dann existieren die Ableitungen
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Definition (Hessematrix):
Sei f: D — R, D C R" eine skalarwertige in x € D zweifach partiell differenzier-
bare Funktion mit Ableitungen
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Die Hesse-Matrix der Funktion f ist definiert durch
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Vorbemerkung:

In komplizierten nichtlinearen funktionalen Zusammenhangen
interessiert eine (naherungsweise) Lineare Darstellung.

Frage: Kann man die finden?

Idee:
Ist f: D — R™, D C R" differenzierbare Abbildung, so lasst sie sich in der Nahe

von xg € D durch g : D — R™ darstellen durch

g(x) = f(xq) + f'(x0)(x — x9).
Nach der Definition der Diff'barkeit begeht man dabei einen “kleinen" Fehler (|k(x)|).
Definition:

Die eben definierte Abbildung g(x) nennt man Tangentialabbildung
oder lineare Approximation von f in xg.



Bemerkungen (Tangentialebene):

Betrachte f : D — R mit D C R?, in xg = (x0,%0) " diff’bar. Dann gilt:

Fay) = F@oryo) + s (@0, 30)s £y (0, 30) (‘; jgg) T k(z,y)

= f(xo,%0) + fz(xo,y0)(® — z0) + fy(z0,v0) (Y — o) + k(z, ).
Dementsprechend lautet die Tangentenabbildung
9(z,y) = f(x0,%0) + fo(To,y0)(® — o) + fy(x0,%0) (Y — yo)

Der Graph von g ist eine Ebene, die Tangentialebene.

die Tangentialebene beriihrt in P = (o, ¥0, 9(z0,yo)) den Graphen der Funk-
tion f, also
(70, Y0, 9(T0,%0)) = (7o, Y0, f(T0,%0))

In der Umgebung von (zq,yo) nahert sich g der Funktion f an.
Die beiden Tangenten

z = f(%0,Y0) + fz(Z0,Y0)(z — To) und

z = f(®o,y0) + fy(zo,y0)(y — yo)

an die Funktionen f x (z) := f(z,y0) bzw. f *x(y) = f(xo0,y) liegen in der
Tangentialebene.

Wegen k(z,y) klein, stellt die Ebene eine gute Naherung der Funktion f in
der Umgebung von (zg, yo) dar.



Totales Differential

Idee:
Verwende die allgemeine Definition von ['(x}:
Fix) = flxo) + ['{x0)(x — xo) + kix)
= f{x}=flxo) = Az = [{x0)(x —xo) + k(x).
Bemerkung: Da |k(x]| sehr klein ist fiir [x  xq klein
st Az = ["{xp){x — xg) dann eine gute Naherung

Definition: (totales Differential)
Verwende folgende Notation:

e dx =X — Xy, in Komponentendarstellung dx = {dx,dx, ..., dzy,) "
o dzi= ["{xg)dx
Die durch
=~ of
dz = ; %(x")da:j

beschriebene lineare Funktion mit den Variablen duy, ... dx,, heift
totales Differential (auch vollstandiges Differential) von f in x;.

Bemerkungen:

o Das totale Differential kann als Funktion df : R” — R aufgefasst werden mit

dfide,, ... dx,) =

af
— )

——(xg)dx;.
( “’._.' N

. ¥ ar + 5 - -
e Vereinbart man j’; = 5i-(xp), so kann man das totale Differential auch
schreiben: .
v

)z
dz = Z Bz, dx; o
i—1



Motivation:
Wir wollen ein Analogon zur Differenz (in R)

Az = f(x) — f(x0)

fur Funktionen mehrerer Veranderlicher finden.
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Idee:
Verwende die allgemeine Definition von f’(x):

f(x) = [(xo0)+ f'(x0)(x —x0) + k(x)
= f(x)— f(x0) =Az = [f(x0)(x—x%0)+ k(x).

Bemerkung: Da |k(x)| sehr klein ist fir [x — x| klein,
ist Az =~ f'(xg)(x — Xg) dann eine gute Naherung.

Definition: (totales
Verwende folgende



Definition: (totales Differential)
Verwende folgende Notation:

e dx := x — X, in Komponentendarstellung dx = (dz1,dxs, ..

o dz:= f'(x0)dx

Die durch ,
dz = g—f(x())dxj
=1 o
beschriebene lineare Funktion mit den Variablen dxq,.. ., dx, heiBt

totales Differential (auch vollstandiges Differential) von f in xg.

dx,) '



beschriebene lineare Funktion mit den Variable
totales Differential (auch vollstandiges Differen

Bemerkungen:

e Das totale Differential kann als Funktion df : R™ — R aufgefasst werden mit
" Of
df (dz1,...,dz,) = Z(‘?— Xp)dz;.

e Vereinbart man 22 = %(xo), so kann man das totale Differential auch
z; z;

schreiben:



Taylor-Formel
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Vorbemerkung
 Formalismus fiir Taylor-Polynom p-ten Grades recht aufwindig! . :
Meist nur 1. und 2. Grad benatigt
o Taylor-Polynom 1. Grades ist gleich Tangentenabbildung
Ty(x) = J(xo) + Vf(xy) - (x — xg)
Satz: Tayler-Polynom 2. Grades)
Das Taylor-Polynom 2. Grades einer Funktion f an x4 kann in der Form
. 1. T Satz: [Taylee-Formel im =")
(X} " 7 ol - (X = Xp =(x - —Xy) T - =, ey - P
Ty} = fixo) + Vi (xo} - (x = Xo) + 5% = x0) " Hplxo)(x = x0) Sei §: D — &, Do B eir2 (p+ Lmal stelig dil'sare Furktion, sei weitsr
8,8 1 h < D ganzin D enthalten. Dann gilt die Taylor-Formel
angegeben werden, wobei Hy die Hesse-Matrix von f ist. o ! i G g
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Motivation:

e Setzt man in der allgemeinen Definition fur Differenzierbarkeit von Abbildun-
gen m = 1, so erhalt man die Differenzierbarkeit einer Funktion f : D — R,
D C R"™.

e Nach der Idee von der linearen Approximation g(x) von f(x) kann man dann
schreiben (sei x = x¢ + h):

o0 +h) = f(x0) + 1/(x0) B = f(x0) + 3 2% (o).

J=1

e Frage: Kann bei anderen Voraussetzungen an f bessere Approximation erre-
icht werden?

e Fur n =1 hatten wir dafur die Taylor-Formel gefunden!



Tools:

e Der Nabla-Operator ist ein symbolischer Vektor-Operator:

dxq
V= :

a
Oxp

e V angewandt auf eine Funktion f(zi,...,z,) ergibt (wie zuvor verwendet)

of

dxy
Vi(zy,...,2q) = : = gradf.

Of

dzp

Formale Skalarmultiplikation mit Vektor h = (hq,...,h,)" € R™ ergibt

o 0 N, 0
h-V—h1%+---hn,——ZhJ~T.

Anwendung auf f:
(9160 = Y k2

e Die k-te Potenz des Operators sei zu verstehen:

n ok
. k - R £ R ——————
(h V) iy izZ‘ikZI h“ hz2 h“‘. axil 0;1,'.,‘,_, e ax'i:.-

Entsprechend angewendet auf f:

n akf
. k _ P
(h V) f(x) Z h’uh'lz h’lk 61‘1‘161'-22 - 6$ik !

11402,k =1
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Weitere Vereinfachung:

Falls alle partielle Ableitungen stetig sind, kann der Satz von Schwarz angewendet
werden:

11 7,22 in i " ﬂ 7;2.” i in x
w9 = X weng e (o) () () 100

t1+io+-Fin=~k



Satz: (Taylor-Formel im R")
Sei f: D — R, D C R" eine (p + 1)-mal stetig diff’bare Funktion; sei weiter
la,a+ h] C D ganz in D enthalten. Dann gilt die Taylor-Formel

fla+h) = f(a) +Z (b V) f(a) + R(a, h).

Das Restglied R ist gegeben

1 (1 _ g)P
R(a,h) = /0 € . ) (h- V)Pt f(a+ sh) ds.

Es gilt die Abschatzung

|h|p+1 | U

max Z | f2i, 24504, , (@ F sh)[2.

|R(a7h)| (p+1)' 0< <1

21,?:2,...,?:1,,+1=1



Definition: (Taylor-Polynom p-ten Grades im R"™)
Sei f: D — R, D C R" eine (p+1)-mal stetig diff'bare Funktion und [a,a+h| C D
eine im Inneren von D liegende Strecke. Dann heiBt

T,(a+h): -I-Z (a)

Taylor-Polynom p-ten Grades der Funktion f(x) an der Stelle a.

Bemerkung:
Setze x = a+ h und xy = a (also h = x — xg), so lautet das Taylor-Polynom

—fX()+Z f(xo)-

J()



Satz: (Mittelwertsatz)

Ist f: D — R, DC R" einmal stetig diff'bar und [a, a+ h] eine im Inneren von D
liegende Strecke. Dann gibt es 0 < § < 1, so dass gilt

fla+h) = f(a) =) hjfs;(a+0h).

J=1

Es gilt die Abschatzung

0<s<1 -
Jj=1

[f(a+h) — f(a)| < [h] max \IZIij(a+Sh)l2-

Beweisidee:

e Verwende Taylor-Formel mit p = 0:

1

(a-i—h)—f(a):/ (h-V)f(a+ sh) ds.

0

e Abschatzung des Integrals (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung) liefert die erste
Formel.

e Fur die Abschatzung wende Mittelwertsatz fuir eine Veranderliche auf F(s) :=
f(a+ sh) an.



Vorbemerkung:

e Formalismus fur Taylor-Polynom p-ten Grades recht aufwandig!
Meist nur 1. und 2. Grad benotigt.

e Taylor-Polynom 1. Grades ist gleich Tangentenabbildung g(x):
Ti(x) = f(x0) + V f(x0) - (x — %0).
Satz: (Taylor-Polynom 2. Grades)

Das Taylor-Polynom 2. Grades einer Funktion f an x¢ kann in der Form

1

Tr(x) = f(x0) + Vf(%0) - (x —%0) + §(X —xg) ' Hy(x0)(x — xo)

angegeben werden, wobei H; die Hesse-Matrix von f ist. e
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Lineare Approximation
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