
Fachbereich Mathematik der Universität Hamburg WiSe 2017/18
Dr. K. Rothe

Analysis III

für Studierende der Ingenieurwissenschaften
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Differenzierbarkeit von Abbildungen:

Gegeben sei die Abbildung

f : D ⊂ IRn → IRm und x 7→ f(x)

D offen, x = (x1, x2, , · · · , xn)T und f = (f1, f2, , · · · , fm)T .

Definition:

Eine Abbildung f heißt in x0 ∈ D (vollständig,total) differenzierbar, falls es
eine lineare Abbildung ` : IRn → IRm mit einer darstellenden Matrix A ∈ IR(m,n)

gibt (d.h. `(x) = Ax), für die gilt

f(x) = f(x0) +A(x− x0) + k(x) mit lim
x→x0

||k(x)||
||x− x0||

= 0 .

` heißt dann das (vollständige,totale) Differential von f in x0 und wird mit
df(x0) bezeichnet.

Definition:

Existieren alle partiellen Ableitungen der Komponenten von f und sind stetig, so
heißt f stetig partiell differenzierbar oder auch C1-Funktion in D.
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Satz:

Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

a) Ist f total differenzierbar in x0, so ist die df(x0) darstellende Matrix A die
Jacobi- oder Funktionalmatrix oder Ableitung von f :

A = f ′(x0) = Df(x0) = Jf(x0) =


∂f1
∂x1

(x0) · · ·
∂f1
∂xn

(x0)

...
...

∂fm
∂x1

(x0) · · ·
∂fm
∂xn

(x0)

 .

b) Ist f total differenzierbar in x0, so ist f in x0 stetig.

c) Ist f auf D stetig partiell differenzierbar, so ist f total differenzierbar auf D.

Aufgabe 9:

Gegeben sei die Funktion f : IR2 → IR mit

f(x, y) =


2xy√
x2 + y2

, falls (x, y) 6= (0, 0)

0 , falls (x, y) = (0, 0)

.

a) Man zeichne die Funktion im Bereich [−1, 1]× [−1, 1].

b) Man überprüfe, ob f stetig ist.

c) Man berechne Jf(x, y).

d) Man überprüfe, ob f total differenzierbar ist.

Lösung:

a) MATLAB-Befehl für den Flächenplot:

ezsurf(’2*x*y/sqrt(x^2+y^2)’,[-1,1,-1,1])
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Bild 9: f(x, y) =
2xy√
x2 + y2
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b) Als Komposition stetiger Funktionen ist f für (x, y) 6= (0, 0) stetig.

Mit 0 ≤ (x− y)2 = x2 − 2xy + y2 ⇒ 2xy ≤ x2 + y2 erhält man:

0 ≤ lim
(x,y)→(0,0)

|f(x, y)| = lim
(x,y)→(0,0)

|2xy|√
x2 + y2

≤ lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2√
x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

√
x2 + y2 = 0 .

Also gilt lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = 0 = f(0, 0). Damit ist f in IR2 stetig.

c) Die Jacobi-Matrix Jf(x, y) = (fx(x, y), fy(x, y)) lautet für (x, y) 6= (0, 0):

Jf =

(
2y3

(x2 + y2)3/2
,

2x3

(x2 + y2)3/2

)
.

Für (x, y) = (0, 0) erhält man

fx(0, 0) = lim
h→0

f(h, 0)− f(0, 0)

h
= lim

h→0

0− 0

h
= 0 .

Analog berechnet man fy(0, 0) = 0.

Also gilt Jf(0, 0) = (fx(0, 0), fy(0, 0)) = (0, 0).

d) Für (x, y) 6= (0, 0) ist f eine C1-Funktion und damit total differenzierbar.

Für (x0, y0) = (0, 0) und mit

∣∣∣∣∣∣∣∣( x
y

)∣∣∣∣∣∣∣∣ =
√
x2 + y2 erhält man

∣∣∣∣f(x, y)− f(0, 0)− Jf(0, 0)

(
x
y

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣( x
y

)∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 2xy√
x2+y2

∣∣∣∣√
x2 + y2

=
|2xy|
x2 + y2

.

Für die Nullfolgen (xn, yn) =

(
1

n
,

1

n

)
und (x̃n, ỹn) =

(
1

n
, 0

)
berechnet man

lim
n→∞

|2xnyn|
x2n + y2n

= lim
n→∞

2/n2

2/n2
= 1 , lim

n→∞

|2x̃nỹn|
x̃2n + ỹ2n

= lim
n→∞

0

1/n2
= 0 .

Also existiert der folgende Grenzwert nicht

lim
(x,y)→(0,0)

∣∣∣∣f(x, y)− f(0, 0)− Jf(0, 0)

(
x
y

)∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣( x
y

)∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Damit ist f in (x, y) = (0, 0) nicht total differenzierbar .
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Differentiationsregeln von Abbildungen:

Linearität:

Gegeben seien zwei Funktionen f , g : D ⊂ IRn → IRm, wobei D offen ist und
x0 ∈ D. Sind f und g in x0 differenzierbar, dann ist auch die Linearkombination
αf + βg mit α, β ∈ IR in x0 differenzierbar.

Für die Jacobi-Matrix der Linearkombination gilt

J(αf + βg)(x0) = αJf(x0) + βJg(x0) .

Hintereinanderausführung von Funktionen:

Gegeben sei eine Funktion f : D ⊂ IRn → IRk und eine Funktion g : E ⊂ IRk → IRm.

Für f(D) ⊂ E wird die Hintereinanderausführung von f und g erklärt durch

g ◦ f : D → IRm , x 7→ (g ◦ f)(x) := g(f(x)) .

-
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�
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�
��
�* HH

HHH
HHH

HHH
HHHj

IRn
x0

IRk

f(x0)

IRm
g(f(x0))g ◦ f

f g

Satz: (Kettenregel)

Ist f in x0 ∈ D und g in y0 := f(x0) (total) differenzierbar, so ist g◦f in x0 (total)
differenzierbar und es gilt

J(g ◦ f)(x0) = Jg(f(x0)) · Jf(x0) .
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Aufgabe 10:

Man berechne die Jacobi-Matrix unter Verwendung der Kettenregel und direkt:

a) f2 ◦ f 1 =: f : IR2 f 1→ IR2 f2→ IR(
x
y

)
7→

(
r = yex

s = x3

)
7→ r cos(s2) .

b)
g2 ◦ g1 =: g : IR3 g1→ IR2 g2→ IR3

 x
y
z

 7→
(
u = sin(2yz)
v = x2

)
7→

 2v − 3u
e2u+v

u3v

 .

Lösung:

a) Kettenregel:

Jf 1(x, y) =

(
yex ex

3x2 0

)
, Jf2(r, s) =

(
cos(s2) , −2rs sin(s2)

)
Jf(x, y) = J(f2 ◦ f 1)(x, y) = Jf2(f 1(x, y)) · Jf 1(x, y)

=
(

cos((x3)2) , −2yexx3 sin((x3)2)
)
·
(
yex ex

3x2 0

)
=

(
yex cos(x6)− 6x5yex sin(x6) , ex cos(x6)

)
direkt:

f 2(f 1(x, y)) = f 2(r(x, y)), s(x, y)) = f(x, y) = yex cos(x6)

⇒ Jf(x, y) =
(
yex cos(x6)− 6x5yex sin(x6) , ex cos(x6)

)
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b) Kettenregel:

Jg1(x, y, z) =

(
0 2z cos(2yz) 2y cos(2yz)

2x 0 0

)
,

Jg2(u, v) =

 −3 2
2e2u+v e2u+v

3u2v u3



Jg(x, y, z) = J(g2 ◦ g1)(x, y, z) = Jg2(g1(x, y, z)) · Jg1(x, y, z)

=

 −3 2

2e2 sin(2yz)+x2
e2 sin(2yz)+x2

3(sin(2yz))2x2 (sin(2yz))3

 · ( 0 2z cos(2yz) 2y cos(2yz)
2x 0 0

)

=

 4x −6z cos(2yz) −6y cos(2yz)

2xe2 sin(2yz)+x2
4z cos(2yz)e2 sin(2yz)+x2

4y cos(2yz)e2 sin(2yz)+x2

2x sin3(2yz) 6x2z cos(2yz) sin2(2yz) 6x2y cos(2yz) sin2(2yz)



direkt:

g2(g1(x, y, z)) = g2(u(x, y, z), v(x, y, z)) = g(x, y, z) =

 2x2 − 3 sin(2yz)

e2 sin(2yz)+x2

sin3(2yz) · x2



Jg =

 4x −6z cos(2yz) −6y cos(2yz)

2xe2 sin(2yz)+x2
4z cos(2yz)e2 sin(2yz)+x2

4y cos(2yz)e2 sin(2yz)+x2

2x sin3(2yz) 6x2z cos(2yz) sin2(2yz) 6x2y cos(2yz) sin2(2yz)


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Lineare Approximation und Tangentialebene:

Für differenzierbares f : D ⊂ IRn → IRm mit x 7→ f(x) heißt die lineare Funktion

g(x) := f(x0) + Jf(x0)(x− x0)

lineare Approximation oder auch Tangentialabbildung von f in x0 ∈ D, denn

f(x)− g(x) = k(x) mit lim
x→x0

||k(x)||
||x− x0||

= 0 .

Speziell für f : D ⊂ IR2 → IR mit (x, y) 7→ f(x, y) erhält man die Tangentialebene
T1 im Punkt (x0, y0) ∈ D

z = T1(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

oder in Parameterform x
y
z

 =

 x0
y0

f(x0, y0)

+ (x− x0)

 1
0

fx(x0, y0)

+ (y − y0)

 0
1

fy(x0, y0)

 .

Jacobi-Matrix und vollständiges Differential:

Für die Abbildung f : D ⊂ IRn → IRm und x 7→ f(x) mit x = (x1, x2, , · · · , xn)T

und f = (f1, f2, , · · · , fm)T sei die Jacobi-Matrix von f folgendermaßen darge-
stellt:

Jf(x0) =


∂f1
∂x1

(x0) · · ·
∂f1
∂xn

(x0)

...
...

∂fm
∂x1

(x0) · · ·
∂fm
∂xn

(x0)

 =

(
∂f

∂x1
(x0), · · · ,

∂f

∂xn
(x0)

)
.

Das vollständige Differential von f in x0 = (x01, · · · , x0n)T ist die lineare Abbil-
dung df(x0) : IRn → IRm, die die Differentiale dx1 , · · · , dxn der Koordinaten
folgendermaßen abbildet

(dx1 , · · · , dxn)T 7→ df(x0)(dx1 , · · · , dxn) :=
∂f

∂x1
(x0) · dx1 + · · ·+ ∂f

∂xn
(x0) · dxn

= Jf(x0) · (x− x0) ,

mit den Bezeichnungen: x− x0 = (x1 − x01 , · · · , xn − x0n)T = (dx1 , · · · , dxn)T .

df(x0)(x−x0) gibt näherungsweise die Funktionswertänderung von f beim Wechsel
von x0 zu x an:

f(x)− f(x0) ≈ df(x0)(x− x0) bzw. f(x) ≈ g(x) = f(x0) + Jf(x0)(x− x0) .
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Aufgabe 11:

a) Gegeben sei die Funktion f : IR2 → IR mit f(x, y) = x2 + y2.

(i) Man bestimme die Tangentialebene T1(x, y) von f im Punkt
(x0, y0) = (−1,−1).

(ii) Man zeichne f und die Tangentialebene T1 im Quadrat [−3, 1]× [−3, 1].

(iii) Man berechne den Abstand von f zu T1 im Punkt (1, 1).

b) Gegeben sei das Vektorfeld

f(x, y) = (x+ y + 1, x2 − y − 1)T

mit x, y ∈ IR. Man bestimme f(0, 0) und berechne damit näherungsweise
f(0.2, 0.1) unter Verwendung des vollständigen Differentials in (0, 0).

Anschließend berechne man den euklidischen Abstand zwischen f(0.2, 0.1) und
der Näherung.

Lösung:

a) (i) f(x, y) = x2 + y2 ⇒ (fx(x, y), fy(x, y)) = (2x, 2y), (x0, y0) = (−1,−1)

T1(x, y) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)
= 2− 2(x+ 1)− 2(y + 1)

(ii) MATLAB-Befehle für die Flächenplots:

>>ezgraph3(’surf’,’x’,’y’,’x^2+y^2’,[-3,1,-3,1])

>>hold

>>ezgraph3(’surf’,’x’,’y’,’2-2*(x+1+y+1)’,[-3,1,-3,1])
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Bild 11: f(x, y) = x2 + y2 und T1(x, y) = 2− 2(x+ 1)− 2(y + 1)

(iii) |f(1, 1)− T1(1, 1)| = |2− (2− 2(1 + 1)− 2(1 + 1)| = 8
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b) f(x, y) = (x+ y + 1, x2 − y − 1)T , (x0, y0) = (0, 0) ⇒ f(0, 0) = (1,−1)T

Für die Auswertung des vollständigen Differentials

df(x0, y0)(dx, dy) =
∂f

∂x
(x0, y0)dx+

∂f

∂y
(x0, y0)dy = Jf(x0, y0)

(
dx
dy

)
benötigt man (dx, dy) = (x− x0, y − y0) = (0.2, 0.1) und

Jf(x, y) =

(
f1,x(x, y) f1,y(x, y)
f2,x(x, y) f2,y(x, y)

)
=

(
1 1

2x −1

)
⇒ Jf(0, 0) =

(
1 1
0 −1

)

⇒ f(0.2, 0.1) ≈ g(0.2, 0.1) :=

(
1
−1

)
+

(
1 1
0 −1

)(
0.2
0.1

)
=

(
1.3
−1.1

)
f(0.2, 0.1) = (0.2 + 0.1 + 1, (0.2)2 − 0.1− 1)T = (1.3,−1.06)T

⇒ ||f(0.2, 0.1)− g(0.2, 0.1)|| =
∣∣∣∣∣∣∣∣( 1.3
−1.06

)
−
(

1.3
−1.1

)∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0.04

Taylor-Entwicklung:

Gegeben sei eine m-mal stetig partiell differenzierbare Funktion f : D ⊂ IRn → IR,
wobei D offen und konvex ist, m,n ∈ IN und x0 ∈ D . Dann heißt

Tm(x;x0) :=
m∑
j=0

1

j!

((
(x− x0)

T∇
)j
f
)

(x0)

Taylorpolynom m-ten Grades von f zum Entwicklungspunkt x0.

Dabei wird ∇ := (
∂

∂x1
, · · · , ∂

∂xn
)T als Nabla-Operator bezeichnet.

Satz von Taylor:

Ist f (m+ 1)-mal stetig partiell differenzierbar, so gilt für die Taylorentwicklung

f(x) = Tm(x;x0) +Rm(x;x0)

die folgende Restgliedformel nach Lagrange

Rm(x;x0) =
1

(m+ 1)!

((
(x− x0)

T∇
)(m+1)

f
)

(ξ) ,

dabei liegt ξ auf der Geraden zwischen x0 und x, es gilt also ξ = x0 + θ(x − x0)
mit 0 < θ < 1.
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Beispiele:

a) T2(x, y;x0, y0) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

+
1

2

(
fxx(x0, y0)(x− x0)2 + 2fxy(x0, y0)(x− x0)(y − y0)
+fyy(x0, y0)(y − y0)2)

R2(x, y;x0, y0) =
1

3!

(
fxxx(ξ1, ξ2)(x− x0)3 + 3fxxy(ξ1, ξ2)(x− x0)2(y − y0)

+3fxyy(ξ1, ξ2)(x− x0)(y − y0)2 + fyyy(ξ1, ξ2)(y − y0)3
)

b) T2(x, y, z;x0, y0, z0) = f(x0, y0, z0)

+fx(x0, y0, z0)(x− x0) + fy(x0, y0, z0)(y − y0) + fz(x0, y0, z0)(z − z0)

+
1

2

(
fxx(x0, y0, z0)(x− x0)2 + fyy(x0, y0, z0)(y − y0)2 + fzz(x0, y0, z0)(z − z0)2

+2fxy(x0, y0, z0)(x− x0)(y − y0) + 2fxz(x0, y0, z0)(x− x0)(z − z0)

+2fyz(x0, y0, z0)(y − y0)(z − z0))

c) T3(x, y;x0, y0) = f(x0, y0) + fx(x0, y0)(x− x0) + fy(x0, y0)(y − y0)

+
1

2

(
fxx(x0, y0)(x− x0)2 + 2fxy(x0, y0)(x− x0)(y − y0)
+fyy(x0, y0)(y − y0)2)

+
1

6

(
fxxx(x0, y0)(x− x0)3 + 3fxxy(x0, y0)(x− x0)2(y − y0)
+3fxyy(x0, y0)(x− x0)(y − y0)2 + fyyy(x0, y0)(y − y0)3)

R3(x, y;x0, y0) =
1

4!

(
fxxxx(ξ1, ξ2)(x− x0)4 + 4fxxxy(ξ1, ξ2)(x− x0)3(y − y0)

+6fxxyy(ξ1, ξ2)(x− x0)2(y − y0)2

+4fxyyy(ξ1, ξ2)(x− x0)(y − y0)3 + fyyyy(ξ1, ξ2)(y − y0)4)
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Aufgabe 12:

a) Man berechne das Taylor-Polynom 2.Grades der folgenden Funktion

f(x, y, z) = 1 + z + xy + x2(1− y)2 + (y + z)3

im Entwicklungspunkt (0, 0, 0).

b) Für die durch
f(x, y) = (x+ 1)2 + x sin(x+ y)

definierte Funktion berechne man das Taylor-Polynom 2. Grades zum Ent-
wicklungspunkt (x0, y0) = (0, π) und schätze den Fehler, der dadurch entsteht,
wenn man T2 anstelle von f im Punkt (x, y) = (π, π) verwendet, nach oben
ab.

Lösung:

a) f(x, y, z) = 1 + z + xy + x2(1− y)2 + (y + z)3 ⇒ f(0, 0, 0) = 1

fx(x, y, z) = y + 2x(1− y)2 ⇒ fx(0, 0, 0) = 0
fy(x, y, z) = x− 2x2(1− y) + 3(y + z)2 ⇒ fy(0, 0, 0) = 0
fz(x, y, z) = 1 + 3(y + z)2 ⇒ fy(0, 0, 0) = 1

fxx(x, y, z) = 2(1− y)2 ⇒ fxx(0, 0, 0) = 2
fxy(x, y, z) = 1− 4x(1− y) ⇒ fxy(0, 0, 0) = 1
fxz(x, y, z) = 0 ⇒ fxz(0, 0, 0) = 0
fyy(x, y, z) = 2x2 + 6(y + z) ⇒ fyy(0, 0, 0) = 0
fyz(x, y, z) = 6(y + z) ⇒ fyz(0, 0, 0) = 0
fzz(x, y, z) = 6(y + z) ⇒ fzz(0, 0, 0) = 0

⇒ T2(x, y, z; 0, 0, 0) = f(0, 0, 0) + fx(0, 0, 0)x+ fy(0, 0, 0)y + fz(0, 0, 0)z

+
1

2

(
fxx(0, 0, 0)x2 + fyy(0, 0, 0)y2 + fzz(0, 0, 0)z2

+2fxy(0, 0, 0)xy + 2fxz(0, 0, 0)xz + 2fyz(0, 0, 0)yz)

= 1 + z + xy + x2

Da der Entwicklungspunkt der Nullpunkt ist, wäre es einfacher gewesen das
Polynom auszumultiplizieren und die Terme oberhalb der quadratischen weg-
zulassen:

f(x, y, z) = 1 + z + xy + x2 − 2yx2 + x2y2 + y3 + 3y2z + 3yz2 + z3 .
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b)

f(x, y) = (x+ 1)2 + x sin(x+ y) ⇒ f (0, π) = 1
fx(x, y) = 2(x+ 1) + sin(x+ y) + x cos(x+ y) ⇒ fx (0, π) = 2
fy(x, y) = x cos(x+ y) ⇒ fy (0, π) = 0
fxx(x, y) = 2 + 2 cos(x+ y)− x sin(x+ y) ⇒ fxx (0, π) = 0
fxy(x, y) = cos(x+ y)− x sin(x+ y) ⇒ fxy (0, π) = −1
fyy(x, y) = −x sin(x+ y) ⇒ fyy (0, π) = 0

T2 (x, y; 0, π) = f (0, π) + fx (0, π)x+ fy (0, π) (y − π)

+
1

2
(fxx (0, π)x2 + 2fxy (0, π)x(y − π) + fyy (0, π) (y − π)2)

= 1 + 2x− x(y − π)

-2
0

x = x, y = y, z = 1 + 2  x-x ( y-π)

x

2
45

4

y

3

0

-5

-10

5

10

15

20

25

2

z

Bild 12: f und T2 in [−2, 4]× [2, 5]

Für die Fehlerabschätzung sind die dritten Ableitungen erforderlich

fxxx(x, y) = −x cos(x+ y)− 3 sin(x+ y)
fxxy(x, y) = −x cos(x+ y)− 2 sin(x+ y)
fxyy(x, y) = −x cos(x+ y)− sin(x+ y)
fyyy(x, y) = −x cos(x+ y).
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Die Fehlerabschätzung für (x, y) = (π, π) zieht mit θ ∈]0, 1[ ein (ξ1, ξ2) :=
(0, π) + θ((π, π) − (0, π)) = (θπ, π) nach sich. Es gilt also 0 < ξ1 < π und
ξ2 = π.

|f(π, π)− T2 (π, π; 0, π)| = |R2 (π, π; 0, π)|

=
1

3!

∣∣fxxx(ξ1, π) (π − 0)3 + 3fxxy(ξ1, π) (π − 0)2 · (π − π)

+3fxyy(ξ1, π) (π − 0) · (π − π)2 + fyyy(ξ1, π)(π − π)3|

=
1

3!
|fxxx(ξ1, π)| · |π|3 =

π3| − ξ1 cos(ξ1 + π)− 3 sin(ξ1 + π)|
6

≤ π3(| − ξ1| · | cos(ξ1 + π)|+ | − 3| · | sin(ξ1 + π)|)
6

≤ π3(| − ξ1|+ | − 3|)
6

≤ π3(π + 3)

6
= 31.7379...

Der tatsächliche Fehler lautet

|f(π, π)− T2 (π, π; 0, π)| =
∣∣(π + 1)2 − (1 + 2π)

∣∣ = 17.1527...−7.2831... = 9.8696...


