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Analysis 111

fur Studierende der Ingenieurwissenschaften

Horsaaliibung mit Beispielaufgaben zu Blatt 3

Differenzierbarkeit von Abbildungen:

Gegeben sei die Abbildung
f:DCR"—->R" und z~ f(x)

D offen, T = (331,.’172,,"' 7$n)T und .f = (f17f277“' 7fm)T-

Definition:

Eine Abbildung f heiit in &y € D (vollstandig,total) differenzierbar, falls es
eine lineare Abbildung £ : IR® — IR™ mit einer darstellenden Matrix A € IR(™™
gibt (d.h. £(x) = Ax), fir die gilt

(@) = Flao) + Ale —20) + k() mit lim e@l_

z-To ||z — ol

0.

£ heifit dann das (vollstandige,totale) Differential von f in x; und wird mit
df(xg) bezeichnet.

Definition:

Existieren alle partiellen Ableitungen der Komponenten von f und sind stetig, so
heiit f stetig partiell differenzierbar oder auch C''-Funktion in D.
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Satz:
Mit den obigen Bezeichnungen gilt:

a) Ist f total differenzierbar in @, so ist die df(x() darstellende Matrix A die
Jacobi- oder Funktionalmatrix oder Ableitung von f :

D) o )
A = f'(z0) = Df(x0) = J f(x0) = : :
01 oz,

b) Ist f total differenzierbar in xg, so ist f in x( stetig.

c) Ist f auf D stetig partiell differenzierbar, so ist f total differenzierbar auf D.

Aufgabe 9:

Gegeben sei die Funktion f : IR*? — IR mit
2y

flr,y) = Vr2+y?

falls (2,y) # (0,0)

0 Jfalls  (z,y) = (0,0)
a) Man zeichne die Funktion im Bereich [—1,1] x [—1,1].
b) Man iiberpriife, ob f stetig ist.
¢) Man berechne J f(z,y).
d) Man iiberpriife, ob f total differenzierbar ist.
Losung:

a) MATLAB-Befehl fiir den Flachenplot:

ezsurf (’2*x*xy/sqrt(x~2+y~2)’,[-1,1,-1,1])

2 x y/sqrt (x2+y?2)

Bild 9:  f(z,y) = ———2t—
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b) Als Komposition stetiger Funktionen ist f fir (z,y) # (0,0) stetig.
Mit 0 < (z — y)? = 2% — 22y + y*> = 22y < 22 + ¢ erhilt man:

. : 22y
0 < lim z,y)|= lim ———
T (zy)—(0,0) (@) (zy)=(0,0) /2?2 4 y?

% + y2
< lim ——= Ilim /22+9y?>=0.
(z.y)=(0,0) /22 +y2  (z9)—(0,0)

Also gilt  lim  f(x,y) = 0 = f(0,0). Damit ist f in IR? stetig.
(2,y)—(0,0)
c¢) Die Jacobi-Matrix J f(z,y) = (fz(x,v), fy(x,y)) lautet fir (z,y) # (0,0):

T — 293 223
f= (m2+y2)3/2’ (x2+y2)3/2

Fiir (z,y) = (0,0) erhélt man

£.(0,0) = lim f(1,0) = (0.0) _ ;) 0=0

h—0 h h—0

Analog berechnet man f,(0,0) = 0.
Also gilt J£(0,0) = (£2(0,0), ,(0,0)) = (0,0).

d) Fir (z,y) # (0,0) ist f eine C'-Funktion und damit total differenzierbar.

‘( 5 )‘ = /2% + y? erhilt man

‘ﬂ%w—f@m—Jﬂam(Z)‘:-ﬁ%;

Fiir (x0,y0) = (0,0) und mit

_ |22y
1G] TR
Y
- 11 o 1
Fir die Nullfolgen (x,,,y,) = | —, — ) und (Z,,9,) = | —, 0 ) berechnet man
n’'n n
2 2/n? 2T,1

T T 211 R L

Also existiert der folgende Grenzwert nicht

(z,9)—(0,0)

‘ﬂ%@—f&@—Jﬂaw(i)
| |

()]

Damit ist f in (x,y) = (0,0) nicht total differenzierbar .
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Differentiationsregeln von Abbildungen:

Linearitat:

Gegeben seien zwei Funktionen f,g : D C IR" — IR™, wobei D offen ist und
xo € D. Sind f und g in x, differenzierbar, dann ist auch die Linearkombination
af + fg mit «, 5 € R in x( differenzierbar.

Fiir die Jacobi-Matrix der Linearkombination gilt

J(af + Bg)(xo) = ad f(xo) + BIg(xo) -

Hintereinanderausfithrung von Funktionen:

Gegeben sei eine Funktion f : D € IR™ — IR* und eine Funktion g : £ C IR* — IR™.

Fir f(D) C E wird die Hintereinanderausfithrung von f und g erklart durch

gof:D—=R", @ (gof)(x):=g(f(z)).

J(x0)
IRk
f g
T go f g(f(mO))
R" > IR™

Satz: (Kettenregel)

Ist finxy € Dund g in y, := f(x) (total) differenzierbar, so ist go f in @, (total)
differenzierbar und es gilt

J(go f)(xo) = Jg(f(x0)) - J f(xo) -
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Aufgabe 10:

Man berechne die Jacobi-Matrix unter Verwendung der Kettenregel und direkt:

a) foof = f:IR? 7 R? 5 R
T r = ye 9
(y> > <s:x3 ) —  rcos(s?) .
b) g,09, = g: R? 9 IR? 9:  R3
; (rmsme ) L (e
Yy > 9 > e
v=u1 3
z usv
Losung:

a) Kettenregel:
st = (4 ) TR = (eos(s?) . —rssins?) )
Jf(xy) = J(fao fi)(@,y) =Jfo(f1(z,y) - T f1(z,y)
= (eosl@), —2pewan())- (15 5

= ( ye”cos(a®) — 6a°ye” sin(af) , e” cos(z) )

direkt:
FolFi(x,y) = Folr(z,y)), s(z,y)) = f(z,y) = ye” cos(a°)

= Jf(z,y) = (ye"cos(a®) — 62°ye” sin(2f) , e” cos(z®) )
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b) Kettenregel:

Jg,(z,y,2) = (

0 2zcos(2yz) 2ycos(2yz)

)

2x 0 0
-3 2
Jg,(u,v) = | 22ty ety
3uv u?
Jg(x7 Y, Z) = J(QQ © gl)(xa Y, Z) = JgZ(gl(xv Y, Z)) ’ ng(l‘a Y, Z)
-3 2
— 92e2 sin(2yz)+a? e2 sin(2yz)+a? . ( 20 2z CO%<2yZ) Qy CO%(ZUZ) )
3(sin(2yz))%z? (sin(2yz2))? .
4x —6z cos(2yz) —6y cos(2yz)
— 2re? sin(2yz) 42 4z COS(2yZ)€2 sin(2yz) 42 4y COS(2y2)62 sin(2yz) 42
27 sin®(2yz) 622z cos(2yz) sin?(2yz) 612y cos(2yz) sin?(2yz)
direkt:
22% — 3sin(2yz)
. 2
gZ(Ql(xa Y, Z)) = QQ(U(I7 Y, 2)7 U(I7 Y, Z)) = g(xa Y, Z) = 6281n(2yz)+$
sin®(2yz) - 22
dx —6z cos(2yz) —6y cos(2yz)
J'g — 23762 sin(2yz)+a:2 4z COS(2yZ>€2 sin(2yz)+:c2 4y COS(2yZ)€2 sin(2yz)+a:2

27 sin®(2y2)

6222 cos(2yz) sin®(2yz) 622y cos(2yz) sin?(2yz)
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Lineare Approximation und Tangentialebene:

Fiir differenzierbares f : D C IR" — IR™ mit « — f(x) heifit die lineare Funktion
g(x) = f(wo) + J f (o) (x — @)

lineare Approximation oder auch Tangentialabbildung von f in &y € D, denn

f(x) —g(x) = k(x) mit a:lgral: % =0.

Speziell fiir f : D C IR? — IR mit (x,y) ~ f(x,y) erhilt man die Tangentialebene
Ty im Punkt (zo,y0) € D

z=Ti(z,y) = f(x0,90) + fo(z0, 10)(x — o) + fy(T0,%0)(y — Yo)

oder in Parameterform

T To 1 0
y | = Yo + (z — o) 0 + (¥ — %) 1
z f (o, yo) fe (20, y0) fy(x()a ’yo)

Jacobi-Matrix und vollstandiges Differential:

Fiir die Abbildung f : D € R" - R™ und © — f(x) mit © = (21, 29,, -+ ,2,)7
und f = (f1, fo,,+, fm)? sei die Jacobi-Matrix von f folgendermafien darge-
stellt:
of1 ofi
8371 (330> (‘9&:” (wO)
. . of of
Tfw)=| = (@) e )
1 ox,,
o0xq 0 ox,, 0
Das vollstindige Differential von f in xy = (29, ,29)7 ist die lineare Abbil-
dung df(zo) : R" — R™, die die Differentiale dz; , --- , dz, der Koordinaten
folgendermaflen abbildet
0 0
(doy, -+, do,)T — df(xy)(dry, -+, dz,) = —f(azo) cdry + -+ ! (xo) - dzp,
8I1 a(L‘n
= Jf(xo) (x — o),
mit den Bezeichnungen: & —xo = (v, — 2%, -+ 2, — 29 = (day, -+ , dx,)T.

df(xo)(x—xo) gibt ndherungsweise die Funktionswertdnderung von f beim Wechsel
von &y zZu & an:

F(x) — f(zo) = df(xo)(x —xy) bzw. f(x)=g(x)= f(xo) + Jf(x0)(x —20) -



Analysis 111, K. Rothe, WiSe 2017/18, Horsaaliibung 3 (Beispielaufgaben 9-12) 8

Aufgabe 11:
a) Gegeben sei die Funktion f : IR* — IR mit f(z,y) = 2% + %
(i) Man bestimme die Tangentialebene T} (x,y) von f im Punkt
(w0, 90) = (=1, —1).
(i) Man zeichne f und die Tangentialebene 7} im Quadrat [—3,1] x [—3,1].
(iii) Man berechne den Abstand von f zu 77 im Punkt (1,1).

b) Gegeben sei das Vektorfeld
flay)=(@+y+la®—y-1)"
mit x,y € IR. Man bestimme f(0,0) und berechne damit ndherungsweise

£(0.2,0.1) unter Verwendung des vollstandigen Differentials in (0, 0).

Anschlieflend berechne man den euklidischen Abstand zwischen f(0.2,0.1) und
der Naherung.

Losung:

a) (1) f(x,y) = .TZ +y2 = (fx(x7y)7fy<x7y)) = (2%29); (x07y0) = (_]-7 _]-)
Tl(x7y) = f(x(]?y()) + f$(x07 yO)(ZE - IO) + fy($07y0)(y - yO)
=2-2x+1)—-2y+1)
(il) MATLAB-Befehle fiir die Flachenplots:
>>ezgraph3(’surf’,’x’,’y’,’x"2+y~2’,[-3,1,-3,1])
>>hold
>>ezgraph3(’surf’,’x’,’y’,’2-2x(x+1+y+1)’,[-3,1,-3,1])

X= X,y= Y,z= 2'2(X+1+y+1)

Bild 11:  f(z,y) =2 +4*> und Ty (z,y) =2 —2(z + 1) — 2(y + 1)

() |f(L1) -1, =2—(2-21+1)—2(1+1) =8
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b) f(x,y):(x—i—y—i—l,xQ—y—l)T, (x07y0):(070> = f(O,O)Z(l,—l)T

Fiir die Auswertung des vollstandigen Differentials

9 )
af (w0, yo) dr, dy) = 8_£(x0’y0)dx * 8_§(x07y0)dy = J f (20, Y0) ( ZZ )

bendtigt man  (dz,dy) = (x — x0,y — yo) = (0.2,0.1) und
_( ia@y) frylwy) Y _ (11 (11

= £(0.2,0.1) =~ g(0.2,0.1) := ( _} ) + ( (1) _} ) ( 8% > - ( —ﬁ )

£(0.2,0.1) = (0.2+0.1+1,(0.2)2 = 0.1 — )T = (1.3, —1.06)"

= [I£(0.2,0.1) — g(0.2,0.1)]| = H( L ) - ( Y )H —~ 0.04

Taylor-Entwicklung:

Gegeben sei eine m-mal stetig partiell differenzierbare Funktion f : D C IR" — IR,
wobei D offen und konvex ist, m,n € IN und xq € D . Dann heif3t

T ) = 3~ = (@~ 20)"9)' f) (o)
5=0
Taylorpolynom m-ten Grades von f zum Entwicklungspunkt x.

o9 .9
oxy Oz,

Dabei wird V := ( )T als Nabla-Operator bezeichnet.

Satz von Taylor:
Ist f (m—+1)-mal stetig partiell differenzierbar, so gilt fiir die Taylorentwicklung

die folgende Restgliedformel nach Lagrange

(@ 2)™9) "™ ) (),

dabei liegt & auf der Geraden zwischen xy und x, es gilt also & = xo + 0(x — x)
mit 0 <6 < 1.
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Beispiele:

a)  To(z,y;m0,90) = f(2o,40) + falzo, y0)(x — 20) + fy (70, %0) (¥ — %o)

‘ié (foe (20, 0)(x — 20) + 2fuy (20, Y0) (x — 20) (Y — ¥o)
+ fuy (0, Y0) (¥ — 10)?)
Ry(z,y;%0,90) = % (fra (1, &) (@ — 20)? + 3oy (&1, &) (x — 20)* (v — Yo)
+3fa:yy(517 §2) (7 — o) (y — y0)2 + fyyy(fl, §)(y — yo)g)

b) Tz(iC,y:Z;«Toayo,Zo) = f(fb'o,yo,zo)
+ f2 (0, Yo, 20) (x — x0) + fy(%, Yo, 20)(Y — Yo) + f(0, Y0, 20) (2 — 20)

+% (fm(ﬂﬁm Yo, Z0) (¥ — 20)% + fuy(T0, Y0, 20) (Y — Y0)® + f2=(0, 90, 20) (2 — 20)*
+2 fy (0, Yo, 20)(x — 20) (Y — Yo) + 2f2=(20, Yo, 20) (¥ — 0)(2 — 20)
+2 £y (0, Yo, 20) (¥ — v0) (2 — 20))

c) Ty(w,y;20,%0) = [f(zo,90) + falzo,90)(x — 20) + fy(20,%0) (¥ — Y0)

g (Faelw 90) (& — 20 + 2y 0, 90) & — 70) 3y — 90)
+fyy (20, 90) (Y = ¥0)?)

+é (fa:xz(x()a yo)(if - $0)3 + 3fxxy($07 yO)(x - $0)2<y - yO)

+3 fayy (%0, Yo) (2 — 20) (¥ — %0)* + Fyyy (0, %0) (¥ — %0)?)
R3(I, Y; Xo, yO) = % (fmmx:r(gla 52)(1; - I0)4 + 4f:pxmy(£1> 52)(«% - x0)3(y - fl/o)

+6fxfIJyy(€l> 62)(55 - xO)Z(y - yO)2

+4fa:yyy(§1a §2)(w — 20)(y — ?Jo)g + fyyyy(gl, &)y — 90)4)
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Aufgabe 12:

a) Man berechne das Taylor-Polynom 2.Grades der folgenden Funktion

fley,z) =1+z4+ay+2°(1—y)>+ (y+2)°

im Entwicklungspunkt (0,0, 0).

Fir die durch

f(z,y) = (x + 1) + wsin(z + y)

definierte Funktion berechne man das Taylor-Polynom 2. Grades zum Ent-
wicklungspunkt (z¢, yo) = (0, 7) und schétze den Fehler, der dadurch entsteht,
wenn man 7T, anstelle von f im Punkt (z,y) = (7, 7) verwendet, nach oben

ab.

Losung:

fley,2) =14+ z4+zy+2*1—y)*+ (y+2)?* = £(0,0,0)=1

fol@,y,2) =y +20(1 —y)? = f(0,0,0) =0
fo(z,y,2) =2 —22*(1 —y) + 3(y + 2)? = £,(0,0,0)=0
[z, y,2) =1+ 3(y + 2)* = f,(0,0,0) =1
fee(T,y, 2) = 2(1 — y)? =  f:2(0,0,0) =2
Joy(®,y,2) =1 —4x(1 —y) = f,y(0,0,0) =1
fuz(myy, 2) = = [:.(0,0,0)=0
fy(x,y,2) = 22° + 6(y + 2) = f,,(0,0,0) =0
fy=(z,y,2) = 6(y + 2) = f,2(0,0,0) =0
foe(2,,2) = 6(y + 2) = f..(0,0,0) =0

= Ty(z,y,2;0,0,0)

£(0,0,0) + £,(0,0,0)z + £,(0,0,0)y + f.(0,0,0)z

1
+3 (f22(0,0,0)2® + f,,(0,0,0)y* + f..(0,0,0)z>
+2£2,(0,0,0)zy + 2f,.(0,0,0)xz + 2f,.(0,0,0)y=z)

142+ a2y + 22

Da der Entwicklungspunkt der Nullpunkt ist, ware es einfacher gewesen das
Polynom auszumultiplizieren und die Terme oberhalb der quadratischen weg-

zulassen:

fl@y,2) =1+ z4+ay+a> —2y2®+2°y" +y° +3y°2 + 3y +2° .
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b)

SHEN
=R

8

J
f:}cy
fyy

K
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e
Cce e e

T2 (J?, Y; 07 7T>

(x4 1)® + zsin(z + y)

2(x + 1) +sin(z + y) + x cos(z + y)

z cos(z + y)

2+ 2cos(x +y) — xsin(z + y)

cos(z + y) — xsin(z + y)
—xsin(z + y)

25 |

20 J

15 4

Mk

W

\\\\\\\\\\\Q\\\\
NN

NMIHHTHHN
MMM
AR

MK
\\\\\\Q\\\\\\Q

\\\\\\\\

= f(0,m)=1

= fx (0777'):2
= f,(0,m)=0
= fu (0,m) =10
= fu (0,m) =—1
= fyu (0,m) =0

f((),7r)+fm(0,7r):p+fy(0,7r)(y—7r)

b U (0,7 2% 4 20y (0,7) 2y = ) + fyy (0,7) (g = m)?)

142z —z(y—m)

Xz X,y= V,z= 142 x-x(y-7)

Bild 12:

fund 75 in [—-2,
Fir die Fehlerabschatzung sind die dritten Ableitungen erforderlich

Joaz(,Y)

= —zcos(z+y
= —zcos(z+y
= —zcos(z+y
= —xcos(z+y

4] x [2,5]

) — 3sin(z + y)
) — 2sin(x + y)
; — sin(z + y)
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Die Fehlerabschitzung fiir (x,y) = (m,7) zieht mit 6 €]0,1[ ein (&,&) =
(0,m) + 6((m,7) — (0,7)) = (6m, ) nach sich. Es gilt also 0 < & < 7 und
§o =

‘f(ﬂ',ﬂ) - T2 (7T,7T;O,7T)’ = ‘RZ (7T,7T;0,7T)|

= % |fzxcfc(£1, 77) (7'(' — 0)3 + 3fzzy(fl, 71') (7‘( — ())2 . (ﬂ- _ ﬂ-)
3 fayy(§1,m) (1 = 0) - (T = 7)% + fypy (&1, ) (7 — 7))

— %‘fmzx(él;ﬂ')‘ = ™| — & cos(& +g) — 3sin(& 4 7))
(| — & - |cos(& +7)| + | — 3] - | sin(& + 7))
6
B -6l +]1=3) P +3)
6 G

<

= 31.7379...

<

Der tatsachliche Fehler lautet

|f(m,m) =Ty (m,m;0,7)| = |(x + 1)* = (1 + 27)| = 17.1527...—7.2831... = 9.8696...



