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Vektorwertige Folgen und Konvergenz
Folgen im IR"

Definition:

Unter einer Folge (ay), .y im IR" versteht man eine Abbildung der Form

N — IR"

Qa1
kE — a, =

Qn K

(ajk)N Wird als j.te Koordinatenfolge bezeichnet.

Beispiele fiir Normen im IR":  x := (2,29, ... ,xn)T € R"
lxlli = |zi] + [22| + -+ |z
llle = Vait+ai+--ta]
l|Z||oo = max{|z1],|z2],...,|zn|}

Definition:

Eine vektorwertige Folge (ay), .y konvergiert gegen den Grenzwert a € R",
wenn (||ay — al|), N eine Nullfolge ist, d.h. wenn klim llax — al] = 0 bzw.
— 00

k— . . . k—
llax — a|| == 0 gilt. Man schreibt dann auch khm a,=a oder a, > a.
—00

Normenaquivalenzsatz:

Je zwei Normen || - || und || - || im IR" sind dquivalent, d.h. es gibt zwei Konstanten
C1,C5 > 0, so dass fir alle x € IR" gilt:

Crllz|| <[l < Call]]

Folgerungen:

a) Konvergiert die Folge (ay), . im IR" bzgl. einer speziellen Norm gegen den
Grenzwert a € IR", so konvergiert sie auch gegen a in jeder anderen Norm.

b) Im IR™ konvergiert die Folge (a), . N genau dann, wenn alle n Koordinaten-
folgen konvergieren.

c¢) Im IR™ kann der Grenzwert einer Folge (ax), N koordinatenweise berechnet
werden.
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Aufgabe 1:

Man untersuche die Konvergenz der angegebenen Folgen

a)

n2/2n
a"_(l—i-l/n)’ neN

b) api1 = H):(( , n€Nund a; € R
) 1 ( Yn+1 (xn + yn)/\/g '
Tipp: Eine geeignete Norm erleichtert das Leben.
Losung:
a) Eine Folge im IR™ konvergiert genau dann, wenn die Koordinatenfolgen kon-
vergieren. Der Grenzwert lasst sich dann koordinatenweise berechnen.
Tp n? /2"
an = =
Yn 1+1/n
Zur Konvergenz der Koordinatenfolge x,, = n*/2":
1 4 1 9 16 ] 25 36
T1 = —., Lo = — = Lo = — = —_— = T == —. Tp = —
1 2 y L2 4 y 43 ] y L4 16 y 45 32 5 46 64
Zunéachst halten wir fest, dass z,, > 0 gilt.
Aufgrund der Entwicklung der ersten Folgenglieder vermuten wir, dass die
Folge ab n = 3 monoton fallt, d.h. es gilt z,, > 2,11, und beweisen dies direkt.
Fir n > 3 gilt
2<(n—12%=n*-2n+1 = 2n+1<n’.
Damit ergibt sich
m+1)2 n?2+2n+1 _n?+n?
Tp+1 = == S = Tn
2ntl 2.2n 2.2n
Damit konvergiert (z,). Dass der Grenzwert Null ist, kann einfach {iber
1"Hospital berechnet werden, soll hier jedoch nicht ausgefiihrt werden.
Fiir die zweite Koordinatenfolge gilt: ~ lim y, = lim (1+1/n) =1
n— o0 n— o0
Da beide Koordinatenfolgen konvergieren, konvergiert (a,,).
b) Im IR" sind die Normen || - ||1, || - ||2, || - || Aquivalent.

Daher sind Konvergenz und Grenzwert einer Folge normunabhéangig.



Analysis 111, K. Rothe, WiSe 2017/18, Horsaaliibung 1 (Beispielaufgaben 1-4) 4

Um die Konvergenz einer gegebenen Folge nachzuweisen, reicht es also aus, sie
in einer geeigneten Norm nachzuweisen.

Wir vermuten, dass
nlggo Ont1 = ,}LIEO ( Yn+1 ) N nlggo ( (o +12)/V3 ) 0=:a

gilt und versuchen die Konvergenz iiber die Definition, d.h.

lanr = all = [lan|| "= 0

nachzuweisen. Fiir die obigen Normen ergibt sich

|xn - yn| |xn + yn‘ 1
lanall = i < L (zal + 1gal + 20l + 9]
V3 V3 3
2 H<<2)2H L < <(2)n|| =
= B — a,n S —_— ani < PR < —_ a OO
NI V3 Hit NG Hit

{|xn_yn| |xn+yn| +|yn|

£
2 ) < et T
ﬁmax{|xn|,|yn|} = ﬁHanHoo (siehe oben)

lantalloe = max

VAN

2 2
l|@niille = \/( \/gy ) —1—( \/gy ) = %\/Qx%+2yfl

2
V2 2
= ﬁHanHz = 3 l|an—1]l2

2\" noo
= = — 0
( 3> la1][2

Also konvergiert a,, in der || - ||, Norm und damit in IR*.
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Definition:

a) Fir ¢y € IR" und r > 0 heifit

i)

KCCO,T = {a: S ]Rn | HQZ—CB()H < 7’}
offene und o
Kg,r ={x e R" |||z — x| <7}

abgeschlossene Kugelumgebung um x, mit Radius 7.
Beispiel: zp € R, K., ={r € R ||z —xo| <7} =|xg — 1,20 + 1.

< I —— 7 —
1

f 7o f

To—T To+T

Fiir eine Menge D C IR" heiit &y € D innerer Punkt von D, falls es eine
Kg,,» Umngebung von x, gibt, fiir die Kg,, C D gilt.

xo € IR" heifit Haufungspunkt einer Menge D, falls es fiir jede Ky,
Umgebung von x; mindestens einen Punkt & # xo mit & € Kg,, N D gibt.

x( heift Randpunkt von D, falls in jeder Kg,, Umgebung von @, sowohl
ein Punkt aus D liegt, als auch ein Punkt aus IR"\ D liegt.

Man bezeichnet mit D° die Menge der inneren Punkte, mit D’ die Menge
der Haufungspunkte und mit 0D die Menge der Randpunkt von D .

D C IR" heifit offen, wenn D = D’ gilt, d.h. D nur aus inneren Punkten
besteht.

D C IR" heifit abgeschlossen, wenn 0D C D gilt, d.h. D alle seine
Randpunkte enthélt.

D C IR" heifit beschrankt, wenn es eine Konstante C' > 0 gibt, so dass fiir
alle z € D gilt
||| < C.

D C IR" heifit kompakt, wenn D abgeschlossen und beschrankt ist.
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Aufgabe 2:

Man zeichne die folgenden Mengen und priife, ob sie offen, abgeschlossen, beschrankt
oder kompakt sind.

a)R—{(";) e R’
(1) e

T
c)P{ y | eR?| 2 +y*<4,0<2<4—-a2>—y% 5,

2] + Iy §2} |

x2+y2<1,x<y},

z

<
m
=
w

242 <17, 1<2<11

Losung:

a) |z +ly <2 & |z|<2-|y & |y-2<a<2—y

Bild 2 a) Raute R

R ist abgeschlossen, da alle Randpunkte zu R gehoren. R ist beschrankt und
damit dann auch kompakt.
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b)

-1 -0.75 -0.5 -0.25 0.25 0.5

~0.25

-0.5

Bild 2 b) Halbkreis H ohne Rand

H ist offen, da kein Randpunkt zu H gehort. H ist beschrankt.

¢) Der MATLAB-Plotbefehl lautet

ezgraph3(’surf’, ’r*xcos(t)’, ’r*sin(t)’,’4-r"2’,[0,2,0,2*pi])

X= rcos(t),y= rsin(t),z= 4-r2

Bild 2 ¢) Rotationsparaboloid P.

P ist abgeschlossen, da alle Randpunkte zu P gehoren. P ist beschrankt und
damit dann auch kompakt.
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10

Bild 2 d) elliptischer Zylinder Z

Z ist weder offen noch abgeschlossen, da nur die Randpunkte fiir 2 = 1 nicht
zu Z gehoren. Z ist beschrankt aber nicht kompakt.
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Kurven im IR"
Definition:
Eine stetig differenzierbare Abbildung

c:la,b) —» IR"
71(t)
t — c(t)= :
xn(t)

heiffit Kurve bzw. Parameterdarstellung einer Kurve. ¢ heifit der Parameter
und [a, b] das Parameterintervall.

c(a) = (z1(a),- - ,xn(a))T heift Anfangspunkt und
c(b) = (z1(b),- - ,xn(b))T Endpunkt der Kurve.

Gilt fiir alle t € [a,b] ¢(t) #0 & [|e(t)]| = /2(t) + -+ 32(t) > 0, so bezeichnet
man c auch als regulare oder glatte Kurve.

Beispiele fiir Parameterdarstellungen

a) Geradengleichung im IR"
c(t)=a+tr, telR
Ortsvektor: a, Richtungsvektor: r

Soll die Gerade durch die beiden Punkte a, b € IR" verlaufen, so kann r = b—a
gewahlt werden.

b) Schraubenlinie im IR?

cost
c(t)y=1| sint | , te€l0,6n],aclR.
t

ezplot3(’cos(t)’,’sin(t)’,’t’, [0,6%pi])

x= cos(t),y= sin(t),z= t

Bild Schraubenlinie ¢



Analysis 111, K. Rothe, WiSe 2017/18, Horsaaliibung 1 (Beispielaufgaben 1-4) 10

Definitionen:

a) Der Vektor

e
0 = @

heifit Tangenteneinheitsvektor der Kurve ¢ an der Parameterstelle ¢.

b) Die Bogenliange einer Kurve ¢ im Intervall [a, ] berechnet man durch

s(t) = / el dr (> 0).

Als Bogenelement bezeichnet man ds := ||¢(t)]| dt.

Die Parameterdarstellung der Tangentengleichung im Punkt c¢(¢) mit Parameter
A € IR, also die Geradengleichung in Orts- und Richtungsvektordarstellung, lautet

T()) = c(t) + A ().

Kurven im IR?

Wegen < t(t),t(t) >=1 = 2 < t(t),t(t) >= 0 stehen #(¢) und #(t) senkrecht
aufeineinander.

Damit erhélt man die zum Tangenteneinheitsvektor ¢(¢) senkrechten Vektoren der
Lange 1:

~ -

t
Hauptnormalenvektor n(t) := (t)

RO

Binormalenvektor b(t) := t(t) x n(t).

Definitionen:

a) Schmiegebene S an der Stelle ¢
S(A, ) =c(t) + At(t) + pn(t).

b) Kriimmungsvektor der Kurve an der Stelle ¢

tien-te ;
) Rt G I e A1)
ti—t s(t) — s(t) t1—t s(t1)=s() 5(t)

¢) Als Kriimmung der Kurve an der Stelle ¢ wird die Linge des dortigen
Kriimmungsvektors bezeichnet (beachte s(t) = ||¢(t)]]):

k0l
0= el
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Aufgabe 3:
Gegeben sei die Kurve c: [0,27] — IR® mit
2cost
c(t)=| 2sint
3

a) Man zeichne die Kurve c.

b) Man berechne fiir ¢ die Bogenldnge und gebe die Tangentengleichung im Punkt
t =m/2 an.

¢) Man berechne fiir ¢ den Tangenteneinheitsvektor, Hauptnormalenvektor und
Binormalenvektor.

d) Im Punkt t = 7/2 gebe man die Parameterform der Schmiegebene an und
berechne dort den Krimmungsvektor und die Krimmung.

Losung:
a) MATLAB-Plotbefehl

ezplot3(’2xcos(t)’,’2*sin(t)’,’3,[0,2*pi])

x= 2 cos(t),y= 2 sin(t),z= 3

Bild 3 Kreis ¢
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—2sint
b) ¢(t) = 2cost
0

Bogenelement:  ||¢(t)|| = v/(—2sint)? + (2cost)? = 2
2 2
Bogenldnge: s = / lle(T)|| dr = /2 dr = 4w
0 0
Tangentengleichung im Punkt ¢ = 7 /2:

0 -2
TA\) =c(n/2)+Ae(m/2) = 2 | +A 0
3 0
&(t) —2sint —sint
¢) Tangenteneinheitsvektor: #(t) := — =—| 2cost | = cost
ECTREA W .
. —cost
= t(t)=| —sint
0
= |[t(®)|| = /(= cost)2 + (—sint)2 =1
i(t) —cost
Hauptnormalenvektor: mn(t) := — = | —sint
£l 0

Binormalenvektor:
() €9 €3
b(t) =t(t) xn(t) =| —sint cost 0 |=
—cost —sint 0

d) Schmiegebene:

0 —1 0
S\ p)=c(n/2)+ At(r/2) +pun(n/2)=| 2 | +A 0 | +up —1
3 0 0
1 1 0
Krimmungsvektor: —_t(7/2) == —1
e =2 | )

Kriimmung: k(7/2) := [itGx/2) _ L .

le(x/2)] 2
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Funktionen

Definition:

Eine Funktion (oder Abbildung) f der reellen vektorwertigen Verdnderlichen
ist eine Vorschrift, die jedem Element & € D C IR" des Definitionsbereiches D
genau den Vektor f(z) € W C IR™ aus dem Wertebereich W zuordnet:

f:D — W
= (11,....,0,)7 = fl®)=(filze, ., 2n), s f(z1, .. 20))T .

Andere Bezeichnungen fiir D bzw. W sind Urbildbereich bzw. Bildbereich.
Spezialfalle

a)n=m=1 f:DCR—R,
reellwertige Funktion einer reellen Verdnderlichen

b) n=1m>1. f:DCR—R",
vektorwertige Funktion einer reellen Verénderlichen (Kurve)

c)n>1m=1 f:DCR"—=R,
reellwertige Funktion mehrerer reeller Veranderlicher

d)n>1,m>1:. f:DCR"—=R,
vektorwertige Funktion mehrerer reeller Veranderlicher

Hohenlinien: (Spezialfall einer Niveaumenge im IR")

Linien, auf denen f : IR? — IR konstant ist, also f(x,y) = konst! gilt.
Funktionsgraph von f: D C IR*> — IR: ('Fliche’ im IR?)
graph(f) == {(z,y,2)" € R* | (z,9) € D, 2 = f(x,y) }

Definition:

a) Sei f: D CIR" — IR eine reellwertige Funktion.

f heifit stetig in @y € D, wenn fiir alle vektorwertigen Folgen (x,,) € D\{xo}

mit lim @, = xq gilt
n—o0o

lim f(z,) = f(xo) -

n—o0

b) Sei f: D C IR" — IR™ eine vektorwertige Funktion.
f=(f1,..., fm) heifit stetig in &y € D, wenn fiir alle vektorwertigen Folgen
(x,) € D\{zo} mit lim x, = x, gilt
n—oo

lim f;(x,) = fi(xo), j=1,...m.

n—o0

Beispiele: elementare stetige Funktionen und deren Verkettung sind im Definiti-
onsbereich stetig.
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Analysis 111, K. Rothe, WiSe 2017/18,

Fir die Funktion

Aufgabe 4

R =R, (2,9) = f(z,y)

zeichne man den Funktionsgraphen und die Hohenlinien, dies sind Linien konstanter

y) € R?| f(z,y) = ¢} fiir ¢ € R. Man iiberpriife, ob

f stetig ist oder in eventuell vorhandenen Definitionsliicken stetig erganzt werden

kann.

Y

T

(

Hohe, d.h. von der Form {

y—x,

a) f(z,y)

22+ 12

b) f(x,y) =
c) flz,y) =y,
xd + oyt

Losung

ezgraph3(’surfc’,’x’,’y’,’y-x’,[-1,1,-1,1])

a) MATLAB-Plotbefehl
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:y—x

f(z,y)

Bild 4 a) Ebene:
f setzt sich aus Polynomen zusammen und ist damit stetig.

b) MATLAB-Plotbefehl

r’,[0,2,0,2*pi])

rxcos(t)’,’r*sin(t)’,’

) )
3

ezgraph3(’surfc

r

r sin(t), z

r cos(t),y

X =

=z
e
=
=
g
g
g
£
=
N
g -
~ -4 ~—
> 9 N
=] i
+ = I
~ a -
8 9 -
I %m UH
o5} -
= A =
_________“_ EE %
[T ~ 3 "
I - : >
IRy RS >
_______—_—_—_—____—_—_—____ﬁ\ﬁ\\“\\ S 2 < )
———————aﬁﬁﬁﬁﬁu\\\\\\ v = :X x
ﬁﬁﬁﬁaﬂéﬁwﬁ\\\ / S<jny: N
9””66” N/ = -
i\ o~ O
v g - B
Ty Z 5
o= [<b) [t N
m © L o
7 7 % M 1nnDa..
ST oo B g
ST A N
25 208
N +
= [
$E =
N
)
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Bild 4 ¢) Sattel: f(x,y) =y

f setzt sich aus Polynomen zusammen und ist damit stetig.

d) MATLAB-Plotbefehl

ezgraph3(’surfc’,’x’,’y’,’x"2/(x"2+y~2)’,[-1,1,-1,1])

X= X,y= Yy,z= x2/(x2+y2)

27785
XSS
0 SISO
SRR
SOSKS :“o

.
O “\‘
“ X ““ SIS
KEEISSIISER

%

x
x? 4+ y?’
f setzt sich aus stetigen Funktionen zusammen und ist bis auf die Nennernull-
stelle in (0,0) stetig.

Eine stetige Erganzung in (0,0) ist nicht méglich, denn fiir die Folgen

1 n—oo ]- n—oo
(—,o) = (0,0) und (0,—) = (0,0)
n n

Bild 4 d) f(z,y) = Definitionsliicke bei (z,y) = (0,0)

gilt
2
1 1
lim f (—,O) = lim (3—) = lm 1=1
(z,y)=(0,0)" \ 1 (x,y)—(0,0) (%) 4102  (2y—(00)
und
. 1 . 02 .
lim f10,-)= lm ———= lm 0=0.
(z.9)—(0,0) n @y)=00) 02 + ()" @y=00)

e) MATLAB-Plotbefehl

ezgraph3(’surfc’,’x’,’y’,’y 5/ (x"4+y"4)’,[-1,1,-1,1])
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2255
7%
742
5%
75550K)

42
N EEK.

¥y
zt 4yt
f setzt sich aus stetigen Funktionen zusammen und ist bis auf die Nennernull-
stelle in (0,0) stetig.

Bild 4 e) f(z,y) = Definitionsliicke bei (x,y) = (0,0)

f kann in (0, 0) stetig ergénzt werden durch f(0,0) = 0, denn

y° y?
lim x, = im |———|= lim _
(z,y)a(o,m'f (zy)l (z,y)—(0,0) | % + y4 (x,yH(o,o)'y' x4yt
4 4
< lim |y % = lim |y[=0.
(@y)—00) |zt 4y (@,9)—(0,0)




