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Aufgabe 1:

a) Berechnen Sie das Volumen des Körpers K ⊂ R
3 ,

K =











x

y

z





∣
∣
∣
∣
|x| ≤ 1, −(1 − x2) ≤ y ≤ 1− x2, 0 ≤ z ≤

(
1− x2 − y

)






.

b) Berechnen Sie das Integral
∫

D

(1− x2)d(x, y)

über dem Kreisring

D :=
{
(x, y)T ∈ R

2; 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4
}
.

Hinweis: cos2 φ =
1

2
(cos(2φ) + 1) .

Lösung zu Aufgabe 1)

a)

V =

∫

K

1 d(x, y) =

∫ 1

−1

∫ 1−x2

−(1−x2)

∫ 1−x2
−y

0

dzdy dx

=

∫ 1

−1

∫ 1−x2

−(1−x2)

(1− x2 − y) dy dx

=

∫ 1

−1

2(1− x2)2 −

[
1

2
y2
]1−x2

−(1−x2)

dx

= 2

[

x−
2

3
x3 +

1

5
x5

]1

−1

= 4

(

1−
2

3
+

1

5

)

=
32

15
. [3 Punkte]
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b)

∫

D

(1− x2)d(x, y) =

2∫

1

2π∫

0

(1− r2 cos2 ϕ)r dϕ dr

= 2π

2∫

1

r dr −

2∫

1

r3

2π∫

0

1

2

(
cos(2ϕ)
︸ ︷︷ ︸

liefert 0 da sin(2ϕ)
π-periodisch

+1
)
dϕ dr

= 3π − π

2∫

1

r3 dr = 3π − π ·
15

4
= −

3

4
π

Aufgabe 2:

Gegeben sei

R :=











x

y

z



 ∈ R
3 : 0 ≤ z ≤ 2, 0 ≤ x2 + y2 ≤ z2






,

und das Vektorfeld

f : R3 → R
3, f (x, y, z) =





x2y

−xy2

x2 + y2 + z2



 .

a) Berechnen Sie

∫

R

div f (x, y, z) d(x, y, z) .

b) R ist berandet durch ein ebenes Flächenstück D und ein gewölbtes Flächenstück M .
Geben Sie Parametrisierungen von D und M an und berechnen Sie den Fluß von f

durch D , also ∫

D

f · dO .

c) Wie groß ist nach a) und b) der Fluß durch den gewölbten Teil des Randes von R ,
also ∫

M

f · dO ?

Lösungsskizze:

a) div f (x, y, z) d(x, y, z) = 2xy − 2xy + 2z = 2z .

Parametrisierung von R :

0 ≤ z ≤ 2, x = r cos(φ), y = r sin(φ), 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ z. [1 Punkt]
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∫

R

div f(x, y, z) d(x, y, z) =

∫ 2

0

∫ 2π

0

∫ z

0

2z · r drdφ dz

= 2π

∫ 2

0

z
[
r2
]z

0
dz = 2π

[
z4

4

]2

0

= 8π . [2 Punkte]

b) Parametrisierung von M :

p(z, φ) = ( z cos(φ), z sin(φ), z)T , 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ 2 . [1 Punkt]

Parametrisierung von D :

p(r, φ) = ( r cos(φ), r sin(φ), 2)T , 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ r ≤ 2 . [1 Punkt]

dp

dr
=





cosφ
sinφ
0



 ,
dp

dφ
=





−r sin φ
r cosφ

0



 ,
dp

dr
×

dp

dφ
=





0
0
r



 . [2 Punkte]

<





0
0
r



 , f >= r · f3 = r(r2 + 4) . [1 Punkt]

∫

D

f · dO =

∫ 2

0

∫ 2π

0

r3 + 4r dφ dr = 2π

[
r4

4
+ 2r2

]2

0

= 24π. [1 Punkt]

c) Mit dem Satz von Gauß ergibt sich aus a) und b) [1 Punkt]

∫

M

f · dO =

∫

R

div f (x, y, z) d(x, y, z) −

∫

D

f (x, y, z) dO = 8π − 24π = −16π .
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