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Blatt 4, Priasenzaufgaben

Aufgabe 1:
Gegeben ist die Funktion

fiD=l3 %X

R
f(z,y) = 8cos(z +y) + sin(z —y) + 122y + 112* + 8y>.

— R

a) Besitzt f auf D ein Minimum und ein Maximum?

b) Bestimmen Sie eine Néherung fiir ein lokales Minimum der Funktion f auf D indem
Sie ein Minimum des Taylorpolynoms zweiten Grades T, von f mit dem Entwick-
lungspunkt (xo,%0)” = (0,0)” berechnen.

Hinweis: Sie brauchen fiir diese Aufgabe keine einzige Ableitung von f zu berechnen.
Benutzen Sie die Taylor-Reihen von Cosinus und Sinus.

c¢) Zeigen Sie mit Hilfe von Teil b), dass der minimale Wert von f auf dem dort angege-
benem Definitionsbereich nicht kleiner als 7.5 sein kann.

d) T, ist stetig auf D . Miisste man nicht auch ein Maximum von 75 finden?

e) Bestimmen Sie die globalen Extrema von T, auf D.

Loésungshinweise zu 1:

a) Da D abgeschlossen und beschrinkt ist, und f stetig ist, besitzt f auf D ein globales
Minimum und ein globales Maximum.

b) Die polynomialen Anteile von f werden exakt wieder gegeben. Wegen
cos(z) = 1 — 24 0(z4), sin(z) = 2+ 0(2%) ,
erhilt man ohne lange Rechnung der Ableitungen:
To(z,y) = 8 —4(z+y)? + (v —y) + 12zy + 112* + 8y
=841 —y+ T2* + 4wy + 497,

1
gradTo(z,y) = (Mdz+4y+1,8y+4r—1)" =0 = T=- Y=g

HTQ(yc,y):(lél4 ;1) 14>0AN14-8—4-4>0 = X\ >0, >0.

Im Punkt Py = (—%, 1%, )T liegt ein Minimum des Taylorpolynoms vor.
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c)

Die dritten Ableitungen haben alle die Form 8sin(z + y) £ cos(z — y). Alle dritten
Ableitungen sind also vom Betrag kleiner oder gleich 9. Es gilt daher

Bafe, )] < Z00 (1> _ 3

3! 4 16
Somit gilt
3 1 3 3 5 3 1
min, Ymin ZT min s min__ZT__a_ ——= =85 = =8-
F(@min, Ymin) 2 To(Tmin, Ymin) = 16 2 To(—50 16) — 16 32 16 32

Da T; stetig auf dem Kompaktum D ist, und es im Inneren von D kein Maximum
gibt, muss das Maximum auf dem Rand liegen.

Wir bestimmen Kandidaten fiir Extrema auf dem Rand von D. Im Inneren gibt es
nur das (lokale?) Minimum in F.

Man erhélt zum Beispiel fiir = = i

1 1 7
g(y) =T(=y) =8+ - —y+ — +y+4y°

4 4 16
Mit offensichtlichen Maxima in P := (1, £1) und Minimum in P; := (,0).
fir x = —i
1 1 7
=To(——,y) = 8— ——y+ — —y+4y°
92(y) = To(=7,y) 1Yt Yty
Wegen g4(y) = 8y —2 gibt es keine lokalen Extrema im Inneren des Intervalls [—7, 1] .

Mogliche Extremwerte liegen in den Eckpunkten Py5 = (—i, :Fi)

Firy="4 1 1 1
g3(x) I:Tg(l',—z) = 8—|—x+1—|—7x2—x—|—1

Mit offensichtlichen Maxima in P4 = (£ ) und Minimum in Ps := (0, —1).

1 _1
TR
Fir y = i
1
ga(z) = Ty(x, 1) = 8+ 2z + T2%.
Wegen gj(z) = 2+ 14z und , ¢gJ(x) = 14 kann es keine lokalen Maxima im Inneren
des Intervalls geben. In P; := (—%, i) liegt ein lokales Minimum von ¢4 vor.

Funktionswertevergleich liefert:

Ty(1,41) =Th(-1,-1) =8+ 2 und  Tp(—1,1) =8— &
Maximaler Funktionswert ist also 8 + 2. In Py = (3,£3)" und P = (—
liegen globale Maxima vor.

Oben hatten wir To(Zmin, Ymin) = 8 — 35—2 <8 — %6 . AuBlerdem rechnet man
Ty(Ps) =8+ 1+ & und Ty(Ps) =8+ 1 + 1, sowie Th(Pr) = 8.

Das globale Minimum liegt in (Zin, Ymin) = (—%, 1%, ).
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Aufgabe 2) (Klausur Prof. Hinze 2009)

Durch
F(z,y) = y2-x—y-exp(x+y)+2 =0

ist in der Umgebung von P,. = (—1,1) implizit eine Funktion y(z) definiert. Es gilt also
lokal
Fr,y) = 0= y=g(x), g(-1)=1.

Bestimmen Sie das Taylorpolynom ersten Grades der Funktion g(x) zum Entwicklungspunkt
Ty = —1.

Zusatz zur Klausuraufgabe: Berechnen Sie ¢'(—1) mittels impliziter Differentiation.
Losung zu Aufgabe 2)

F(z,y) = y* -z —y-exp(zr +y) +2 = 0 Nach denm Satz iiber implizite Funktionen

gilt
2
y* —yexp(z +y)
"(z) = —F,/F, = —
g () [y 2y — exp(r +y) — yexp(r +y)
1 —Texp(0
g(=1) = S
—2—1—1exp(0)

Ti(z;—1) = g(=1)+ ¢'(-1)(z+1) = 1.

Implizites Differenzieren

d
o Flay) = 20y x4y —y cexpr+y)—y-explr+y)- (1+y) = 0 =

0= =2¢'(=1) +1=y'(=1) -exp(0) —exp(0) - (1 +¢'(=1)) = —4y/'(-1).
Also ¢'(—1) = ¢'(—-1) = 0.
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