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Blatt 4, Hausaufgaben

Aufgabe 1: [2+6+2 Punkte]
Gegeben sei  F(x,y) := 42y + 8x1y> — 12 =0.
a) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen, dass F'(x,y) in der Néhe von
(0,%0)T := (1,1)T nach y aufgelost werden kann. Das heifit, dass es eine Funktion
g(z) mit g(1) =1 gibt, so dass in geeigneten Umgebungen von zy bzw. y, folgende

Aquivalenz gilt
F(z,y) =0 < y=g(z).

b) Berechnen Sie mit Hilfe der impliziten Differentiation das Taylorpolynom zweiten Gra-
des der Funktion ¢ aus Teil a) zum Entwicklungspunkt zo = 1. Verwenden Sie zur
Berechnung von 3”(1) bei Bedarf einen Taschenrechner.

Losungsskizze Aufgabe 1:

a) F(1,1)=0. Es gilt

F,(z,y) =42 + 242*y* = F,(1,1)=4+24# 0.

b)
2 4,3 dr /
F(z,y(z)) =42y + 82"y —12=0 = p F(z,y(z)) =0
F'(z,y(x)) = 8y + 42y + 322°y> + 24x*y*y’ = 0
Sxy + 32233 8y + 32z%y3
— ! = — = —
y(a) 4x? + 24x4y? dx + 24x3y? ()
F'(z,y(x)) = 8y + 8xy’ + 8xy’ + 4%y + 9622y + 1922°y*y/
+ 482ty (y')? + 24x*y*y” = 0 (xx)
8+ 32 10
Durch Einset =y =1 in (*) erhilt "M =—-——=——.
urch Einsetzen von z =y in (*) erhélt man /(1) 1421 -
Durch Einsetzen von z =y =1 und ¢ = =2 in (**) erhilt man
10 10 100
8= 16— +4y/(1) + 96— 192 — + 48— + 24/ (1) =0 = /(1) = 3.3994 -

Als Taylorpolynom ergibt sich also

Ty(:1) = y(1) /(D — 1) + 59" () =1 =1 = 2w — 1)+ 220 (g = 1)2.
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Aufgabe 2:

a) Zeigen Sie, dass durch die Losungsmenge des Gleichungssystems

il (z—1) + 0
cos(z — Yz
xysin(z)

in der Umgebung des Punktes P := (1,1,0)" eine glatte Kurve im R?® bestimmt wird.

Genauer: Zeigen Sie, dass es eine Funktion ¢ : = — (y,2) gibt, so dass in einer
Umgebung von P = (1,1,0)T

F(z,y,2) =0 < (y,2) = g(x), g(1)=(1,0)"
gilt.

b) LaBt sich nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Kurve nach jeder der Kompo-
nenten z,y oder z parametrisieren? Begriinden Sie Thre Antwort.

c) Bestimmen Sie die Parameterdarstellung der Tangente an die Kurve aus Teil a) im
Punkt P . In welchen Punkten schneidet die Tangente die Ebenen x =0 bzw. y =07

Losungsskizze Aufgabe 2: [3+2+44+41 Punkt]
a) F(1,1,0) = (0,0)T.

f—ysin(x—l)—i—yz cos(x — 1) + xz xy )

JF(z,y,2) = (2

ysin(z) xsin(z) xy cos(z)
1
JF1,1,00= (2 11
0 0 1
Wegen Rang JF, .(1,1,0) = Rang G) 11) = 2, kann man nach y, z auflésen. Nach

dem Satz iiber implizite Funktionen gibt es lokal eine C! Funktion
grwe (y,2), Flr,g(z))=0, g(1)=(1,0)"
Die Losungsmenge ist also eine glatte, nach x parametrisierbare Kurve.

b) Wie in a) zeigt man, dass lokal auch eine Funktion h(y) = (z(y), 2(y)) mit F(z(y),y, 2(y)) =
0 und h(1) = (1,0)T existiert.

Eine Auflosbarkeit nach x,y ist dagegen (zumindest) mit Hilfe des Satzs iiber implizite
Funktionen nicht begriindbar, denn

L
_ 2
JF,,(1,1,0) = (0 o>

ist singulér.
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c¢) Die Kurve und ihre Tangente sind gegeben durch

T 1
cz)=(yl@) |, Hul)=cl)+@-1)|y1)
z(x) Z(1)

wobel

gilt. Tangente:

1] +A] -2 Ac R.
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