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Analysis I1I
fiir Studierende der Ingenieurwissenschaften

Blatt 3, Hausaufgaben

Aufgabe 1: (3+3+4 Punkte)
Gegeben sei die Funktion f:R?* - R mit f(x):=—2* — y? + 22+ 2.

a) Geben Sie eine Gleichung fiir die Niveaufliche N po der Funktion f im Punkt x° =

(1,2,3)T an, und berechnen Sie den Gradienten von f in x?.

b) Berechnen Sie die Richtungsableitungen D 4,11 f( ) fiir j = 1,2,3,
ol = (1,1,D)7% v® = (1,1,0)%, ¥ = (1,0,0)T.

v U]
ol
eine Aufstiegs- oder Abstiegsrichtung handelt?

c¢) Berechnen Sie die Richtungsableitung D 4 f(x°) fir © = 1/v/17(0, —4,1)T. Handelt
es sich um eine Aufstiegs- oder Abstiegsrichtung?
Berechnen Sie den Funktionswert im Punkt x® + 2179 .
Ergibt sich da nicht ein Widerspruch?
Berechnen Sie nun den Funktionswert im Punkt x© + g v .
Erkldren Sie Ihre Ergebnisse.

. Konnen Sie fiir j = 1,2,3 entscheiden, ob es sich bei w ! um

und w ! =

Losung zu Aufgabe 1:

a) Auf der gesuchten Niveaufldche gilt
—? — P 4 204+ 2=-12 —22 +24+3=0.

Vfi(x,y,z)=(—2x+ 2, -2y, 1)T
Vf(1,2,3)=(0,—4,1)"

b) Dyuf(x®)=Vf(z")" L vl =0-4+1 <0 : Abstiegsrichtung.
Dyef(z?) = Vf(z°)"-

Dywef(x®) = Vf(x®)T-vB =0+0+0 =0 : Es kann eine Abstiegs- oder eine
Aufstiegsrichtung vorliegen oder eine Richtung, in der die Funktion konstant bleibt.

v =0—-4+0 <0 : Abstiegsrichtung.

S-Sl

Wir schauen etwas genauer hin:
fle’+ Az vP) - f(2%) = -1+ A2)?2 =22 +2(1 + Az) + +3 = —Az? <0

Es geht also ebenfalls abwérts.
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c)
L

Dyf(a’) = - Vf(a') =

Vi) Vi) =17

0 eine Aufstiegsrichtung ( sie ist sogar die Richtung des steilsten Anstiegs).

v istin x
f(x°4+2V/170) = f(1,-6,5) = —1 —36+2+5= —30.
Offensichtlich ist dieser Funktionswert kleiner als f(x%) =0.
f(2°+05V/17T0) = £(1,0,3.5) = 4.5 > f(x°) =0.

Des Riitsels Losung: Aussagen iiber Anstieg, Abstieg etc. sind i.d.R. nur lokale Aussa-
gen.

Das Bild zeigt die Niveauflichen der drei Punkte £°+0.5-v/17%, x°, °+2V17v .
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Aufgabe 2: (6+4 Punkte) Gegeben ist die Funktion
f(z,y,2) =2+ 22+ 9>+ "y cos(2) .
a) Berechnen Sie das Taylorpolynom zweiten Grades von f mit dem Entwicklungspunkt
o= (.1'0, Yo, ZO)T = (07 17 Tr)T

b) Zeigen Sie, dass fiir den Betrag des Restglieds Ry(z,y,2) = f(x,y,2) — Ta(z,y, 2)
folgende Abschéitzng gilt:

‘RQ(.%‘,Z/,Z” < 0.02 Vo = (xaya ) €R’: ”iB - wOHOO <0.I.

Losungshinweise zu 2:

a)
flr,y,z) =2+xz+ y2 + e’”y2 cos(z), f(0,1,m1) =2+ 1+ cos(m) =2.

fe =2z +e"y?cos(z), 00, 1,m) =7 —1
fy = 2y + 2ye” cos(z), fy(0,1,m)=2-2=0
f. =x — e"y?sin(2), £0,1,m1)=0-0=0
fee = €®y? cos(2), f2z(0,1,7) =
foy = 2"y cos(z), fay(0,1,7) =
for =1 — e®y?sin(z), J22(0,1,m) =1
fyy = 2+ 2€” cos(z), fw(0,1,1)=2-2=0
fy= = —2ye”sin(z), fy2(0,1,m) =0
for = —€"y% cos(z), f2(0,1,m)=1
Ty(r.y.2) = FO.L7) + £0. L7z —20) + 0,17y~ 0) + £.00.1,7)(z~ 20)
1 T — T
+ 5(x—xo,y—yo,z—zo)Hf(O,l,W) Y=Y
2 — 2
-1 -2 1 T
:2+:c(7r—1)+%(x,y—1,z—7r) -2 0 0] |ly—1

1 0 1 Z—T

=2y~ 1)+ (2 — )
(x,y—1,z—m) —2r
r+ (2 —m)

1
Ty(x,y, 2) :2+7T1'—:L‘+§

:2+7m:—x+%[—x2—2x(y—1)+x(z—7r)—2x(y—1)+x(z—7r)—|—(z—7r)2]

2 )2
:2—1—7m—:p—%—Qx(y—l)—i—x(z—w)—i—(Z QW)
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Alternativ rechnet man
T
Ty(z,y,2) = f(0,1,7) + gradf(0,1,7)" [y —1
Z—T
1
+ 5 (fa:m(oa 17 7T)(:E - 0)2 + Qfmy(oa 1a 77)(x - 0)(y - 1)
+2f22(0,1,7)(x = 0)(2 = 7) + fi (0,1, 7)(y — 1)°
+ 2fyz(0a 1, W)(y - 1)(2 - 7T) + fZZ(O, 1, 7T)(Z — 7T)2)
2 o \2
:2+7rx—x—%—2x(y—1)+x(z—7r)+7(z 27T>
Oder iiber Potenzreihen mit
1 2 x a? 2 2
cos(z) = —l4g(z—m)"+-- e =ltab oyt = (Y- 20y - DL
b)
frze = €7y? cos(2), | foza| < 1.12- €01
Jrwy = 2ye” cos(z), | fozyl < 2.2+ €01
frwz = —€"y?sin(2), | fows] < 112 €01
fxyy = 2e" COS(Z)’ |fzyy| < 201
fzyz = _261y SiIl(Z), |fzyz| S 2.2- 60'1
foze = —€"y? cos(z), | fooa] < 11201
fyyy =0,
fyyz = _2€m sin(z), ‘fyyz‘ S 260'1
fZZy = —2e"y cos(z), \fyzz\ <22. e0-1
fZZZ = ea:yQ sin(z), ‘fzzz‘ < 1.12- 60'1

Eine gemeinsame obere Schranke fiir die Betréage der dritten Ableitungen ist zum Beispiel
C:=44=22-4%° > 22.¢0% > 22.¢01,
Als Schranke fiir den Fehler erhélt man

33 27 9.2.2
R < =.C- — < .44-0.12 = /== < 0.02.

Abgabetermine: 21.11.- 25.11.2016 bzw. 28.11. - 2.12.2016.



