Fachbereich Mathematik der Universitidt Hamburg WiSe 2014/15
Prof. Dr. Armin Iske, Dr. Hanna Peywand Kiani

Analysis 111
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Blatt 5, Hausaufgaben

Aufgabe 1: (Klausur 2012/13, Oberle, Kiani)

Gesucht seien die Extrema der Funktion

f(z,y) = 21In (g) + z + by

unter der Nebenbedingung
g(z,y) = zy —1 =0.

a) Zeigen Sie, dass (wg,90)7 = (1,1)7 ein zulissiger, stationirer Punkt der Lagrange—

Funktion F' = f + Ag ist und iiberpriifen Sie die Regularitéitsbedingung im Punkt
(.%’0, yO)T = (17 1>T :

b) Untersuchen Sie den stationdren Punkt (zg,40)” = (1,1)7 auf seinen Typ hin. Stel-

len Sie dazu die Hesse-Matrix V2F(zg,yo; A) auf und iiberpriifen Sie deren Definitheit,
auf dem Tangentialraum T} (o, yo) -

Losungsskizze:
a) Esgilt g(1,1) = 1—1=0. Der Punkt (zo,%0)" = (1,1)7 ist also zuliissig. [1 Punkt]

Vg(z,y) = (i) — Vyg(1,1) = (}) . Die Regularitéitsbedingung ist also erfiillt.
[1 Punkt]

Fiir f rechnet man

1
Y
Vi(xy) == é = . [1 Punkte]
v
y
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Somit erhilt man fiir einen zuléssigen stationdren Punkt der Lagrange-Funktion das
Gleichungssystem:

2
F,=—-—+4+1+4+ XMy =0,

T

—2
Fy=— 45+ =0,
Y

g=zy —1=0. [1 Punkt]
Fir x = y= 1 also
2
Fx:i+1+>\:0<:>)\:—3,

-2
Fy:T+5+>\:0<:>/\:—3.
g=1—-1=0. [1 Punkt]

(1,1)T ist also ein stationirer Punkt der Lagrange-Funktion mit zugehorigem Multi-
plikator A = —3.

b) Es gilt :

-Z A 2 -3
HF(z,y;\) = | & — (- [1 Punkt]
» )\ % _3 2
d.h. HF(1,1;-3) ist indefinit (det HF(1,1;—3) = —13). [1 Punkt]
Tangentialraum:

v = (;) mit Vg(1,1)7 - (:;) =0=z+y=0. [1 Punkt]

Auf dem Tangentialraum:

(1,-1)V?F(1,1;-3) (_11) =(1,-1) (:g _23) (_11) = (1,—1)(_15) =6 > 0.

[1 Punkt]

d.h. die Hesse-Matrix HF'(1,1; —3) ist positiv definit auf dem Tangentialraum. Daher
liegt im Punkt (1,1) ein strenges lokales Minimum vor.
[1 Punkt]
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Aufgabe 2: Berechnen Sie die folgenden Integrale und skizzieren Sie die Integrationsberei-
che.

a)
//leff-yd(fv,y) mit Dy = [0,2] x [1,4].
b)
//DQld(x,y) mit DZ:{(‘;) eR?:|z| < 1, |y < |1_\/m|}
c)

// (x+3y+2)d(x,y) wobei Dy das Dreieck mit den Ecken (1,0), (4,1), (4,3) ist.
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Losungsskizze zu 2:

a) f(x,y) =z -y soll iiber das Rechteck [0,2] x [1,4] integriert werden.

/fxydm—//xydxdy
- 5] o=z -5]w

4
:/ udy = 4> — 17 = 15.
1



Analysis 111, A. Iske/P. Kiani, WiSe 2014/2015, Blatt 5H

[y mit 0y = { (4) € B sl < Lyl < 1 - VI

Es handelt sich um ein Normalbereich

—1<z<1,V]z|-1<y<1—+/|z

Die Funktion ist stetig. Das Integral existiert also.

1 p1—y/Jal 1 1 4
/ / 1dydx:/ 2—2\/|x\dx:2/ 2—2xdr = -.
~1 Jy/Jal-1 -1 0 3

c) /(x—I—By—I—Q)d:c
D
wobei D das Dreieck mit den Ecken (1,0), (4,1), (4,3) ist.
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-1
D: xell,4], %Sygx—l

4 z—1
/(3:+3y—|—2)d:13 :/ / (x+3y+2)dydx
D R

4 3 r—1
/ [(x+2)y + —yz] dx
1 27 Jext
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