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Blatt 4, Priasenzaufgaben

Aufgabe 1)

a) Gegeben ist die Funktion
g:R* = R, g(r,y) = w-arctan(y) + " ¥ — 1.

(i) Zeigen Sie, dass durch die Gleichung ¢(z,y) = 0 in der Umgebung des Punktes
(0,0)" implizit eine Funktion y = f(x) definiert wird, mit f(0) =0 und

g(r,y) = 0 <= y= f(z).

(ii) Berechnen Sie das Taylorpolynom ersten Grades von f mit Entwicklungspunkt
Ty = 0.

1
5, arctan(0) = 0.

Hinweise: (arctan(y)) = T
Yy

b) Durch die Gleichung
g(a,y,2) = (2* = 2¢™)2 +2 =0

wird in der Umgebung des Punktes Py := (0,0, 20)7 := (0,1,1)T ein Flichenstiick
im R? definiert.

Nach welcher(n) Variablen kann nach dem Satz tiber implizite Funktionen aufgelost
werden?

Bestimmen Sie die Tangentialebene an diese Fliche im Punkt (0,1,1)7.
Loésung:

a) (i)
Wert in (0, 0)7

g(x,y) := x-arctan(y) + ¥ — 1 0
9a(x,y) = arctan(y) + e™v 1
gy(x7y> = 1fy2 +€z+y 1

Es ist ¢,(0,0) = 1 # 0. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen 148t sich ¢
nach y auflosen.
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(ii) Implizites Differenzieren liefert:

g(x,y(x)) =0 = go+gy,-y' =0

b) Als Jacobi-Matrix von ¢ ergibt sich
Jg(z,y,2) = ((2x — 2ye™)z, —2xze™, a? —2e™)

und daher gilt Jg(0,1,1) = (—2,0, —-2).

% = —2 bzw. % = —2 sind als 1 x 1-Matrizen invertierbar.

Es gibt daher nach dem Satz iiber implizite Funktionen auf geeigneten Umgebungen
von Py Funktionen z(y,z) bzw. z(z,y) mit

2(1,1) =0 und g(z(y,2),y,2) =0
bzw. z(0,1) =1 und g¢(z,y, 2(z,y) =0.
Der Satz macht keine Aussage dariiber, ob lokal nach y aufgelost werden kann.

Der Gradient in einem Punkt der Fldche ist orthogonal zur Niveauflache g(z,y,z) =0
und zur Tangentialebene in diesem Punkt. Eine Parameterdarstellung der Tangential-
ebene ist zum Beispiel:

0 1 0
T={zcR::az=|1]+a| 0| +8|1]|.,0,8€R
1 —1 0

Alternativ ergibt sich die Tangentialebene aus:

go(x o) —x0) + gy(@o)(y —yo) + fo(xo)(z—2) = 0.

Im konkreten Fall also wegen ¢,(0,1,1) = 0 aus

Gz(To)(r —20) + g-(x0)(2 —20) = =20 —22+2= 0.
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Aufgabe 2:

Durch die Relation g(x,y) = z* — 22 + 9> = 0 ist eine Kurve im R? implizit gegeben.

Bestimmen Sie die Symmetrien dieser Kurve, die singuldren Punkte (4 Klassifikation) und
die Kurvenpunkte mit horizontaler bzw. vertikaler Tangente.

Losung zu 2:
Wegen g¢(z,y) = g(—z,y) = g(z,—y) = g(—z,—y) ist die Kurve symmetrisch zur
y— Achse, zur x— Achse und zum Ursprung.

i) Singulére Punkte:

ge(r,y) =42’ —20 =0 =2 =0V r==£5

gy(z,y) =2y =0 <= y=0

Kandidaten: P, = (8), P = (%), P, = (70%)

Fir Py gilt g(F) = 0. Es handelt sich also um einen singuléren Punkt.

Wegen ¢(Pis) = —i # 0 liegen die anderen zwei Kandidaten nicht auf der Kurve.

Zur Klassifikation des singularen Punktes P, berechnet man die zweiten Ableitungen:

Goz(m,y) = 1222 =2, gz, y) =0, gy (z,y) =2

-2 0
und die Hessematrix im singuldren Punkt: Hf(0,0) = ( 0 2) :

Da diese indefinit ist, handelt es sich um einen Doppelpunkt.
ii) Punkte mit horizontaler Tangente:Wir haben bereits oben berechnet
9:=0,9,#0 <= x = i% ANy #0.

Zu erfiillen bleibt noch g(+-5,y) = —3 + 3> =0

=

Damit erhdlt man die Punkte Ps4 = (E) und P4 = (;?)

iii)Punkte mit vertikaler Tangente:
Aus i) wissen wir g, =0 <= y = 0. Der Punkt muss auf der Kurve liegen,also:

- =2*(2*-1)=0<= =0 VvV z=+=+I
Der Punkt (8) ist ein singuldrer Punkt. Punkte mit vertikaler Tangente sind also Prg = (iol)

Koraf=0
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