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Blatt 2, Hausaufgaben

Aufgabe 1:
Berechnen Sie die Jacobi-Matrizen folgender Funktionen und deren Determinanten.

Fiir welche Werte der Variablen verschwinden die Determinanten der Jacobi-Matrizen?

(R — R3 (R® — R?
A [® a? +y? £ 4 fu u— 2v
y| — Ty v| = |u—2w
2 23 [ \w v+ w
f3 = fao f1
R x [0,27] — R2, a,be R
Ja oy
r = a-7r-coso
) b-r-sing
R — R, f5(t) = @(t,y(t))
f5 -

y R =R, & :R*> - R, &,y C?— Funktionen

Losungshinweise zu Aufgabe 1:

a) [Je 2 Punkte]
Jfi=ly =z 0 det Jf; = 3z2* - 2(2? — o).

Die Determinante verschwindet fiir z =0, oder 2z =0 oder y = +x.
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1 =2 0
Jfo(u,v) =1 0 —=2|,det Jfy=4.
0 1 1

Die Determinante verschwindet nie.

c)
20 — 2y 2y —2x 0

Jfs = Jfao(filz,y,2)) - Jfi(z,y,2) = 2x — 22° 2y —6z2

y+ 23 x 3xz?

det Jfgzdet Jfgdet Jf1:O<:> det JfQZO\/ det Jfle
<~ (r=0Vz=0Vy==x)

d) (Vgl. Vorlesungsfolie 46)
_ [acos¢ —arsing
Th = (bsingb brcosgzﬁ)

cos ¢ —rsingb) i ber

det Jfy = a-b-det (sirub rcos

Die Determinante verschwindet nur fiir » = 0 also im Ursprung.

0-() - () ) w

Jfs = J(@og):(ét be)-<y(1t)) =0, +P, -y

e)

Die Determinante (in diesem Fall die Ableitung selbst) verschwindet fiir

- Do %
dt P, '

Hinweis fiir Gruppenleiter: In DGL I werden gerade exakte Differentialgleichungen
besprochen. Dort benotigen wir die Ableitung von ®(¢, y(t)) nach ¢.
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Aufgabe 2:

a) Ein C!'-Vektorfeld f : D — R™ D C R" heiit quellenfrei, falls div f(x) =0,
fir alle @ € D gilt. Im Fall n = 3 heifit das Vektorfeld wirbelfrei, falls rot f () =10
fir alle ® € D gilt.

Gegeben sei das von einem Parameter a > 0 abhéingige Vektorfeld

TQoz TZa

T
f R*\{0} —R*® f(z,y) = (—_y,i> , r? =z 4%,

Fiir welche Parameter « ist das Vektorfeld quellenfrei?

Gibt esein a,sodass f (nach der iiblichen Einbettung im R3) wirbelfrei (rot f (z,y) =
0 <= (fo)z — (f1)y =0) wird?

b) Gegeben sei das Vektorfeld
fx,y,2)=(2* +y+4z, y* + 22+ 5z, 2 + 32+ 6y)"
Berechnen Sie die Ausdriicke
V(div f) bzw. rot(div f), bzw. rot (rot f)

falls diese definiert sind. Einer der Ausdriicke verschwindet fiir die vorgegebene Funk-
tion f identisch. Zeigen Sie mit Hilfe eines Gegenbeispiels, dass dieser Ausdruck nicht
fiir beliebige f identisch verschwinded.

Losungsskizze Aufgabe 2:

a) Sei u:= f1, v:= fo.Dann gilt divf = u, +v,.

—y(—a)(e? + y2) "2

Uy = (xz + y2)2a
~a(=a)@ +y*) 2y
Uy = (x2 + y2>2a

Das Vektorfeld ist fiir alle a > 0 quellenfrei. [2 Punkte]
Die iibliche Einbettung im R? liefert:

T
f:Rg\{O}HRga f(xvyaz) = (TTajTTa’()) ) 7"23:352‘4‘92'

und damit
0

rot f (z,y) = 0
U2 (2, ) — uy(z, y)
(22 + y?)* — za(a® + y?)* 122
r (:c2 4 y2)2a
—(@® +¥*)* +ya(a® +y*)* 2y
(22 + y2)%

uy:
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2 — 2«

2(1‘2 + y2>a _ Q(IQ + yZ)Oz(iCQ + y2)a71 -
(IL‘2 + y2)o¢ ’

rot f (z,y) = R

Die Rotation verschwindet also genau dann, wenn o« = 1 ist. [2 Punkte]

b) f(z,y,2) = (2 +y+4z, y* + 22 + 52, 22 + 32 + 6y)".

divf = 22 +2y+2z, V(divf) =(2,2,2)".[2 Punkte]

(f3)y - (f2)z 6—2 0
rot f = | (fi).—(f3) | =14—3], rot(rot f)= (0] .[2 Punkte]
(f2)z = (f1)y 5-1 0

rot(div f) ist nicht definiert. [1 Punkt]
Hier verschwindet zwar rot(rot f). Wie das folgende Beispiel zeigt, gilt das allerdings

nicht fiir beliebige f.

3
. Y . 0 . —6y
0| = rot f(z,y,2) = 0 = rot <rot f(x,y,z)) = 0 | .[1 Punkt]
2
0

—3y

0



