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Kapitel 1: Differentialrechnung mehrerer Variablen

1.1 Partielle Ableitungen
Im Folgenden sei

f(xz1,...,zn) eine skalare Funktion, die von n Variablen abhangt

Beispiel:

Die Zustandsgleichung eines idealen Gases lautet pV = RT.

Jede Grolde p, V und T' laldt sich als Funktion der anderen darstel-
len:

RT
= Vit) = —
p = p(V,t)=—

T
v = vip,T) =L
D




y
T = T(p,V) =2

Definition: Sei D c R"offen, f : D — R, x° € D.

1) f(x) heiBt in xO nach z; partiell differenzierbar, falls der

Grenzwert
0 A 0
O 0y = i T Fte) = FO)
axi t—0 t
— Ilm f(xt]?;...,33?+t;...,$n)—f(xt]?,...,x?,...,xn)
t—0 ¢

existiert. Dabei bezeichnet e; den i—ten Einheitsvektor.
Den Grenzwert nennt man die partielle Ableitung von f(x)
nach z; im Punkt x9.

2) Existieren fiir jeden Punkt x© die partiellen Ableitungen nach
jeder Variablen x;,7 = 1,...,n und sind diese stetige Funk-
tionen, so nennt man f(x) stetig partiell differenzierbar oder
eine C1-Funktion.




Beispiele:
1) Betrachte die Funktion
f(z1,22) = 27 + 23

Fiir einen Punkt xO € R? existieren beide partiellen Ableitungen
und diese sind auch stetig:

of
o0x1
Die Funktion ist also eine C1(IR2)—Funktion.

2) Die Funktion

of

XO) = 2$1, XO) = 2:62

f(z1,22) = x1 + |z2]

ist im Punkt x0 = (0, 0)7 partiell differenzierbar nach der Ko-
ordinate x1, aber die partielle Ableitung nach x, existiert im
Ursprung nicht!

Konkretes Beispiel:
Der Schalldruck einer 1—d Schallwelle ist gegeben durch

p(x,t) = Asin(ax — wt)

Die partielle Ableitung

0
P a4 cos(ax — wt)
ox
beschreibt zu einer festen Zeit ¢ die ortliche Anderungsrate des

Schalldrucks.
Die partielle Ableitung

Op = —wA cos(ax — wt)
ot
beschreibt fiir einen festen Ort « die zeitliche Anderung des Schall-

druckes.




Bemerkungen:

1) Sind f, g partiell nach x; differenzierbar, «, 6 € R, so gelten:

%(af(x)—l-ﬁg(X)) = <x>+6 o)
(100 9() = g—ai(x) 960+ 76 5560
dg
(X) _ 8:@ . f(X) ‘ afﬂi (X) 0
amz g(x)) g9(x)? B

2) Man verwendet auch andere Bezeichnungen:

D;if(x%)  oder  fz,(x°)

Definition: Sei f : D — R, D C R" offen, in einem Punkt x° € R
(nach allen Koordinaten) partiell differenzierbar.

1) Der Zeilenvektor
or

0y . 0 9f . o
Df(x”) := <8xl(x ),---,(%n(x ))
heilt die Ableitung von f(x) in x°.

2) Man schreibt auch als Spaltenvektor:

grad f(x%) = V#(x°) := (%(XO),.. ¥ ))

und bezeichnet dies als Gradient, den symbolischen Vektor

9 .1
Vi=(—...,—

als den Nabla—Operator.




Bemerkung: Seien f(x) und g(x) partiell differenzierbar auf D.
Dann gelten die folgenden Differentiationsregeln:

grad (af +B8g9) = a-gradf+ §-gradg
grad(f-g) = g-gradf+ f-gradg

1
grad (g) = g—z(g-gradf—f-gradg), g70

Beispiel:
1) Sei f(x,y) = e* - siny. Dann gilt:
grad f(z,y) = (* - siny, e® - cosy)! = e*(siny, cosy)’
2) Fur r(x) = ||x||2 gilt:

x X
r(x)  xll2

gradr(x) = (x #0)

Wichtige Beobachtung:

Eine nach allen Koordinaten partiell differenzierbare Funktion ist
NICHT unbedingt stetig!!!

Beispiel: Betrachte die Funktion f : R?2 — R definiert durch

flz,y) = (562’x-|-z2)2 fiur (z,y) # 0
0 . fur (z,y) =0

Die Funktion ist auf ganz R? partiell differenzierbar und

fz(0,0) = fy(0,0):O

o) = ¥ 4 Y
oz Y T @222 (212D

(z,y) # (0,0)

9




of . T ny
a—y(x,y) (@2 4 y2)2 — 4(3132 23 (z,y) #= (0,0)

Beispiel: (Fortsetzung)

Berechnung der partiellen Ableitungen im Punkt (z°,y9) = (0, 0):

t-0
L SR
0 t,0) — f(0,0 2 2)2
_f(070>= |imf(’) £(0,0) _ (t2+02) —0
ox t—0 t t
O-t 0
t) — 2 22
g(0,0) _ ”mf((),) £(0,0) _ (02 +¢2) _ 0
oy t—0 t t
Aber: Im Punkt (z9,49) = (0, 0) ist die Funktion nicht stetig:
1.1 1 2
TlleOOf(l’l): 1 1n 7ll 12:%2:%_)00
N R e
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Also gilt:
lim )f(a:,y) # f(0,0) =0

(z,y)—(0,0

Damit eine partiell differenzierbare Funktion auch stetig ist, benotigt
man zusatzliche Eigenschaften, z.B.

Alle partiellen Ableitungen sind beschrankt.

Satz:
Ist f : D — R, D C R" offen, in einer Umgebung von x0 € D

partiell differenzierbar, und sind die partiellen Ableitungen

, 1=
X

1,...,n, dort beschrinkt, so ist f(x) stetig in x°.

Bemerkung:

In unserem Beispiel sind die partiellen Ableitungen in einer Umge-
bung vom Punkt (z°,y9) = (0, 0) nicht beschrankt:

(z,y) # (0,0)

O S R
oz YV T @2+ D)2 (223

11




Beweis des Satzes:
Fir ||x — x%||co < &, € hinreichend klein, schreiben wir:

Fx) = () = (f(@1,- s 2p1,20) — f(@1,. ., 2n_1,29))

_I_ (f(xla S 7xn—17xrob) - f(xla cee 7wn—27x701—17w2))

_I_ (f(xlaxga" . 75679,) - f(xg_)a .. 73391))
Bei jeder Differenz auf der linken Seite, betrachten wir f als eine
Funktion einer Variablen, zum Beispiel

g(xn) - 9(37701) = f(wla cee 7$n—17$n) - f(CB]_, <. 7$n—17x2)

Da f partiell differenzierbar, ist g differenzierbar und es gilt der Mit-
telwertsatz:

g9(xn) — g(zp) = g'(én) (wn — =)
fur ein geeignetes &, zwischen x;, und x%.
12

Anwendung des MWS fur Funktionen einer Variablen auf jeden
Term der rechten Seite ergibt:

0
09— 169 = P w160 G- 2D)

In
0

+ ) f (x]_,...,xn_z,fn_]_,il?g)'(xn_]_—(132_1>
Ln—1
0

SR U B CORE)
x1

Sind die partiellen Ableitungen in der Umgebung ||x — x%|« < ¢
beschrankt, so gilt:

FGO) = f(O)] < Crlzy —af| + ... + Culen — a7
und damit ist f(x) stetig in x°, denn
f&x) — f(x%)  fir |x—x%j —0
13




Hohere Ableitungen

Definition:

Eine skalare Funktion f(x) sei auf einer offenen Menge D C R"
partiell differenzierbar. Sind die partiellen Ableitungen wiederum
partiell differenzierbar, so erhalt man die partiellen Ableitungen
zweiter Ordnung:

0%f o [of
Ox ;0x; T Ox; \ Ox;
Beispiel: Partielle Ableitungen zweiter Ordnung einer Funktion
f(z,y):
°f_ 9 (2 0°f _ 2 (2 0°f 9%
0z2 Oz \dz Oyox - Oy \Ozx ox0y  Oy?
14
Seinuniq,..., i, € {1,...,n}. Dann definiert man rekursiv

ak:f '_ o ak—lf
8$ikaxik_1 e 8$Z'l . 8$Zk 8:1:%_18:1:%_2 e 8£CZ'1




Definition: (Fortsetzung)

Die Funktion f(x) hei3t k—fach partiell differenzierbar, falls alle
Ableitungen der Ordnung k auf D existieren:

ok f

856%8:’3%_1 SN 8%

— D’L'kDikfl o e D’L]_f = flemzk

Sind all diese Ableitungen zudem stetig, so heildt die Funktion f(x)
k—fach stetig partiell differenzierbar oder auch C*—Funktion auf
D, k=1,2,3,....

Stetige Funktionen f(x) nennt man auch C°—Funktionen.

Beispiel: Gegeben sei die Funktion f(x1,...,zn) = ﬁ :1:%
i=1
Dann qilt:
onf _ 5
15
ACHTUNG:

Die Reihenfolge, in der die partiellen Ableitungen durchzuflhren
sind, ist

i. Allg. nicht beliebig vertauschbar!

Beispiel: Gegeben sei die Funktion

e
flay) = Wz 2 - fur(@y) #=(0,0)
0 . fur (z,y) = (0,0)
Man berechnet direkt
o [0f
fay(0,0) 0 (8:U< ’ ))

fyac(oa O)

|
‘QD RS
R
|2
VY
o
o
N
N———
|
_|_
'—\
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Satz: (Vertauschbarkeitssatz von Schwarz)

Ist f : D — R, D C R" offen, eine C2—Funktion, so gilt
firalles,5 € {1,...,n}:

o2 f °f
(z1,...,2n) =

Beweisidee:

(z1,...,2n)

Zweifache Anwendung des Mittelwertsatzes.

Folgerung:
Ist f(x) eine C*—Funktion, so kann man die Reihenfolge der Diffe-
rentiationen zur Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur k—ten
Ordnung beliebig vertauschen!

17

Beispiel: Gegeben sei die Funktion

f(z,y,2) = y2zsin(z3) + (coshy + 176“32),22
Zu berechnen ist die partielle Ableitung dritter Ordnung fzy ..
Die Reihenfolge der Ableitungen ist vertauschbar, da f € C3.
1) Leite zunachst nach z ab:
0

a_f = y2sin(23) + 2z(coshy + 17¢*)
z

2) Jetzt leiten wir f, nach x (damit fallt cosh y raus):

fonw = 9 <y2 sin(z3) + 2z(coshy + 17ef’52))
ox

= 3z?y? cos(x3) + 6812e”"
3) Fur die partielle Ableitung von f,; nach y erhalten wir:

fxyz = 6x2y COS(:I:3)
18




Der Laplace—Operator ist definiert durch

P
A= —
i=1 027

Fir eine skalare Funktion u(x) = u(xq,...,zy) ist also
" 92
Au=z 2=ux1x1+~~-+u$nl’n
i=1 97;

Bedeutung: Partielle Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung

uy = Au (Wellengleichung)
up = Au (Warmeleitungsgleichung)

Au = 0 (Laplace—Gleichung oder Potentialgleichung)

19

Vektorwertige Funktionen
Definition: Seif : D — R™, D C R" offen, eine vektorwertige
Funktion.

Die Funktion f heiRt partiell differenzierbar in x° € D, falls fiir alle
1 =1,...,n die Grenzwerte

a_f(xo) = lim f(x0 + te;) — £(x0)

xT; 0 t

existieren.
Die Berechnung erfolgt komponentenweise

0f1
ox;
of (XO) _ : ?
ox; O fm

8%2'

20




Definition:
Fur m = n nennt man die Funktion f : D — R" ein Vektorfeld auf

D. Ist jede Koordinatenfunktion f;(x) von f = (f1,..., fn)? eine
Ck—Funktion, so nennt man f ein C¥~Vektorfeld.

Beispiele fiir Vektorfelder:

e Geschwindigkeitsfelder von stromenden Flissigkeiten oder Ga-
sen,

e elektromagnetische Felder oder

e Temperaturgradienten in Festkorpern.

Definition:  Fur ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : D —
R™ definiert man die Divergenz durch

n .
divf(x°) := > Ofi

= ox;

(x?)

21

Andere Notationen:

divf(x) = VI f(x) = (V,f(x))




Bemerkung:
Es gelten die folgenden Rechenregeln:
div(af + 8g) = adivf 4+ Bdivg
div(p-f) = (Vp,f)+ pdivf
Bemerkung:
Ist f : D — R eine C2—Funktion, so gilt fiir den Laplace—Operator
Af =div(VYf)
Definition:

Fir partiell differenzierbares VektorfeldimR3,f : D — R3, D ¢ R3
offen, definiert man die Rotation durch

0fs Of2 0f1 Ofs 0fa 8f1>T| i

8:172 8:133, 3%3 8:1317 8%1 8:172

rot f(x°) := <

22

Andere Notationen:

e; ey e3
rot f(x) =V x f(x) = 821 822 823
fi f2 f3

Bemerkung:
Es gelten die folgenden Rechenregeln:

rot (af + 8g) = a«rotf 4 Grotg
rot(p-f) = (V) x4+ protf
Bemerkung:

Ist o : D — R, D C R3, eine C2—Funktion, so folgt aufgrund des
Vertauschbarkeitssatzes von Schwarz

rot (V) =0,

d.h. Gradientenfelder sind stets rotationsfrei.
23




1.2 Das volistandige Differential

Definition:

Sei D C R™ offen, x° € D und f : D — R™. Die Funktion f(x)
heilt differenzierbar in x° (oder vollstindig bzw. total differen-
zierbar), falls es eine lineare Abbildung

1(x,x9) ;= A - (x — x°)
mit einer Matrix A € R(m:n) gibt, fr die die Approximationseigen-
schaft
f(x) = f£(x°) + A (x—x%) +o(|x —x°|)
d.h.
_ 0y _ A.(x—x0
lim f(x) —f(x") — A (x—x")

x—x0 Ix — %O

=0

erflllt ist.
24

Bezeichnungen:

Man nennt die lineare Abbildung 1 das (vollstandige oder totale)
Differential von f(x) im Punkt x0 und bezeichnet 1 mit df (x°).

Die zugehorige Matrix A heift Jacobi—Matrix oder Funktionalma-
trix von f(x) im Punkt x© und wird mit J f(x©) (manchmal auch mit
Df (x9) oder f'(x9)) bezeichnet.

Bemerkung:

FUr m = n = 1 erhalten wir die aus Analysis | bekannte Beziehung

f(@) = f(xo) + f'(x0)(x — x0) + o]z — x0)
fur die Ableitung f’(xq) im Punkt z.

Bemerkung:

Im Fall einer skalaren Funktion (m = 1) ist A = a ein Zeilenvektor
und a(x — x9) ein Skalarprodukt (a”’, x — x9).
25




Satz: Seif: D — R™, x% c D c R"” D offen.
a) Ist f(x) in x0 differenzierbar, so ist f(x) auch stetig in x°.

b) Ist f(x) in xO differenzierbar, so ist das Differential und damit
auch die Jacobi—Matrix eindeutig bestimmt und es gilt

o 8
o CONE e COR RIS

J£(x0) = s : = :
%(XO) %(XO) D fm(x9)

c) Ist f(x) eine C1—Funktion auf D, so ist f(x) auf D (vollstandig)
differenzierbar.
Bemerkung:

Man beachte, dass differenzierbar hier vollstandig/total differen-
zierbar bedeutet.
26

Beweis von a):
Ist f in x© differenzierbar, so gilt nach Definition

lim f(x) — f(x°) — A (x —x9)

xx0 x =]

=0

Daraus folgt aber

lim_[|f(x) — fxD-A - x—xO| =0

X—X

und wir erhalten

IFG0) — £GP < If(x) — () — A - (x = x|+ |A - (x —x9)]|

— 0 fiir x — x°

Damit ist die Funktion f stetig im Punkt x°.

27




Beweis von b):
Seix =x0+te;, t| <e,i€{1,...,n}.
Da f im Punkt x° differenzierbar ist, folgt
_ 0y _ A . (x—xO
lim f(x) —f(x") — A (x—x")

XX I — x0lo0

=0

Wir schreiben nun
f(x) —f(x9) — A (x—x9) . f(x0 + te;) — f(x9) _ tAey
Ix — x0|o |t] 2]
t  [(f(x0 +te;) — £(x9)
= . — Aei
|t] t
— 0 (t — 0)

28

Daraus folgt

0 N 0
t—0 t

Ae; 1=1,...,n




Beispiel:

a) Betrachte die skalare Funktion f(z1,xo) = z1e2*2. Dann lau-
tet die Jacobi—Matrix:

Jf(z1,22) = Df(w1,20) = e2*2(1,221)
b) Betrachte die Funktion f : R3 — R2 definiert durch

f( ) _ [ *1x2T3
T %2 T3 = sin(:z;l + 2x5 + 3x3)

Die Jacobi—Matrix ergibt sich in der Form

of1 O0f1 0f1
Oxr1 Oxp Ox3 r2T3  X1T3  X1T2
Jf , , — =
(1,22, 23) Of> Of> 0Of> (cos$ 2coss 3COSS>

Ox1 Oxp Ox3
wobei s = x1 + 225 + 3z3.

29

Beispiele:
c) Seif(x) = Ax, A € R(™™) ynd x € R™. Dann gilt
Jf(x) = A VxeR"

d) Sei f(x) = xT'Ax = (x, Ax), A € R(") ynd x € R™. Dann
gilt

gxfi = (e;, Ax) + (x, Ae;)
= e;Ax + XTAei
= xU (AT + A)e;
Daraus folgt
Jf(x) =Dfx) =x" (AT +A)

30




Satz: (Differentiationsregeln)

1) Linearitit Sind f,g : D — R™ differenzierbar in x° € D, D
offen, so ist auch a f(x9) 4+ Bg(x9), «, 3 reell, differenzierbar
in x0 und es gilt

d(af +8g)(x?) = adf(x’) + Bdg(x?)
J(of +82)(x°) = aJf(x%) +8Ig(x")

2) Kettenregel Istf : D — R™ differenzierbar in x° € D, D
offen, undistg : E — RF differenzierbariny® = f(x%) € E C
R™, E offen, soist g o f ebenfalls in x° differenzierbar.

Fir die Differentiale gilt
d(g o )(x°) = dg(y®) 0 df(x°)
und analog fur die Jacobi—Matrizen
J(gof)(x%) = Jg(y?) - I (x?)
31

Beispiel: (zur Kettenregel)

Seih : I — R"™ I C R Intervall, eine in tg € I differenzierbare
Kurve mit Werten in D C R", D offen, und f : D — R eine in
x0 = h(tp) differenzierbare skalare Funktion.

Dann ist auch die Hintereinanderausflhrung

(foh)(@) = f(h1(D), ..., hn(t))
in tg differenzierbar, und fur die Ableitung gilt:
(f oh)'(to) Jf(h(to)) - Jh(to)

= Df(h(to)) - h'(to)

= 3 X (ht0)) - hutto)

k=1 (933k

32




Richtungsableitungen

Definition: Sei f : D — R, D C R" offen, x0 € D. Fir einen
Vektor v € R\ {0} heil’t

0 _ 0
e (x0) 1 fim {01 =1 0)
t—0 t
die Richtungsableitung (Gateaux—Ableitung) von f(x) in Rich-
tung v.

Beispiel: Sei f(z,y) = 22 4+ y2 und v = (1, 1)7. Dann gilt fiir
die Richtungsableitung in Richtung v:

2 2 .2 .2
lim (z+t)*+@W+t)s—zc—y

Dy f(a,y) = lim :
_ 2xt + t2 + 2yt + 2
=0 t
= 2(z+vy)
33
Bemerkung:

1) FUr v = e; ist die Richtungsableitung gerade die partielle Ab-
leitung nach z;:

0
Dy £(x%) = 91 (x0)
axi
2) Ist v ein Einheitsvektor, also ||v|| = 1, so beschreibt die Rich-
tungsableitung Dy f(x9) die Steigung von f(x) in Richtung v.

3) Ist f(x) in x9 differenzierbar, so existieren samtliche Richtungs-
ableitungen von f(x) in x0 und es gilt:

Dy f(x%) = grad f(x9) - v
Dies folgt aus Anwendung der Kettenregel fiir h(t) := x° + ¢v
d
Dy f(x9) = ﬁ(f o h)|;—o = grad f(x°) - '(0)

34




Satz: (Eigenschaften des Gradienten)
Sei f : D — R, D C R" offen, in x° € D differenzierbar.
1) Der Gradientenvektor grad f(x9) € R” steht senkrecht auf der
Niveaumenge
Ny :={x€ D : f(x) = f(x)}
Im Fall n = 2 nennt man die Niveaumengen auch Hohenlini-

en, im Fall n» = 3 heiRen die Niveaumengen auch Aquipoten-
tialflachen.

2) Der Gradient grad f(x9) gibt die Richtung des steilsten An-
stiegs von f(x) im Punkt x° an.

Beweisidee:

1) Anwendung der Kettenregel
35

2) Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Dy f(x%)| < |lgrad f(x%)||2




Krummlinige Koordinaten
Sei®: U — V, U,V C R" offen, eine C1-Abbildung, fiir die die
Jacobimatrix J®(u®) an jeder Stelle u® € U regular ist.

Weiter existiere die Umkehrabbildung ®~1 : V — U und sei eben-
falls
eine C1-Abbildung.

Dann definiert x = ®(u) eine Koordinatentransformation von den
Koordinaten u auf x.
Beispiel: Polarkoordinaten
Betrachte fir n = 2 die (Polar)Koordinaten u = (r, ) mitr > 0
und —m < ¢ < 7 und setze

x = 7rcCoSyp

y = rsSing
mit den kartesischen Koordinaten x = (z, y).

36

Umrechung von partiellen Ableitungen von u auf x

Zunachst gelten fir alle u € U mit x = ®(u) die folgenden Rela-
tionen:

& L(d(u) = u
JO (%) - J®d(n) = I, (Kettenregel)
Jelx) = (Je(u)
Seinun f : V — R eine gegebene Funktion und setze

fa) = f(@(w)

Dann folgt aus der Kettenregel:

37




mit
0P

oL G = () = Few)”

g7 =

Abkiirzende Schreibweise:

n

=

j=1 ‘Tj

8uz

Analog lassen sich die partiellen Ableitungen nach x; durch die par-
tiellen Ableitungen nach u; ausdricken:

0 n 0
AN R
a’EZ’ jgl Zj&uj
mit
(9;) =@ t=@e)T=geHT

Man erhalt diese Beziehungen durch Anwendung der Kettenregel
auf die Funktion ®—1.

38




Beispiel: (Polarkoordinaten)

Wir betrachten die Polarkoordinaten

<= B(u) = (rCOSgo)

rsin e

Dann berechnet man

__ [ cosp —rsing
J(I)(u)_< sinp rCOSgo)

und damit
1
COSp  Singp Cos —;Slngo

(9") = (9i5) = )
—rsSingy rCoSyp sing = cosp
r

39

Die Umrechnung der partiellen Ableitungen lautet:

3 = COS 2—lsin i
or SO@?“ r S084,0
0

— = sin g—l—lcos 3
oy 9087“ r 908@

Damit lasst sich etwa der Laplace—Operator auf Polarkoordinaten
umrechnen:

0% 5 0% sin(2p) 92 sin2p 82  sin(2p) &  sin2¢ 8

5 = COS* % — 5 >+ - <
ox or r  Ordy r< Oy r Oy r Or
3_2 — sin2y 02 n sin(2¢) 82 cos? p 92 sin(2p) 0 cos? p
Oy? or2 r  Ordy r2  0p2 r2 Oy r or

o2 52 H2 1 02 108

A = — - _ - =
Ox2 N oy2  Or2 N r2 002  r Or

40




Beispiel: (Kugelkoordinaten)
Wir betrachten die Kugelkoordinaten
r COS (p COS 6
x=®(u) = | rsinpcosé
rsin 6

Die Jacobi—Matrix ist dann gegeben durch:

COSpCO0SfH —rsinpcosfd —rcospsing
J®(u) = | sinpcosf rcospcosfh —rsinepsind
siné 0 r COS 0
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Partielle Ableitungen:

0 0 sing 0 1 .0

— = COSp COS— ————— — — COSp Sinf —

Ox or rcosf@dp r tolv)
1

9 = singy coseg—k cosY 2——sinc,osine2

oy or rcosfdp r 00

0

— sin@g—l—lcose2
0z or r 00

Laplace—Operator:

52 1 H2 1802 208 tand o

A = — —
or2 + r2C0s260 0p2 ' r2962 ' r Or r2 00
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1.3 Mittelwertsatze und Taylor-Entwicklungen

Mittelwertsatz: Sei f : D — R eine auf einer offenen Menge
D c R"™ differenzierbare, skalare Funktion. Ferner seien a,b € D
Punkte in D, so dass die Verbindungsstrecke

[a,b] ;== {a+t(b—a) : t€[0,1]}
ganzin D liegt.
Dann gibt es eine Zahl § € (0, 1) mit

f(b) — f(a) =grad f(a+ 6(b—a)) - (b—a)
Beweis: Wir setzen
h(t) ;= f(a+t(b—a))
Aus dem MWS fur eine Veranderliche folgt dann mit der Kettenregel
f(b) — f(a) = h(1) —h(0) =h'(6) - (1 -0)

= grad f(a+6(b—a))-(b—a)
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Bemerkung: Gilt die Bedingung [a, b] C D fiir alle Punkte a,b €
D, so heil’t die Menge D konvex.

Beispiel: (zum Mittelwertsatz)
Gegeben sei die skalare Funktion
f(z,y) :=cosxz + siny
Offensichtlich gilt
f(0,0) = f(n/2,7n/2) =1 = f(x/2,7/2) - f(0,0) =0

Nach dem Mittelwertsatz existiert ein 0 € (0, 1) mit

w2 w/2 \ _
it 0(73)) (72) =
In der Tat gilt diese Beziehung fur § = %
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ACHTUNG:

Der Mittelwertsatz fur mehrere Variablen gilt nur fur skalare
Funktionen!!!

Beispiel: Betrachte die vektorwertige Funktion

f(t) = ( ‘;‘I’rftt ) . te[o,7/2]
Nun gilt
0 1 -1
wm-ro=(2)-(3)=( 1)
und

?(03) (S-0) =5 (~nGm?)
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Die Vektoren auf der rechten Seite haben die Langen /2 bzw. 7/2
!




Satz: (Mittelwert—-Abschatzungssatz)
Die Funktion f : D — R™ sei differenzierbar auf der offenen Menge

D C R™. Ferner seien a, b Punkte in D mit [a,b] C D.
Dann existiert ein 0 € (0, 1) mit

[£(b) —f(a)ll2 < [[Jf(a+60(b—a)) - (b—a)|>
Beweis:

Anwendung des Mittelwertsatzes auf die skalare Funktion g(x) de-
finiert durch

g(x) := (f(b) — f(a)) " f(x)
Bemerkung:
Eine andere (abgeschwachte) Form der Mittelwert—Abschatzung ist
[£(b) —f(a)|| < geswo [JEENI - [[(b —a)]]
a)

wobei || - || eine beliebige Vektor— bzw. zugehorige Matrixnorm ist.
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Taylor-Entwicklungen fur skalare Funktionen mehrerer Variablen
Zunachst definieren wir einen sogenannten Multiindex o € Njj als
a:=(ag,...,an) € NJ

Weiter sei
la|l = a1+ ...+ an al i=aq! ... ap!

Ist f : D — R |a|-mal stetig differenzierbar, so setzen wir

olalf
D* =D{'D3?...Dg" =
172 " 83:?1 .0z

wobei D{" = D; ... D; und schreiben fir x = (z1,...,2n) € R"
—_———
a;—mal
x® 1= 2]t x52 . ahn
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Satz von Taylor:

Sei D C R" offen und konvex, f : D — R eine ¢™m+1_Funktion
und sei xg € D.

Dann gilt fur alle x € D die folgenden Entwicklung nach Taylor:

fx) = Tm(x;x0) + Rm(x;x0)

Tu(xixo) = 3 D00y
la|<m

Rnixg) = 3 DROTIXEXOD (e
|a|=m—+1 )

mit einem geeigneten 6 € (0, 1).
Beachte: Summation Uber || < mund |a| = m + 1.
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Herleitung der Taylorformel:
Wir definieren eine skalare Funktion einer Variablen ¢t € [0, 1] als

g(t) := f(xo + t(x —x0))
und berechnen die Taylor—Entwicklung um ¢t = 0.
Es qilt:
1
9(1) = g(0)+¢'(0)- (1-0)+ 5¢"(€) - (1-0)%,  £€(0,1)
Berechnung von ¢’(0):

d
g/(O) — dtf(xg_) + t(ZB]_ - CE%_)), xg + t(xQ - :1:8)7 ) xg + t(xn - m%))‘tzo

= D1f(x0)(z1 —29) + ...+ Dnf(x0)(zn — z3)
- ¥ Da;’;i(IXO)(X ~ x0)®
la|=1 '
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Taylor—Entwicklungum ¢t = 0

9(1) = 9(0) +4©O) + 50" + s (©, €€

Berechnung von ¢”’(0):

1//
~4"(0
2g()

L9 Fxo + tx = x0))h—o
(D117 (x0) 1 — 29 + D1 f(x0) (w1 — ) w2 — 29)

4+ ...+ D f(x0)(w; — a)(wj — 29 + ... +
+Dp-1,0f (%0) (-1 — 2 1) (@n — 2) + Danf (x0) (an — 2)°

DO{
2 ﬂ(x —x0)%  (Vertauschungssatz von Schwarz!)
a]=2
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Beweis der Taylor—Formel mittels vollstandiger Induktion!




Beispiel:
Berechne das Taylor—Polynom 75 (x; xg) zweiten Grades der Funk-
tion

f(z,y,2) =zy® sinz
zum Entwicklungspunkt (z,y, z) = (1,2,0)T.
Zur Berechnung von T5(x; xg) benotigen wir die partiellen Ablei-
tungen bis zur zweiten Ordnung.

Diese Ableitungen miissen am Punkt (z,y, z) = (1,2,0)% ausge-
wertet werden.

Als Ergebnis erhalt man T5(x; xg) in der Form
To(x;x0) = 4z(z +y — 2)
Berechnung auf Folie
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Beispiel:

Man berechne das Taylor—Polynom T5(x; xg) dritten Grades der
Funktion

f(z,y) = €Y coszx
zum Entwicklungpunkt xg = (0, 0)7"
1) unter Verwendung des Taylorschen Satzes,
2) unter Verwendung bekannter Reihenentwicklungen.

Berechnung auf Folie
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Bemerkung:

1) Das Restglied eine Taylor—Polynoms enthalt alle partiellen
Ableitungen der Ordnung (m + 1):

D% f(x 0(x — x
3 f(xo + 6( 0))

(x —x0)"
|a|=m—+1

Sind all diese Ableitungen in der Nahe von x beschrankt durch
C, so qilt die Restgliedabschatzung

nm—l—l
(m+ 1)!
Fir die Approximationsgiite des Taylor—Polynoms einer 11—

Funktion folgt daher

F(x) = Tin(x:x0) + O (|Ix — x0]™ 1)

| R (x;%0)| < C |Ix — xo|zt?
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Bemerkung: (Fortsetzung)

2) Man nennt die Matrix
fxlxl(XO) cee fxlxn(XO)
Hf(xq) = : 1
frnz1(X0) -+ fonen(X0)
die Hesse—Matrix von f(x) im Punkt xg.

Hesse—Matrix = Jacobi—Matrix des Gradienten V f

Die Taylor—Entwicklung einer C3—Funktion lautet daher

f(x) = f(xo)+ grad f(x0)(x — o) + ;(X —x0) T Hf(x0) (x — x0)

+O(|lx — x0[1)
Die Hesse—Matrix einer C2—Funktion ist symmetrisch.
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Kapitel 2: Anwendung der Differentialrechnung mehrerer Va-
riablen

2.1 Extrema von Funktionen mehrerer Variablen
Definition: Sei f : D — R, D c R, x0 € D.

1) f(x) hat in x° ein globales Maximum, falls gilt:

vxeD : f(x) <)
2) f(x) hatin x9 ein strenges globales Maximum, falls gilt:
vx e D\ {x% 1 f(x) < f(x")
3) f(x) hatin x9 ein lokales Maximum, falls es ein ¢ gibt mit:
vxeD : [x—x°<e = f(x)<fK)
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4) f(x) hatin x° ein strenges lokales Maximum, falls es ein ¢
gibt mit:

vxeD : 0<|x—x"<e = f(x)< f(x°)

Analoge Definitionen fur minimale Werte (siehe Analysis I)




Satz: (Notwendige Bedingungl)

Besitzt f(x) mit f € C2 in einem Punkt x° € D9 ein lokales Extre-
mum (Minimum oder Maximum), so gilt grad f(x°) = (0,...,0)T.

Beweis:

Fur ein beliebiges v € R", v % 0 ist die Funktion

p(t) 1= f(x0 +tv)

in einer Umgebung von t° = 0 stetig differenzierbar.

Gleichzeitig hat » () bei tO = 0 ein lokales Extremum. Damit folgt:

¢'(0) =grad f(x°)v=0

Da dies fur alle v # 0 qilt, folgt die Bedingung:

grad f(x°) = (0,...,0)T
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Bemerkung:

1)

Die Bedingung grad f(x9) = (0, ...,0)T definiert gewdhnlich
ein nichtlineares Gleichungssystem zur Berechnung von x =
x0, wobei n

Gleichungen fur n Unbekannte gegeben sind.

Die Punkte x0 € DO mit grad f(x°) = (0, ...,0)T nennt man
stationare Punkte von f(x). Stationare Punkte sind nicht im-
mer lokale Extremwerte. Zum Beispiel besitzt die Funktion

flz,y) =22 —y?

den Gradienten
grad f(z,y) = 2(x, —y)

und hat daher nur einen stationéren Punkt x0 = (0, 0)7, dieser
ist jedoch ein Sattelpunkt von f(x).
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Satz: (Klassifikation stationarer Punkte)
Sei f(x) eine C2—Funktion auf D9 und x° € DO ein stationarer
Punkt von f(x), d.h. grad f(x°) = (0,...,0)T.
1) Notwendige Bedingung Il
Ist xO ein lokales Extremum von f(x), so gilt:

x9 lokales Minimum = H f(x9) positiv semidefinit
x0 lokales Maximum = H f(x°) negativ semidefinit

2) Hinreichende Bedingung
Ist H f(x°) positiv definit (bzw. negativ definit), so ist x° ein
strenges
lokales Minimum (bzw. Maximum) von f(x).
Ist H £(x°) indefinit, so ist x° ein Sattelpunkt, d.h. es gibt in
jeder
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Umgebung von x° Punkte x! und x2 mit

Fx) < F(x0) < £(x?)




Beweis: (zu Teil 1) )

Sei x9 ein lokales Minimum. Fiir v = 0 und & > O hinreichend klein
folgt aus der Taylor—Formel

(1) FGO+ev) = [0 = (V) TH f° 4 6ev) (ev) > 0

mit0 = 0(e,v) € (0, 1).

Der Gradient in der Taylorentwicklung entfillt, da grad f(x°) =
(0,...,0)7T gilt.

Wegen (1) gilt auch

(2) vIH £(x° 4 0ev)v > 0

Da f(x) eine C2—Funktion ist, ist die Hesse—Matrix eine stetige
Abbildung. Im Grenzwert ¢ — 0 folgt daher aus (2)

vIH f(x%)v >0
d.h. H 7 (x9) ist positiv semidefinit.
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Beweis: (zu Teil 2) )

Ist H £(x°) positiv definit, so ist H f(x) ebenfalls in einer hinrei-
chend kleinen Umgebung x € K-(x%) c D positiv definit.
Dies folgt aus der Stetigkeit der zweiten partiellen Ableitungen.

Fir x € K:(x9), x # x9 gilt damit

FOO =16 = S0 xOTH GO +00x —x2)) (x — x%)
> 0
mit 0 € (0,1), d.h. f(x) hatin x0 ein strenges lokales Minimum.

Ist H f(x°) indefinit, so existieren zu Eigenwerten von H f(x°)
mit verschiedenen Vorzeichen gewisse Eigenvektoren v, w mit (zum
Beispiel)

VTHf(xO)V >0 WTHf(xO)w <0
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Analog zu Teil 1) sieht man dann, dass €1, > > O existieren mit

FOO+ev) = 1) = (V)T HI O + 01ev) (ev) > 0

fir alle e € (0,e1) und

1
f(x% +ew) — £(x9) = 2(5W)T Hf(x° 4 01ew) (ew) < O
fir alle e € (0,¢e5).
Damit ist gezeigt, dass x° ein Sattelpunkt von f(x) ist.

Bemerkung: (Geometrische Interpretation)

Die Hesse—Matrix kann positive und negative Eigenwerte besitzen.
Die zugehorigen Eigenvektoren geben dabei diejenigen Richtungen
an, in denen die Funktion wachst beziehungsweise fallt.
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Bemerkung:

1) Ein stationarer Punkt x° mitdet Hf (x%) = 0 heilt ausgeartet.
Die Hesse—Matrix besitzt dann einen Eigenwert A = 0.
Ist xO nicht ausgeartet, so existieren genau drei Falle:

Alle Eigenwerte > 0 = x0 ist strenges lokales Minimum
Alle Eigenwerte < 0 = xY ist strenges lokales Maximum
J Eigenwerte A1 - Ao <0 = x0 Sattelpunkt

2) Es gelten die folgenden Implikationen:

x9 lokales Minimum < x0 strenges lokales Minimum

U f
H7(x9) positiv semidefinit <« H7(x9) positiv definit
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Bemerkung: (Fortsetzung)
3) Ist f(x) eine C3—Funktion, x° ein stationdrer Punkt von f(x)
und Hf(x°) positiv definit, so gilt die Abschatzung:
(x = xDTHF(x) (x = x%) > A - [x = x|
wobei \,,;, den kleinsten Eigenwert der Hesse—Matrix be-
zeichnet.
Nach dem Satz von Taylor gilt dann:

1

FO) = FO) = D dminllx = X712 4 Ra(x; x%)
Amin
> fx—xO)2 (220"~ cx - <)

mit einer geeigneten Konstanten C' > 0.

In der N&he von x° wéchst f(x) also mindestens quadratisch
mit dem Abstand von x©.
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Beispiel: Wir betrachten die Funktion

fz,y) == y?(x — 1) + 2%(z + 1)

und suchen die stationaren Punkte:

grad f(z,y) = (v° + =(3z +2), 2y(z — 1))
Die Bedingung grad f(z, y) = (0, 0)7 liefert die beiden stationaren

Punkte
o_ (0O 1_ [ —2/3
“=(5) ==

Die Hesse—Matrizen an den Stellen x° und x! lauten

on _ [ 2 0] 1N _ [ —2 0]
Die Matrix H f(x°) ist indefinit, also ist x© ein Sattelpunkt, H f(x!)
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ist negativ definit, also ist x1 ein strenges lokales Maximum von

f(x).

2.2 Implizit definierte Funktionen
Untersuche die Losungsmengen von nichtlinearen Gleichungssy-
stemen der Form

g(x) =0

mitg : D — R™, D C R", d.h. wir betrachten m Gleichungen fur n
Unbekannte.

Insbesondere gelte:
m<n

d.h. wir haben weniger Gleichungen als Unbekannte.

Man nennt dann das Gleichungssystem unterbestimmt und die
Losungsmenge G C R™ enthalt gewohnlich unendlich viele Punkte.
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Frage: Kann man das System g(x) = 0 nach bestimmten Un-

bekannten, zum Beispiel den letzten m Variablen z,,_,, 1 1,...,xn,
auflosen? Existiert eine Funktion f(xz1, ..., xy—ym) mit
Tpn—m+41
gx)=0 <« 5 = f(z1, .., Tn—m)
In

Auflosen bedeutet also die letzten m Variablen durch die ersten
n — m Variablen zu beschreiben.

Weitere Frage: Nach welchen m Variablen lasst sich das Glei-
chungssystem auflosen? Ist die Auflosung global auf dem Definiti-
onsbereich D mdglich oder nur lokal auf einer Teilmenge D C D?

Geometrische Interpretation:
Die Losungsmenge G von g(x) = 0 lasst sich (zumindest lokal) als
Graph einer Funktion f darstellen.
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Beispiel:
Die Kreisgleichung

gz y) =a"+y*-r*=0 (r>0)
definiert ein unterbestimmes nichtlineares Gleichungssystem.
Wir haben zwei Unbekannte (z, y), aber nur eine Gleichung.

Die Kreisgleichung lasst sich lokal auflosen und definiert dabei die
folgenden vier Funktionen:

y = r2—$2, —r<z<r

y = — 7“2—:102, —r<zxz<r

r = r2—y2, —r<y<r
2 2
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Beispiel:
Sei g(x) eine affin—lineare Funktion, d.h.
g(x) =Cx+b, Ce R(mn)  p e R™

Wir spalten die Variablen x in zwei Vektoren auf

x(1) = (z1,...,Tn-m)! € R*™

x(2) = (Tp—ma1>--- ,zn)! € R"
Aufspaltung der Matrix C ergibt die Darstellung

g(x) = Bx(1) + Ax(2) +b

mit B € R(m:n—m) A ¢ R(mm),

Das Gleichungssystem g(x) = 0 ist genau dann nach den Varia-
blen x(2) (eindeutig) auflésbar, falls A regular ist:

gx)=0 < x@ = _A1Bx(D +b)
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Beispiel: (Fortsetzung)

Wie kann man die Matrix A in Abhangigkeit von g schreiben? Aus
der Darstellung

g(x) = Bx(1) -+ Ax(2) +b

erkennt man direkt, dass

_ 98 . (1) (2
A—aX(Q)(X ,X\)

gilt, d.h. A ist die Jacobi-Matrix der Abbildung x(2) —
g(x(1), x(2)) fur festes x (11

Auflosbarkeit ist also moglich, falls die Jacobi—Matrix regular ist.

Dies fuhrt auf den

Satz uber implizite Funktionen
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Satz uber implizite Funktionen:

Sei g : D — R™ eine C1—Funktion, D C R" offen.

Die Variablen in D seien (x,y) mitx € R®" ™ und y € R™. Der
Punkt (x°, y9) € D sei eine Lésung von g(x°,y%) = 0.

Falls

991 (0 0 991 (0 0
3g 0 0 8y1 (X ay ) Qym(x ay )
—(x7,y") = : :
oy dgm (0 0 99m (0 0

3—3/1(X,Y) 3y—m(XaY)

regular ist, gibt es Umgebungen U von x° und V von y°, UxV C D
und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion f :
U — V mit

f(x°) =y° und g(x, f(x)) =0 (VxeU)
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und

1
1860 =~ (Eoarn) (e r00)

Beispiele:

1) Fir die Kreisgleichung g(z,y) = 22+ 42 -2 =0, r >0
findet
man im Punkt (z9,y9) = (0, r)

P =0 o) =2r#0
ox oy

Man kann also in einer Umgebung von (0, r) die Kreisgleichung

nach y auflosen:
f@) =12 -2

Die Ableitung f/(z) kann man durch implizite Diffentiation be-
rechnen:

g(z,y) =0 = gu(z,y) + gy(z,9)y'(z) =0
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Also
2:c—|—2yy/ =0 = y’ — f/(a:) — x
Yy

Beispiele: (Fortsetzung)

2) Betrachte die Gleichung

g(z,y) =¥ P +3y+2°—1=0
Es qilt:

0
a—g(:c,y):ey_x-l—3>0 VreR
Yy

Die Gleichung ist also fir jedes x € R nach y =: f(z)
auflosbar und f(x) ist eine stetig differenzierbare Funktion.

Implizite Differentiation:

eyt — 2x
ey + 3
Eine explizite Auflosung nach y ist in diesem Fall nicht moglich!

Py —1)+3y+22=0 = ¢ =
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Bemerkung: Implizites Differenzieren einer durch

0
g(x,y) =0, a—g#o
Yy

implizit definierten Funktion y = f(z), z,y € R ergibt:

fll@) = -&

9y
) gexgs — 29xy9zgy + Jyyga
fi(z) = — Y

3
9y
Daher ist der Punkt z0 ein stationarer Punkt von f(z), falls gilt:

9(2°,1°) = g2(2°,4°) =0 und gy (4% # 0
Weiter ist 20 ein lokales Maximum (bzw. Minimum), falls

gm(iﬁoayo) >0 (bzw gxm(xoayo) < O)
gy(z9,y9) gy(z9,y0)
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Implizite Darstellung ebener Kurven
Betrachte die Losungsmenge einer skalaren Gleichungen
g(x,y) =0
Gilt
grad g = (gz,9y)" # (0,0)"
So definiert g(x, v) lokal eine Funktion y = f(x) oder z = f(y).
Definition:

1) Ein Lésungspunkt (29,4°) der Gleichung g(z,y) = 0 mit
grad g(z°, y°) # (0, 0)T heiRt regulérer Punkt.

1) Ein Loésungspunkt (z°,y9) der Gleichung g(z,y) = 0 mit
grad g(z9,y%) = (0, 0)T heillt singulirer Punkt.
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Lemma:

1) Gilt fiir einen regularen Punkt (z°, y°)
g (x°) =0, gy(x°) #0
so besitzt die Lésungskurve eine horizontale Tangente in x°.
2) Gilt fiir einen regularen Punkt (29, y°)
gx(xo) # 0, gy(Xo) =0
so besitzt die Lésungskurve eine vertikale Tangente in x9.

3) Ist x© ein singulédrer Punkt so wird die Lésungsmenge bei x°
durch folgende quadratische Gleichung approximiert:

922 (x9) (2—22)24+2g2y (x°) (2—22) (y—y®) + g4y (x°) (y—1°)% = 0O
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Wegen 3) erhalt man fir gz, gy, gyy 7= 07

det Hg(xo) >0 : xYistein isolierter Punkt der Losungsmenge
detHg(x°) < 0 : xYistein Doppelpunkt

det Hg(xo) =0 : xYistein Riickkehrpunkt oder auch Spitze
Interpretation:

1) Gilt detHg(x°) > 0, so sind beide Eigenwerte von Hg(x°)
entweder strikt positiv oder strikt negativ, d.h. x0 ist ein strenges
lokales Minimum oder Maximum von g(x).

2) Gilt detHg(x%) < 0, so haben die beiden Eigenwerte von
Hg(x°) ein unterschiedliches Vorzeichen, d.h. x0 ist ein Sat-
telpunkt von g(x).

3) Gilt detHg(x%) = 0, so ist der stationare Punkt x° von g(x)
ausgeartet.
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Beispiele:  Wir betrachten jeweils den singuldren Punkt x°:
1) Gegeben sei die implizite Gleichung

9(z,y) =y*(z—1) +2°(x—2) =0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

gr = y°+3z° -4z
gy = 2y(z—1)

Jex = 6x—4

gry = 2y

gyy = 2(z—1)

Hg(0) = (-g _g)

Also ist x0 = 0 ein isolierter Punkt.
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Beispiele: (Fortsetzung)
2) Gegeben sei die implizite Gleichung

g(z,y) = y?(z — 1) +2%(x +¢%) =0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

gr = y2 + 322 + 2xq2

gy — 2y($ - 1)
gxy — 2y

gyy = 2(xz—1)
2
Hy(0) = <2qo _g)

Also ist xO = 0 fiir ¢ # 0 ein Doppelpunkt.

78




Beispiele: (Fortsetzung)
3) Gegeben sei die implizite Gleichung

g(z,y) =y*(z—1)+2°=0
Berechnung der partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

gr = y°+3a°
gy = 2y(z—1)
gzz = Ox
oy = 2y

Jyy — 2(x—1)
Hg(0) = (8 _8)

Also ist xO = 0 ein Riickkehrpunkt.
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Implizite Darstellung von Flachen

Losungsmenge einer skalaren Gleichung ¢g(z,vy,z) = O ist fir
grad g #= 07 lokal eine Flache im R3.

Tangentialebene in x° mit g(x°%) = 0 und grad ¢g(x°) # 07:
92(x%)(z — 2°) + gy <) (y = 1°) + 9:(x°) (2 — 20) =0

d.h. der Gradient steht senkrecht auf der Flache g(x,y,z) = 0.

Ist zum Beispiel g.(x°) #, so gibt es lokal bei x° eine Darstellung
der Form

z= f(z,y)
Partielle Ableitungen von f(x,y):

arad £(2,0) = (s f) = — Y (gurg0) = <_9_9_y>
gz 9z gz
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Das Umkehrproblem

Frage: Lasst sich ein vorgegebenes Gleichungssystem

y = f(x)
mitf : D — R", D C R" offen, nach x auflosen, also invertieren?
Satz: Seif: D — R"®, D C R" offen, eine C1-Funktion.

Ist fir ein x0 € D die Jacobi-Matrix J f(x9) regular, so gibt es
Umgebungen U und V von x9 und y© = f(x9), so dass f den
Bereich U bijektiv auf V' abbildet.

Die Umkehrfunktion f~1 : V — U ist ebenfalls eine C1—Funktion
und es gilt fur alle x € U:
It y) = @)™,y =f(x)
Bemerkung: Man nennt dann f lokal einen C1-Diffeomorphismus.
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2.3 Extremalprobleme unter Nebenbedingungen
Frage:

Welche Abmessungen sollte eine Metalldose haben, damit bei vor-
gegebenem Volumen der Materialverbrauch am geringsten ist?

Sei r der Radius und h die Hohe. Dann gilt
V = wrh
O = 27r+ 27rh
Setze bei vorgebenem c € R
flz,y) = 2ma? + 2may
g(z,y) = 7m2°y—c=0
Bestimme das Minimum der Funktion f(z,y) auf der Menge

G :={(z,y) € R : g(z,y) = 0}
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Losung:

Aus g(z,y) = mz2y — ¢ = 0 folgt

Einsetzen in f(x,y) ergibt

C

2
h(z) := 2ma? + 2mz— 5 = 2ma? + =
X

™
Bestimme das Minimum der Funktion h(z):

2 2 1/3
h/(x):4ﬂﬁ—é=0 = 47rx=—g = xZ(i)
T T 27

Hinreichende Bedingung

s

1/3
h"(:c):47r+4—§ = h”((f)/>:127>o
xr
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Allgemein:
Bestimme die Extremwerte der Funktion f : R™ — R unter den
Nebenbedingungen
g(x)=0
wobei g : R" — R™.
Die Nebenbedingungen lauten also

I
o

gl(wla cee 73371)

gm(x1,...,zn) = 0O

Alternativ: Bestimme die Extremwerte der Funktion f(x) auf der
Menge

G:={xeR": g(x) =0}
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Die Lagrange—Funktion:
Wir definieren folgende erweiterte Funktion F'(x):

F(x) =16 + Y Xigi(x)

i=1
und suchen die Extremwerte von F(x) flur festes
A=, ..., )T,
Die Zahlen X;, « = 1,...,m nennt man Lagrange—
Multiplikatoren.

Satz: (Lagrange-Lemma)
Minimiert (bzw. maximiert) x° die Lagrange—Funktion F'(x) (fiir ein
festes \) Uber D und gilt g(x%) = 0, so liefert x° zugleich das Mini-
mum (bzw. Maximum) von f(x) Uber G := {x € D : g(x) = 0}.
Beweis: Fur ein beliebiges x € D gilt nach Vorausetzung

FO) +2g(x) < F(0) 4+ M g(x)
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Wahlt man speziell x € G, so ist g(x) = g(x%) = 0, also auch

F(x9) < F(x).




Bemerkung:

Sind fund g;, i = 1,..., m, C1=Funktionen, so ist eine notwendige
Bedingung fiir eine Extremstelle x° von F(x) gegeben durch

grad f(x) + Y Ngrad g;(x) = 07

i=1
Zusammen mit den Nebenbedinungen g(x) = 0 ergibt sich ein
(nichtlineares) Gleichungssystem mit (n + m) Gleichungen und
(n 4+ m) Unbekannten x und .

Die Lésungen (x°, \9) sind die Kandidaten fiir die gesuchten Ex-
tremstellen (Notwendige Bedingung).

Alternativ: Definiere eine Langrange—Funktion

G(x,A) = f(x) + D> Xigi(x)

i=1
und suche die Extremstellen von G(x, \) beztiglich x und .
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Bemerkung:

Man kann auch eine hinreichende Bedingung aufstellen:

Sind die Funktionen f und g sogar C2—Funktionen und ist die
Hesse—Matrix HF (x9) der Lagrange—Funktion positiv (bzw. nega-

tiv) definit, so ist x© tatsachlich ein strenges lokales Minimum (bzw.
Maximum) von f(x) auf G.

In den meisten Anwendungen ist die hinreichende Bedingung aller-
dings nicht erfiillt, obwohl x° ein strenges lokales Extremum ist.

Insbesondere kann man aus der Indefinitheit der Hesse—Matrix
HFE (x9) nicht schlieBen, dass x° kein Extremwert ist.

Ahnlich problematisch ist die hinreichende Bedingung, die man aus
der Hesse—Matrix fiir die Lagrange—Funktion G(x, A) bezlglich x
und X erhalt.
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Beispiel:
Gesucht seien die Extrema von f(z,y) := zy auf der Kreisscheibe

K :={(z,y)? : 2?2 +y* <1}
Da die betrachte Funktion stetig ist und X C R2 kompakt ist, folgt

aus der Min—Max—Eigenschaft die Existenz von globalen Maxima
und Minima auf K.

Wir betrachten zunachst das Innere K0 von K, also
KO = {(z, )T : 22 +12 <1}

Dies ist eine offene Menge und die notwendige Bedingung flr einen
Extremwert lautet

grad f = (y,z) = 07

Also erhalten wir als Kandidaten den Ursprung x° = 0.
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Beispiel: (Fortsetzung)
Die Hesse—Matrix im Punkt x° = 0 lautet

Hf(0)=<cl)é>

und ist indefinit. Daher ist x° ein Sattelpunkt.
Die Extrema der Funktion mussen also auf dem Rand liegen, der
ein Gleichungsnebenbedingung darstellt:

g(z,y) =a® +y° -1 =0

Wir suchen also die Extremwerte von f(x,y) = xy unter der
Nebenbedingung g(x,y) = O.

Die Lagrange—Funktion lautet

F(z,y) = zy + A(z? + y° — 1)

89




Damit ergibt sich das (nichtlineare) Gleichungssystem

y+2xx = 0
r+2xy = 0
242 = 1
mit den vier Losungen
1
=2 x(1) = (0.5, -v/0.5)T x(2) = (-/0.5,v0.5)T
1

=3 x(3) = (v0.5,+/05)T x4 =(-v/05,-v05)7T

Minima und Maxima lassen sich nun einfach aus den Funktionswer-
ten ablesen

fe) =Py =-05 ) =) =05

d.h. Minima sind x(1) und x(2), Maxima x(3) und x(#),
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Satz: (Lagrange—Multiplikatoren—Regel)

Seien f,g1,...,9m : D — R jeweils C1-Funktionen, und sei
x9 € D ein lokales Extremum von f(x) unter der Nebenbedingung

g(x) = 0.
Ferner gelte die Regularitatsbedingung

Rang (Jg(x°)) = m

Dann existieren Lagrange—Multiplikatoren A1, ..., Am, so dass fur
die Lagrange Funktion

FOO = 160+ Y- Agi(¥)

i=1
die folgende notwendige Bedingung erster Ordnung gilt:

grad F(x°) = 0
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Bemerkung:

1) Notwendige Bedingung zweiter Ordnung

Ist xO € D ein lokales Minimum von f(x) unter der Nebenbe-
dingung g(x) = 0, ist die Regularitatsbedingung erfllt und
sind \1,..., Am zugehorige Lagrange—Multiplikatoren, so ist
die Hesse—Matrix HF'(x°) der Lagrange—Funktion positiv se-
midefinit auf dem Tangentialraum

TG(x°) := {y e R" : gradg;(x°) -y =0,i=1,... ,m}
d.h., es gilt

yI HF(x%) y >0 Vy e TG(xP)
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Bemerkung: (Fortsetzung)

2) Hinreichende Bedingung

Ist fiir einen Punkt x° € G die Regularitatsbedingung erfilllt,
existieren Lagrange—Multiplikatoren A1, . . ., Am, so dass x© ein
stationarer Punkt der zugehorigen Lagrange—Funktion ist, und
ist die Hesse—Matrix HF (x°) positiv definit auf dem Tangenti-
alraum TG (x9), d.h., gilt

yI HF(x®) y >0 VyeTGx°)

so ist x0 ein strenges lokales Minimum von f(x) unter der Ne-
benbedingung g(x) = 0.
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Beispiel:
Man bestimme das globale Maximum der Funktion
f(z,y) = —2* + 8z —y* +9
unter der Nebenbedingung
g(z,y) =2 +y*—1=0

Die Lagrange—Funktion ist

F(z) = —a® + 8z —y° + 9+ A(z® +y° - 1)
Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare System

—2r+8 = —-2)\x
—2y = —2)\y
242 = 1
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Beispiel: (Fortsetzung)

—2r+8 = —2X\x
—2y = —2\y
242 = 1

Aus der ersten Gleichung folgt A # 1. Verwendet man dies in der
zweiten Gleichung, so gilt y = 0. Aus der dritten Gleichung erkennt
man sofort x = +1.

Demnach sind die beiden Punkte (z,y) = (1,0) und (z,y) =
(—1, 0) Kandidaten flir das globale Maximum. Wegen
f(1,0) =16  f(-1,0)=0

liegt das globale Maximum von f(x,y) unter der Nebenbedingung
g(x,y) = 0im Punkt (z,y) = (1,0).
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Beispiel: Man bestimme die lokalen Extremwerte der Funktion

f(x,y,z) =2z + 3y + 2=z
auf dem Durchschnitt des Zylinders
Z = {(z,y,2)T eR3 : 2?2 +¢y%> =2}
mit der Ebene
E:={(z,y,2)T €eR3 : o+ 2z=1}

Umformulierung: Bestimme die Extremwerte der Funktion
f(z,y, z) unter den Nebenbedingungen

gl('xayaz) = $2+’y2—2 =0

QQ(CE,y,Z) L= .T-'—Z—].:O
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Beispiel: (Fortsetzung)

Die Jacobi—Matrix
_ ([ 2z 2y O

hat den Rang 2, d.h. wir konnen Uber die Lagrange—Funktion Ex-
tremwerte bestimmen:

F(z,y,2) =2 4+3y+ 224+ X224+ y2—-2)+ oz +2—1)

Die notwendige Bedingung ergibt das nichtlineare Gleichungssy-
stem

242Mz+A = 0
3420y = O

24X = 0
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Beispiel: (Fortsetzung)

242+ X =

3+2My =
24+ X2

2?4y =

r+z =

Aus der ersten und dritten Gleichung folgt

— N O O O

2202 =0

Aus der zweiten Gleichung folgt A1 # 0, also =z = 0.
Damit ergeben sich die moglichen Extremwerte als

(.CU,’y,Z) - (Oa \/57 1) ($7ya Z) - (07 _\/57 1)
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Die moglichen Extremwerte sind also
(z,y,2) = (0,v2,1) (z,9,2) = (0,—V2,1)
Man berechnet nun die zugehorigen Funktionswerte
£(0,v2,1) = 3vV2+2
f(0,-v2,1) = —3vV2+42

Daher liegt im Punkt (z, y, z) = (0, /2, 1) ein Maximum, im Punkt
(z,y,2) = (0,—+/2,1) ein Minimum.
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2.4 Das Newton—Verfahren fiir nichtlineare Gleichungssyste-
me

Problem: Wir suchen die Nullstellen einer Funktion f : D — R"
mit
D C R™:
f(x) =0

Wir kennen bereits die Fixpunktiteration

xkt+1 . — CD(Xk)
mit Startwert x° und Iterationsvorschrift & : R — R".
Konvergenzaussagen liefert der Banachsche Fixpunktsatz.

Vorteil: Verfahren ist ableitungsfrei
Nachteile:
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e Numerisches Verfahren konvergiert langsam (linear),

e Keine eindeutige Iterationsvorschrift.

Alternative: Newton—Verfahren fur vektorwertige Funktionen
Gegeben sei eine C1-Funktion f : D — R™ D C R"™ offen Wir

suchen eine Nullstelle, d.h ein x* € D mit

fx*)=0
Taylor—Entwicklung von f(x) um einen Startwert x0 lautet
f(x) = £(x°) + IF(x®) (x — x%) + o(|x — x°||)

Setzen wir x = x™*, so folgt

JE(xD) (x — x°) ~ —£(x9)

Eine Naherungslésung fiir x* ist dann x1, die Lésung des LGS

JE(x9)(x! — x%) = —£(x9)
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Das Newton—Verfahren lautet somit
fur  £=0,1,2,...
JE(xF) - AxF = — (xF)
xFtl = xk + AxF
Man muss also im Newton—Verfahren in jedem lterationsschritt ein
LGS I6sen. Die Lésung Ax” heitt Newton—Korrektur.
Das Newton—Verfahren ist skalierungsinvariant:

Satz: Das Newton—Verfahren ist invariant unter allen Transforma-
tionen (Skalierungen) der Form

f(x) — g(x) = Af(x)

mit einer regularen Matrix A € R(":7) d.h. die Iterierten fiir f und g

sind identisch.
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Satz: (Konvergenzsatz)

Sei f : D — R" eine C1—Funktion, D C R™ offen und konvex.
Sei x* € D mit f(x*) = 0. Die Jacobi—Matrix Jf(x) sei regular fir
x € D, und es gelte eine Lipschitz—Bedingung

[(IE(x) "L If(y) — IE(x))| < Llly — vl
furallex,y € D mit L > 0.
Fir alle Startwerte x0 ¢ D mit

2
1x0 — x*|| < o= und K,(x*) C D

ist dann das Newton—Verfahren wohldefiniert mit x* ¢ Ky(x*), k=
0,1,2,...,und die Newton—Iterierten x* konvergieren quadratisch
gegen x*:

L
e S P
2
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Ferner ist x* die einzige Nullstelle von f(x) innerhalb K, (x*).

Das gedampfte Newton-Verfahren

Das Newton—Verfahren konvergiert zwar quadratisch, aber nur lo-
kal.

Globale Konvergenz kann durch einen Dampfungsterm verbessert
werden:

fir k=0,1,2,...
JE(xF) - AxF = —f(xF)
xktl — xk + )\kAXk
Gedampfte Newton—Verfahren mit Dampfungsparameter )\, <
(0, 1].
Frage: Wie wahlt man die Dampfungsfaktoren \,?
Verwende eine Testfunktion 7'(x) mit

T(x) > 0, VxeD
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T(x) = 0 & f(x)=0

sodass die Folge T'(x*) monoton fillt.

Bemerkung:

Befindet man sich beim gedampften Newton—Verfahren in der Néhe
der gesuchten Losung x*, so sollte A\, = 1 gewahlt werden. Nur

das sichert di

Beispiel:

e (lokale) quadratische Konvergenz.

Bei praktischen Anwendungen verwendet man haufig die Testfunk-

tion

T(x) = ||[f(x)||3

Fur diesen Fall gilt der folgende Satz.

Satz:

Sei f eine C1-Funktion auf der offenen und konvexen Menge D C

R™.

Fir x* € D mit f(x*) # 0 gilt dann:

3 g

C VA€ (0, ) ¢ IFGF 4 AazR)|3 < [1£(xF))13
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Dampfungsstrategie:

k=0 : Manwahle \g € {1, , s A\mant moglichst grof3,

PN

1
27
so dass qilt:

T + 2g2Aax?) < T(x9)
k>0 >‘k ::)‘k—l
falls T(x* + A\, AxF) < T(xF) :

xkHl = xF 4 )\kAXk

A o falls A =1
>‘k: =
2)\. : sonst
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Dampfungsstrategie: (Fortsetzung)

sonst:

AL A

M:maX{E, 477>\mzn}

so dass T(x* + poaxk) < T(xF)

)‘k: = u

Bemerkung: Die Testfunktion ist nicht skalierungsinvariant.
Daher ist der sogenannte natiirliche Monotonietest sinnvoll:

[JEM) TR < TEGER) ()|
Es qilt dabei:
[Aaxk| = |3 7LD
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Kapitel 3: Integralrechnung mehrerer Variablen

3.1 Bereichsintegrale

Gegeben sei eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich
D C R™.

Ziel: Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von

f(x):
V=/f(x)dx
D

Erinnerung Analysis II:
Riemann—Integral einer Funktion f(z) Gber dem Intervall [a, b]:

b
IZ/f(:U)dx
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Das Integral war als Grenzwert von Ober— und Untersumme, fur
den Fall, dass die Feinheit der Zerlegung gegen Null strebt und ein
gemeinsamer Grenzwert existiert, definiert.




Konstruktionsprinzip des Integrals mehrerer Veranderlichen ana-

log,
aber der Definitionsbereich D ist komplizierter.

Zunachst betrachten wir n = 2 und einen Definitionsbereich D der
Form

D = [a1,b— 1] x [ap,bp] C R?

d.h. D ist ein kompakter Quader (Rechteck).
Weiter sei f : D — R eine beschrankte Funktion.

Definition:

1) Man nennt Z = {(xqg,x1,---,2n), (Y0, Y1, --,Yym)} €ine Zer-
legung des Quaders D = [a1,b — 1] X [as, by], falls gelten

ag =29 <21 <...<Tpn =0b

a2 =yYo <Y1 <...<ym = by
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Mit Z( D) wird die Menge der Zerlegungen von D bezeichnet.




Definition: (Fortsetzung)

2) Die Feinheit einer Zerlegung Z € Z(D) ist gegeben durch

1Z]| = fTZ??;X{|fEi+1 —zil, lyj41 — yjl}

Y

3) Fulr eine vorgegebene Zerlegung Z nennt man die Mengen

Qij = [z zi41] X Y5, yj41]
die Teilquader der Zerlegung Z. Das Volumen des Teilquaders
vol(Qi;) = (w41 — ;) - (Yj41 — Yj)
4) Fir beliebige Punkte z;; € Q;; der jeweiligen Teilquader nennt
man

R¢(Z) = Zf(Xij) -vol(Q;5)
i\
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eine Riemannsche Summe zur Zerlegung ~.




Definition: (Fortsetzung)
5) Analog zum Integral einer Variablen hei3en
Uf(Z) = inan . f(X) . VO|(QZ])
i,J Y

> sup f(x) - vol(Q;)

i,j X€Qij

Os(Z)

die Riemannnsche Unter— bzw. Obersumme der Funktion
f(x) zur Zerlegung Z.

Bemerkung:

Eine Riemannsche Summe zur Zerlegung Z liegt stets zwischen
der Unter— und Obersumme dieser Zerlegung, d.h.

Up(2) < Ry(2) < 04(2)
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Bemerkung:

Ensteht eine Zerlegung Z5 aus der Zerlegung Z; durch Hinzunah-
me weiterer Zwischenpunkte x; und/oder y;, so gilt

Ui(Z2) 2Us(Z1)  Op(Z2) < 0p(Z1)
FUr zwei beliebige Zerlegungen Z; und Z5 gilt stets:

Us(Z1) < 0p(22)

Was passiert mit den Unter— und Obersummen im Grenzwert
1Z]] — O

Up = sup{Us(2) : Z € Z(D)}

Oy = Inf{lO;(Z) : Z € Z(D)}

Die beiden Werte Uf und Of existieren, da Unter— und Obersumme
geeignete Monotonieeigenschaften besitzen.
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Definition:

1) Riemannsches Unter— bzw. Oberintegral der Funktion f(x)
uber D:

/f(x)dx = sup{U;(2) : Z € Z(D)}

D
/f(x)clx = inf{O4(2) : Z € Z(D)}
D

2) Die Funktion f(x) nennt man Riemann—integrierbar iber D,
falls Unter— und Oberintegral Ubereinstimmen. Das Riemann-—
Integral von f(x) Uber D ist dann

/f(x)dx :=/f(x)dx=/*f(x)dx
D * D

D
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Bemerkung:
Wir haben bis jetzt den Fall von zwei Variablen betrachtet:

f:D—R, DeR?
betrachtet.

In hdheren Dimensionen n > 2 ist die Vorgehensweise analog.

Schreibweise fur n = 2 und n = 3:

[ 1@ydady [ {2y, 2)dadydz
D D

oder auch
//D f(x,y)dzdy ///D f(z,y, z)dxdydz
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Satz:

1) Linearitat

[ (@G0 +B9G)dx = o [ f(x)dx + 5 [ g(x)dx
D D D

2) Monotonie
Gilt f(x) < g(x) fir alle x € D, so folgt:

[ 16dx < [ g(x)dx
D D

3) Positivitat
Gilt fir alle x € D die Beziehung f(x) > 0, so folgt:

[ 1Gydx > o0
D
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Satz: (Fortsetzung)

4) Sind D1, D> und D Quader, D = D{UD> undvol(D1ND5) =
0, so ist f(x) genau dann Uber D integrierbar, falls f(x) Uber
D1 und D5 integrierbar ist, und es gilt:

/f(x)dx = / f(x)dx + / f(x)dx
D D1 Do
5) Es gilt folgende Abschatzung fiir das Integral

< sup|f(x)|-vol(D)
xeD

/ f(x)dx
D

6) Riemannsches Kriterium:
f(x) ist genau dann Uber D integrierbar, falls gilt:

Ve>0 3ZeZ(D) : O0p2)-Up2)<e
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Satz: (Satz von Fubini)

Ist f : D — R integrierbar, D = [a1, b1] X [a, by] ein Quader, und
existieren die Integrale

bo b1
F)= [ f@ydy  baw.  G(y) = [ [(a,y)da

fur alle z € [a1,b1] bzw. y € [as, bs], so gilt
b1 by

/f(x)dx — //f(x,y)dyd:z: bzw.
D

ai as
by by

[1dx = [ [ j(@y)dady
D

an» al
Bedeutung: RuUckfuhrung auf eindimensionale Integration maoglich
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Beispiel: Gegeben sei der Quader D = [0, 1] x [0, 2] sowie die
Funktion

f(z,y) =2 — =y
Stetige Funktionen sind Uber Quadern integrierbar (kommt gleich),
daher kdnnen wir den Satz von Fubini anwenden:

/f(x)dx = /1f(x,y)d:cdy=/[2x—$2y dy
d 0 0

27y=2
Y Yy
2—Z)dy=|2y— " =3
( 2)y [y 4]

O —n “—n

Bemerkung: Der Satz von Fubini verlangt als Voraussetzung die
Integrierbarkeit von f(x). Die Existenz der beiden Integrale F'(x)
und G(y) alleine garantiert die Integrierbarkeit von f(x) nicht!
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Definition:
Sei D C R™ eine kompakte Menge und f : D — R beschrankt.
Wir setzen
f(x) : fallsxe D
ff(x) = . n
0O : fallsxeR"\ D

Speziell fir f(x) = 1 heildt f*(x) die charakteristische Funktion
von D. Diese wird mit X (x) bezeichnet.

Sei nun Q der kleinste Quader mit D C (. Dann definieren wir:

1) Die Funktion f(x) heil}t integrierbar Gber D, falls f*(x) Gber
Q integrierbar ist. In diesem Fall setzen wir

/f(x)dx::/f*(x)dx
D Q
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Definition: (Fortsetzung)
2) Die kompakte Menge heil3t messbar, falls das Integral

vol(D) :=/1dx=/XD(x)dx
D Q

existiert.
Man nennt dann vol(D) das Volumen von D.
Die kompakte Menge D heil3t Nullmenge, falls D messbar ist
und vol(D) = 0 gilt.
Bemerkung:

Ist die Menge D selbst ein Quader, so folgt @ = D und der Inte-
grationsbegriff von oben stimmt mit dem vorhergehend diskutierten
uberein.

Das durch vol( D) bezeichnete Volumen ist dann auch das tatsachli-
che Volumen des Quaders (im R"™).
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Wir fassen drei wichtige Eigenschaften der mehrdimensionalen In-
tegration zusammen:

1) Satz:

Sei D C R™ kompakt. Dann ist D genau dann messbar, falls
der Rand 9D von D eine Nullmenge ist.

2) Satz:

Sei D C R™ kompakt und messbar und sei f : D — R stetig.
Dann ist f(x) integrierbar tber D.

3) Mittelwertsatz:

Ist D C R™ kompakt, zusammenhangend und messbar und ist
f D — R stetig, so gibt es einen Punkt £ € D mit

[ 160dx = £(&) - vol(D)
d
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Definition:

1) Eine Teilmenge D C R? heit ein Normalbereich, falls es ste-
tige Funktionen g, h bzw. g, h gibt mit

D={(z,y) : a<z<bAg(x)<y<h(x)}
bzw.
D={(z,y) : a<y<bA gy <z<h(y}
2) Analog heilt eine Teilmenge D C R3 ein Normalbereich, falls
es eine Darstellung
D = {(z1,20,23) : a<x;<b A g(z;) <z < h(z;)

N p(xg, ) <z < P(wg,w5) }
gibt mit einer Permutation (i, j,k) von (1,2,3) und stetigen
Funktionen g, h, o und 2.
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Definition: (Fortsetzung)

3) Eine Teilmenge D C R"™ heil3t projizierbar in Richtung x;,
i € {1,....n}, falls es eine messbare Menge B C R"~! und
stetige Funktionen ¢, 1) gibt, so dass

D={xeR" : X = (311,...,xi_l,xi+1,...,xn)TEB
ANp(X) <z <P(X) }
Bemerkung:

1) Projizierbare Mengen sind stets messbar. Damit sind auch alle
Normalbereiche messbar, denn sie sind projizierbar.

2) Haufig lafit sich der Integrationsbereich D als Vereinigung end-
lich vieler Normalbereiche darstellen. Solche Bereich sind dann
ebenfalls messbar.
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Satz:
Ist f(x) stetig auf einem Normalbereich
D={(z,y) €R? : a<z<b A g(z) <y <h(z)}
so gilt
b h(z)
[ieax= [ [ j@ydyde
D @ g(x)
Bemerkung:
Analoge Beziehungen gelten fir hohere Dimensionen. Ist D C R"
eine projizierbare Menge, so gilt
Y(X)
/f(x)dx — / / F(x)dz; | dx
D

B\ »X)
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Beispiel: Gegeben sei die Funktion

flx,y) i=2+2y

Berechne das Integral Uber der durch zwei Parabeln begrenzten
Flache

D:={(z,y) : ~-1<z<1A2?2<y<2-22%}

Die Menge D ist ein Normalbereich und f(x, y) ist stetig:

1 [ 2-22 1
[1@wax = [| [ Groay|d= [ [sy+4?%" dr
D -1 x2 -1

1
— /(x(z — 2 4+ (2-222 - 23— 2M)dx
]
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16
— /(—2333 — 422 4 22 4+ 4)dy = =
1




Beispiel: Zu berechnen ist das Volumen des Rotationsparabolo-
ids:

V= {(x,y,z)T 2yt <1 AP +yP <2< 1}
Darstellung von V' als Normalbereich

V= {(z,y,2)"

—1<z<1 A —J1-2a?<y<y1-22 A 2°4+4°<z2<1}

Damit gilt:
1 V1-22 1
vol(V) = / / / dzdyds =
—1_ /172224y

n—-\n—-

S
/ (1 — 22 — y?)dydx
e
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1
/(1 — x2)3/2d:c = g
-1




Integration tliber allgemeine Integrationsbereiche

Sei D C R™ eine kompakte und messbare Menge.

Man nennt Z = {Di,...,Dn,} eine allgemeine Zerlegung von
D, falls die Mengen D, kompakt, messbar und zusammenhangend
sind und

m
UJDj=D und Vizj: D)NDI=0
gelten.
Ferner heil3t
diamD; :=sup{|x—y| : x,y€ D}
der Durchmesser der Menge D; und
|Z|| := max{diamD; : j=1,...,m}

die Feinheit der allgemeinen Zerlegung Z.
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Riemannsche Summe fur allgemeine Zerlegungen:

Fur eine stetige Funktion f : D — R definiert man die Riemann-
schen Summen

m .
Ri(Z) = ) f(x))vol(Dy)
j=1
mit beliebigen x’ € D;, j =1,...,m.

Satz:

Fir jede Folge (Zi)ren allgemeiner Zerlegungen von D mit
|1 Zkll — O

(fur kK — o0) und fur jede Folge zugehoriger Riemannscher
Summen R¢(Z},) qilt:

lim Ry(2) = 1! F(x)dx
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Anwendungen der Bereichsintegrale auf die Berechnung von
Schwerpunkten oder Tragheitsmomenten von Flachen und Korpern.

A) Schwerpunkt einer Flache oder eines Korpers:
Definition:
Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x), x € D, eine

vorgegebene Massendichte. Dann ist der Schwerpunkt der Flache
(bzw. des Korpers) D gegeben durch

_ Jpp()xdx
Jp p(x)dx

Das Zahlerintegral (Uber eine vektorwertige Funktion) ist hierbei ko-

ordinatenweise zu berechnen.

Xs
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Beispiel: Zu berechnen ist der Schwerpunkt der Pyramide P:
Pi={(@y)7 : max(yl.lz) <57, 0<w<h)

Unter der Annahme konstanter Dichte berechnen wir das Volumen
von P:

h Sh 2h
vol (P) = // /dzdyd:p
-5 -5
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Beispiel: (Fortsetzung)

Weiter qilt:
h % % x h % %
// / y | dzdydx = // % dydx
0%\~ 05 \ 0
L a2:§3
= / }6 dx
0 0
%thQ
= 0
0

Der Schwerpunkt von P liegt daher im Punkt x; = (%h, 0,0)7.
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B) Tragheitsmomente von Flachen oder Korpern:

Definition: (Tragheitsmoment bezliglich einer Achse)

Sei D C R? (bzw. R3) eine messbare Menge, p(x) bezeichne fiir
x € D eine Massendichte und r(x) den Abstand des Punktes x €
D von einer vorgegebenen Drehachse.

Dann besitzt D bezuglich dieser Achse das Tragheitsmoment
Opchse = | PEIT2(X)dx
D

Beispiel: Gegeben sei der homogene Zylinder Z:
Z:={(zy2)7 : 2?2 +y?<r? -1/2<2<1/2}

Wir berechnen das Tragheitsmoment bezlglich der x—Achse:
@x_Achse = /,O(y2 + ZQ)d(xa Y, 2)
Z

133




unter der Annahme konstanter Dichte p.

Beispiel: (Fortsetzung)
Es qilt:

©,—Achse = P / (y2 + 22)d(z, y, )
Z

222 12
/ / (y2 + 22) dzdydx
\/r2_g2-1/2

T \/7“2— 2

I
| S
s T

l3

dyd
Q)yx

_ 2,
= p (y” + 5

€T
/1222

<

7Tl7"2 2 2
= p——(3 l
p12(r—|—)
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Transformationssatz:

Dies verallgemeinert die Substitutionsregel aus Analysis Il

Satz:

Sei ® : U — R™ U C R" offen, eine C1-Abbildung. D C U sei
eine

kompakte, messbare Menge, so dass & auf D9 einen Cl-
Diffeomorphismus bildet.

Dann ist auch (D) kompakt und messbar, und fir jede stetige
Funktion f : ®(D) — R qilt:

/ F(x)dx = /f(cb(u)) det J&(u)| du

® (D) D

Bemerkung:

Man beachte, dass im Transformationssatz die Bijektivitat von & nur
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auf dem inneren Bereich DO gefordert wird — nicht jedoch auf dem
Rand!




Bespiel: Berechne den Schwerpunkt eines homogenen Kugelok-
tanten:

V={(z,9,2) 122 +y>+2°<1Axy2>0}

Hier ist es einfacher den Schwerpunkt in Kugelkoordinaten zu be-
rechnen:

x r COS (0 COS Y
y | = rsinpcosy [ = P(r,p,9)
z rSiny

Die Transformation ist auf ganz R3 definiert und mit
D =[0,1] x {o,q X [o,q
2 2
git (D) = V.
Weiter ist ® auf der offenen Menge DO ein C1-Diffeomorphismus
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und

detJd(r, p, ) = r2 COS 1




Bespiel: (Fortsetzung)
Nach dem Transformationssatz folgt

1 7/27/2
vol (V) =/dx=/ / /r2 coswdwdgodrzg
1% 0 0 O
und
w/27/)2
vol (V) -xg = / / (rcoswcosw)r cos Ydydedr
0

1

=/

0

w2 /2
/

0

COS pdyp - / cos? vdy = 116

1
= / 3d7” .

Daraus folgt s = %.
Analog berechnet man ys = z5 = %.
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Beispiel: Der Steinersche Satz

Fir das Tragheitsmoment eines homogenen Korpers K mit Ge-
samtmasse m gilt bezuglich einer vorgegebenen Drehachse A

©4 =md? + g4

Hierbei ist S die zu A parallele Achse durch den Schwerpunkt xg
des Korpers K und d der Abstand des Schwerpunktes x5 von der
Achse A.

Idee zur Herleitung: Setze x := ®(u) = x5 + u. Dann gilt:

©4 = p [(xx) - (x,2)2)dx
K

= p/((xs + u,xs + u) — (x5 + u,a)2)dx
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wobei

D:={x—-xs:x€K}

3.2 Kurvenintegrale

Fir eine stiickweise C1-Kurve ¢ : [a,b] — D, D C R", und eine
stetige, skalare Funktion f : D — R haben wir das Kurvenintegral
1. Art definiert durch

b
[ 1Gds == [ se®)lle®)at

wobei || - || die euklidische Norm bezeichnet.

Erweiterung auf Kurvenintegrale Uber vektorwertige Funktionen,
d.h.

/ f(x)dx ;=7

Anwendung und Interpretation:

Ein Massenpunkt bewegt sich entlang c(t) in einem Kraftfeld f(x).
Welche Arbeit muss entlang der Kurve geleistet werden?
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Definition: Fur ein stetiges Vektorfeld f : D — R"™, D C R"
offen, und

eine stiickweise C1-Kurve ¢ : [a, b] — D definieren wir das
Kurvenintegral 2. Art durch

b

/ £(x)dx = / (£(c(t), &(8)) di

a

Herleitung:
Approximiere die Kurve durch einen Streckenzug mit Ecken c(t;),
wobei

Z=H{a=ty<t1 <...<tm=0>}

eine Zerlegung des Intervalls [a, b] ist.
Dann gilt fir die in einem Kraftfeld f(x) entlang der Kurve c(t)
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geleistete Arbeit die Naherungsformel:

m—1

A= Y (f(c(t), c(tiyr) — c(ty))

1=0




Daraus folgt:

n m—1

A = Y Y file(t)(e(tigr) — ¢i(t:)
j=1i=0
n m—1

= > fi(e(:))ej (i) (b1 — i)
j=1 i=0

Fir eine Folge von Zerlegungen Z mit ||Z|| — O konvergiert die
linke Seite gegen das oben definierte Kurvenintegral 2. Art.

Bemerkung:

Flr eine geschlossene Kurve c(t), d.h. c(a) = c(b), schreibt man
das Kurvenintegral auch als

ff(x) dx
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Eigenschaften des Kurvenintegrals 2. Art:

1) Linearitat:
[(af () + Be()) dx = o [ £(x)dx+ 8 [ g(x) dx

2) Es gilt:
/f(x) dx = —/f(x) dx

—cC
wobei (—c)(t) ;=c(b+a—1),a<t<b
3) Es qilt:
/ f(x)dx = /f(x) dx + /f(x) dx
c1+co €1 c2
wobei der Endpunkt von c1 der Anfangspunkt von c ist.
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4) Das Kurvenintegral 2. Art ist parametrisierungsinvariant.
5) Es gilt:
b

[ G dx = [(£(e®), T®) le@) dt = [(£,T) ds

e(t)
le()]]

mit dem Tangenten—Einheitsvektor T'(¢) :=

6) Formale Schreibweise:

/ £(x) dx = / Zj Fi(%) da; = ; / £,(x) dz;
mit

[ 1) day = /b fie(®)e(t) dt
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Beispiel: Fir x € R3 sei

f(x) = (—y,z,29)"

c(t) = (cost,sint,at)’, O0<t<o2r
Dann berechnet man

/f(x) dx = /(—ydx + zdy + 22dz)

27
= /(—sin £)(—sint) + costcost + at2a) dt
0

= /(1 + a3t?) dt

a3
= 2n 4 §(27r)3
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Definition: Ist u(x) ein Geschwindigkeitsfeld eines stromenden
Mediums, so nennt man das Kurvenintegral §. u(x)dx entlang einer
geschlossenen

Kurve auch die Zirkulation des Feldes u(x).

Beispiel:
Fir das Feld u(z,y) = (y,0)T € R? erhalt man langs der Kurve
c(t) = (rcost,1+rsint)?, 0 < t < 2 die Zirkulation

2w
]{u(x) dx = /(1 4 rsint)(—rsint)dt
0]

C

2w
= /(—rsint—rQSith)dt
0
7“2 2m
i 2
= rcost—a(t—smtcost) = —7r
0
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Definition:
Ein stetiges Vektorfeld f(x), x € D C R", heifl3t wirbelfrei, falls

dessen Kurvenintegral ldngs aller geschlossenen, stiickweise C1—
Kurven c(t) in D verschwindet, d.h.

Ve o j{f(x)dsz

Bemerkung: Ein Vektorfeld ist genau dann wirbelfrei, wenn der
Wert des Kurvenintegrals [.f(x)dx nur vom Anfangs— und End-
punkt des Weges, jedoch nicht vom konkreten Verlauf der Kurve
c abhangt.

Man sagt: das Kurvenintegral ist wegunabhangig.

Frage:

Welche Kriterien fiir das Vektorfeld f(x) garantieren die Wegun-
abhangigkeit des Kurvenintegrals?
146




Definition:
Eine Teiimenge D C R"™ heilt zusammenhangend, falls je zwei
Punkte in D durch eine stiickweise C1-Kurve verbunden werden
konnen:

vx%.y%eD : 3c:ifa,b] =D : cla)=x° A c(b) =y°
Eine offene und zusammenhangende Menge D C R"™ nennt man
auch ein Gebiet in R™.
Bemerkung:

Eine offene Menge D <C R"™ ist genau dann nicht zusam-
menhangend, wenn es disjunkte, offene Mengen U7, U> C R" gibt
mit

UiND#0, UsNnD#*0, DcCUUU,
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Nicht zusammenhangende offene Mengen sind also — im Gegen-
satz zu zusammenhangende Mengen — in (zumindest) zwei disjunk-
te offene Bereiche trennbar.




Definition:

Seif : D — R" ein Vektorfeld auf einem Gebiet D C R". Das
Vektorfeld nennt man ein Gradientenfeld, falls es eine skalare cl-
Funktion ¢ : D — R gibt mit

f(x) = Vo(x)
Die Funktion ¢(x) hei3t dann Stammfunktion oder Potential von
f(x).
Bemerkung:

Ein Massenpunkt bewege sich in einem konservativen Kraftfeld
K(x),

d.h. K besitzt ein Potential o(x).

Dann ist U(x) = —p(x) gerade die potentielle Energie:

K(x) = mx = -VU(x)
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Multipliziert man diese Beziehung mit x, so folgt:

(%) + (VU0 5) =5 (Sml%I2 + UG)) =0




Hauptsatz fir Kurvenintegrale:
Sei D C R"™ ein Gebiet und f(x) ein stetiges Vektorfeld auf D.

1) Besitzt f(x) ein Potential ¢ (x), so gilt fur alle stlickweisen
Ccl-Kurven c : [a,b] — D:

[ £60) dx = o(e()) — w(c(@))

Insbesondere ist das Kurvenintegral wegunabhangig und f(x)
ist wirbelfrei.

2) Umgekehrt gilt: Ist f(x) wirbelfrei, so besitzt f(x) ein Potential

p(x).
Ist xX° € D ein fester Punkt, und bezeichnet cx (fiir x € D)
eine beliebige, die Punkte x0 und x verbindende stiickweise
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Cl—Kurve in D, so ist ¢(x) gegeben durch:

p(x) = /f(x) dx + c, ¢ = const.




Beispiel:
Das zentrale Kraftfeld

X
K(x) = W
besitzt das Potential
U(x) = —”ixH = (22 + 23 + 23) /2
Denn es gilt:
VUG = (@f + 05+ 03) 2 2 )T = s

Fir die langs einer stiickweisen C1—Kurve c : [a,b] — R3\ {0}
geleistete Arbeit gilt dann:

A=/K(x)dx=<

11 )
lc(a)|l  [le(®)]]
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Beispiel:
Das Vektorfeld
2xy + 23
f(x) := z2 4 3z
3x22 + 3y

besitzt das Potential

o(x) = 2%y + 223 + 3yz
Flr eine beliebige, die Punkte P = (1,1,2) und Q = (3,5,-2)
verbindende C1—Kurve c(%) gilt also:

/f(x) dx = o(Q) — p(P) = -9 — 15 = —24

Interpretiert man f(x) als elektrisches Feld, so gibt das Kurvenin-
tegral 2. Art die Spannung zwischen den beiden Punkten P und Q
an.
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Beispiel: Wir betrachten das Vektorfeld
_ 1 ~y T _ 2
f(x’y)_aw( az)’ (z,y)" € D =R\ {0}
Fir den Einheitskreis c(t) := (cost,sint)?, 0 < t < 2, findet
man:

27
/ f(x)dx = / (£(c(t), &(8)) di
c 0
T —sint —sint
- /<< cost)’( cost>>dt
0
21
— /1dt=27r
0
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f(x,y) ist also nicht wirbelfrei und besitzt folglich auf D auch kein
Potential.




Bemerkung:
Ist f(x), x € D C R3, ein C1-Vektorfeld mit Potential ¢ (x), so folgt:

rot f(x) =rot(Vep(x)) =0 Vx e D

Daraus folgt, dass rot f(x) = O eine notwendige Bedingung flr
die Existenz eines Potentials ist.

Definiert man fur ein Vektorfeld f : D — ]RQ, D C RQ, die skalare
Rotation

2

3]
rot f(x,y) = ™ T,Y) — aiyl(a:,y)

so ist rot f(z,y) = 0 auch in zwei Dimensionen eine notwendige
Bedingung.
Die Bedingung

rot f(x) =0
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ist eine hinreichende Bedingung, falls das Gebiet D einfach
zusammenhangend ist, d.h. keine “Locher” enthalt.




Beispiel:
Wir betrachten wieder das Vektorfeld
_ 1 ~y T o2
f(x’y)_mQ—I—yQ< w)’ (z,y)” € D =R\ {0}
Berechnet man die Rotation, so ergibt sich

Lf-y\|l - 9(_ = \, 90/( vy
ol 7)) = sl o )

1 222 1 2y

PR 2422 T2 24422
= 0
Die Rotation von f(x, y) verschwindet zwar, aber f(x, y) besitzt auf

der
Menge D = R?\ {0} kein Potential.

Das Gebiet ist namlich nicht einfach zusammenhangend.
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Satz: (Integralsatz von Green)

Sei f(x) ein C1-Vektorfeld auf dem Gebiet D ¢ R2. K C D sei
kompakt und bezuglich beider Koordinatenrichtungen projizierbar.
K wird dann von einer geschlossenen, stiickweisen C1-Kurve c(t)
berandet.

Die Parametrisierung sei so gewahlt, dass K stets links zur Durch-
laufrichtung liegt (positiver Umlauf).

Dann gilt:
ff(x) dx = /rot f(x) dx
(&

K
Bemerkung:

Der Greensche Integralsatz gilt auch fur kompakte Bereiche, die
sich in endlich viele, bezuglich beider Koordinatenrichtungen proji-
zierbarer Bereiche zerlegen lassen, in so genannte Greensche Be-
reiche.
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Andere Darstellungen des Integralsatzes von Green:
Wir hatten gesehen, dass die Beziehung

quf(x)dx = f{f,T) ds

C

gilt, wobei T'(t) = Hflggll den Tangenteneinheitsvektor bezeichnet.
Daraus folgt aber mit dem Integralsatz von Green
/ rot £(x) dx = j{ (£,T) ds

K 0K

Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld, so ist die durch f beschriebene
Stromung unter der Bedingung rot f(x) = 0 wirbelfrei, denn

]{f(x)dx

ist gerade die Zirkulation von f(x).
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Andere Darstellungen des Integralsatzes von Green II:

Ersetzt man in der obigen Gleichungen den Vektor T durch den
duReren Normaleneinheitsvektor n = (75, —T4)7, so folgt

—f2

,T ) d
%))
0K
= /rot ( —f ) dx:/divfdx

f1

K K
und damit die Beziehung

/div f(x)dx = f (f,n)ds

K 0K
Die rechte Seite beschreibt den Gesamtfluss der Stromung durch
den Rand von K. Gilt also divf(x) = 0, so ist die Stromung
quellen— und senkenfrei.

f(f,m ds = ]{(fsz — foT1)ds =
oK oK
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Folgerung: Istrotf(x) = O fiir alle x € D, D C R? ein Gebiet,
so folgt

7{ f(x)dx = 0

C

fiir jede geschlossene stiickweise C1—Kurve, die einen Greenschen
Bereich B C D vollstandig umrandet.
Definition:

Ein Gebiet D C R™ heil’t einfach zusammenhangend, falls sich
jede geschlossene Kurve ¢ : [a,b] — D stetig innerhalb D auf
einen Punkt in D zusammenziehen lasst, d.h. genauer:

Es gibt eine stetige Abbildung
®:[a,b] x [0,1] = D
mit ®(¢,0) = c(t), Vt € [a,b] und ®(¢t,1) =x0 € D, V¢ € [a, b].
Die Abbildung (¢, s) heil3t auch Homotopie.
158

Satz: Sei D C R" ein einfach zusammenhangendes Gebiet.

Ein C1-Vektorfeld f : D — R™ besitzt genau dann ein Potential auf
D,

falls die Integrabilitatsbedingung

vxeD : Jf(x) = (Jfx)T

erfullt ist.
Ausgeschrieben bedeutet dies
8 .
% — i Vi k
Bemerkung:

In den Fallen n = 2, 3 stimmt die Integrabilitatsbedingung mit der
Bedingung

rotf(x) =0
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uberein.

Beispiel:

Fir x € R3\ {0} sei das Vektorfeld

f(x) =

gegeben.

2x _
—2y + Sin z
r
2 2y?
In T + —2 + zey
2yz "

—— 4+ Y+ xcosz
7“2

2= g2 4 24 52

Wir wollen untersuchen, ob f(x) ein Potential besitzt und dieses ge-
gebenenfalls bestimmen.

Die Menge D = R3 \ {0} ist offensichtlich einfach zusam-

menhangend.

Weiter qilt:

rotf(x) =0
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Also besitzt f(x) ein Potential.

Berechnung des Potentials:

Es muss gelten: f(x) = V¢ (x). Demnach folgt:
0
F=p=

2y
—_— sin
ox 72 T ?

Durch Integration bezuglich der Variablen x ergibt sich:

o(x) = yInr? + zsinz + c(y, 2)
mit einer unbekannten Funktion c(y, z).
Einsetzen in die Gleichung

2
ai—fg—lnr + 5 + ze?
Ay
liefert
2 20 20
r —— 4+ —=lInr — 4 ze
r2 8y r2
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Daraus folgt die Bedingung
oc

T — eV
Oy
und es qilt
c(y,z) = ze? +d(z)

Wir haben damit:
o(x) = yInr? + zsinz + ze¥ + d(z)

mit der noch unbekannten Funktion d(z).
Die letzte Bedingung lautet

0 2yz
8—f=f3zri2+ey—l—xcos.z
Daraus folgt d’(z) = 0 und das Potential ist gegeben durch
o(x) =yInr? + xsinz + ze¥ + ¢, ceR
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3.3 Oberflachenintegrale
Definition:
Sei D c R? ein Gebiet und p : D — R3 eine C1-Abbildung

x =p(u), x € R, u= (u1,up)? € D CR?
Sind fur alle u € D die beiden Vektoren

o g P
ouq ouo
linear unabhangig, so heif3t

F:={p(u) : ue D}

eine Flache bzw. ein Flachenstiick.
Die Abbildung x = p(u) nannt man eine Parametrisierung oder
Parameterdarstellung der Flache F..
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Beispiel:
Wir betrachten flur gegebenes » > 0O die Abbildung

T COS

p(p,2) = | rsing |, (¢,2) € R?
z

Die dadurch parametrisierte Flache ist ein unbeschrankter Zylinder
im R3.
Schranken wir den Definitionsbereich ein, etwa
(p,2) € K :=[0,2n] x [0, H] C R?
so erhalten wir einen beschrankten Zylinder der Hohe H.
Die partiellen Ableitungen sind

5 —rSine 9 0
9P _ rcose |, P—1|o
Oy 0 0z 1
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und damit linear unabhangig auf ganz R2.




Beispiel:

Der Graph einer skalaren Cl—Funktion po:D—-R,DC R2 Gebiet,
ist eine Flache.

Eine Parametrisierung ist etwa gegeben durch

Ul
p(u1,up) = up , u€ebD
p(ug,u2)
Die partiellen Ableitungen
1 0
oo |, |
ouq ous ouo P

sind linear unabhangig.
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Tangentialebene:

Die beiden linear unabhangigen Vektoren

P 10y und P (w0
ouq Ooup
liegen tangential an die Flache F.

Sie spannen die Tangentialebene T, o " an die Flache F'im
Punkt x° = p(u) auf.

Die Tangentialebene hat die Parameterdarstellung

ToF : x=x" -|—>\ 1( 0)+u (uO) A\ p€eR
Frage:

Wie kann ich den Flacheninhalt einer gegebenen Flache F' berech-
nen?
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Definition:
Seip: D — R3 die Parameterdarstellung einer Flache, und sei
K C D kompakt, messbar und zusammenhangend.

Dann wird der Flacheninhalt von p(K) definiert durch das
Oberflachenintegral

/ @_.H—%mx—4m
p(K)
Dabei nennt man den Term

do—/H mp<£m)

auch das Oberflachenelement der Flache x = p(u).
Das Oberflachenintegral ist insbesondere unabhangig von der spe-
ziellen Parametrisierung der Flache. Dies folgt aus dem Transforma-

tionssatz.
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Beispiel:
Fir die Mantelflache des Zylinders Z = p(K) mit

K :=[0,2n] x [0, H] C R?

und
r COS ¢
x=p(p,2) = | rsing |, (pz2)€R?
z
erhalt man wegen

Hap dp

den Wert
2r H
0(Z) = /do = /rd(ap,z) = //rdzdgo = 27rH
Z K 00
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Beispiel:

Ist die Flache der Graph einer skalaren Funktion, d.h. z3
o(xz1,x2), so gilt fir die zugehorigen Tangentialvektoren

1 0] —Px
0 9] 1
a—p X 8—p — 0] X 1 — —QOwQ
I o Soxl SO$2 1
Damit ergibt sich
op _ Op \/ 2 2
—— X —|| =4/1
‘ 921~ Bm + 9z, T ¢,

und

O(p(K)) = [ do

p(K)
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— /\/1 + 2, + 2, d(z1,22)
K




Beispiel:

Wir berechnen die Oberflache des Paraboloids P gegeben durch

P:={(z1,70,23) €R> : 33 =2—27 — 23, 27 + 25 < 2}

Dann qilt:
O(P) = / V14 422 + 23 d(xq, 20)
m%—km%SQ
V2 2r 2
= /\/1—|—4r2rdcpdr=7r/\/l+4sds
0O O 0
1 2 1 13
= r|>(14+4 3/2} = (—27—1):—
”[6( 47 =6 ) =3
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Bemerkung:

Fir das Kreuzprodukt zweier Vektoren a, b € R3 gilt:
la x b|| = [la|*|[b[|* — (a,b)?

Daraus folgt

2 2

}%Xap _‘81) 8P2_<ap<9p>2
8%1 8:132 (9331 8%2 8:131’ 8332
Definiert man
.'8102 _ ,0p 9p .|31:>2
E = |— y F = —,—> , G = ||—— ,
0xq oxq1 Oxo oxo

so ergibt sich die Beziehung

do =\ EG — F2d(uy,us)
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Beispiel:
Fir das Oberflachenelement der Sphare
52 = {(z1, 2, 23)T € R3 : :1:% + x% + a:% =2}

ergeben sich mit der Parametrisierung uber Kugelkoordinaten

T COS p Ccos 6 o
xo | =1r| Sinpcosh |, (p,0) € [0,27] x {__7_}
3 siné@ 22

die Beziehungen

ap —sinp cos 6 op — COspsing
50 " cospcost |, 50 — " —sinpsing
¥ 0 cosf

Daraus folgt
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Beispiel: (Fortsetzung)

Aus der Beziehung

do =\ EG — F?d(uy,us)

folgt daher
do = r2cos0d(p,0), (. 0) € [0,27] x {—g g]
Wir konnen nun die Oberflache der Sphare berechnen:
O = /doz / /r2c050 dep df
S2 —7m/2 0

_ 2 . T2 2
= 27r SII’]@‘_W/2 = 4nxr
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Definition:

Sei x = p(u) eine C1—Parametrisierung einer Flache F = p(K),
K C D kompakt, messbar und zusammenhangend.

1) Fur eine stetige Funktion f : FF — R definiert man das
Oberflachenintegral 1. Art durch

op

——| du
oup

— Ip
[ 16 do:= [ fp(u) H%l x
F K

2) Fir ein stetiges Vektorfeld f : £ — R3 definiert man das
Oberflachenintegral 2. Art durch

/f(x) do :=/<f(p(u)),§—51 X 8_p> du
F

ou
i 2
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Andere Darstellungen des Oberflachenintegrals 2. Art

Der Einheitsnormalenvektor n(x) auf der Flache F' ist gegeben
durch

0

op  Op
8u1 8u2
0

op  Op
Bul 81@

n(x) = n(p(u)) = ‘

Wir schreiben daher auch

/f(x) do = /<1»‘(p(u)),§—51 x 8—p> du
F

ou
i 2

= [ nw) |22 x 2

ou
i 2
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= [{£6),n()) do
F

Bemerkung:

1) Physikalische Interpretation der Oberflachenintegrale:
Ist p(x) die Dichte einer massenbelegten Flache, so liefert das
Integral 1. Art gerade die Gesamtmasse der Flache.
Ist f(x) ein Geschwindigkeitsfeld einer stationaren Stromung,
so liefert das Integral 2. Art die FlUssigkeitsmenge, die pro Zeit-
einheit durch die Flache F' stromt, d.h. den Fluss von f(x)
durch die Flache F.

2) Ist F' eine geschlossene Flache, d.h. die Oberflachen eines
kompakten und einfach zusammenhangenden Kérpers im R3,
so schreiben wir
wiederum

jléf(x) do bzw. jéf(x) do
F F
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Die Parametrisierung ist dabei so gewahlt, dass der Einheits-
normalenvektor n(x) nach aul3en weist.

Satz: (Integralsatz von Gaul)

Sei G C R3 ein kompakter und messbarer Standardbereich, d.h.
G sei bezuglich jeder Koordinate projizierbar. Der Rand 0G beste-
he aus endlich vielen glatten Flachensticken mit aul3erer Normale
n(x).

Ist f : D — R3 dann ein C1-Vektorfeld mit G C D, so gilt

/ div £(x) dx = 74 £(x) do

G oG
Interpretation:
Die linke Seite ist ein Bereichsintegral Uber die skalare Funktion
g(x) :=div f(x). Die rechte Seite ist ein Oberflachenintegral 2. Art
beziiglich des Vektorfeldes f(x). Ist f(x) das Geschwindigkeitsfeld
einer inkompressiblen Stromung, so gilt div f(x) = 0 und daher

]f £(x)do =0

oG
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Beispiel:
Wir betrachten das Vektorfeld f(x) = x und die Kugel K:
K = {(z1,22,23)T e R3 : :L’% + fC% + :c% <1}
Dann gilt offensichtlich
div f(x) = 3
und damit

/div £(x) dx = 3 -VoI(K) = 4
K

Das entsprechende Oberflachenintegral laflt sich am besten durch
Ubergang auf Kugelkoordinaten, d.h. die Parametrisierung der Ku-

gel
durch Kugelkoordinaten, berechnen.
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Satz: (Formeln von Green)

Die Menge G C R3 erfiille die Voraussetzungen des GauRschen
Integralsatzes. Fiir C2—Funktionen f,g : D — R, G C D, gelten
dann die Relationen:

[Gng+ sV ax = 0%

G G
[Gng-oapax = § (52240 a0
G oG

Hierbei bezeichnet
15)
—f(x) = Dn f(X), x € 0G
on

die Richtungsableitung von f(x) in Richtung des auReren Einheits-
normalenvektors n(x).
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Beweis: Wir setzen

F(x) = f(x) - Vg(x)
Dann qilt
VFGo = 2 (5. 29 2 (;. 09\, 2 (, 9
dvF(x) = 0xq (f 8301)-'_8302 <f 8m2>+8x3 (f 8:1:3)

= [-Ag+(Vf,Vyg)
Wir wenden nun den GaulRschen Integralsatz an:

/(ng—I—(Vf,Vg))dx — /divF(x)dx: f(F,n>do
G

G oG
dg
= § f(Vgm)ydo= § f-7 do
on
oG oG

Die zweite Greensche Formel folgt direkt durch Vertauschen von f
und g.
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Satz: (Integralsatz von Stokes)

Seif : D — R3 ein C1-Vektorfeld auf einem Gebiet D C R3. Weiter
sei FF = p(K) eine Flache in D, F C D, mit der Parametrisierung
x = p(u), u € R?.

K C RZ? sei ein Greenscher Bereich. Der Rand K werde durch ei-
ne stiickweise glatte C1—Kurve c parametrisiert, deren Bild €(t) :=
p(c(t)) dann den Rand OF der Flache F' parametrisiert.

Die Orientierung der Randkurve ¢(t) sei hierbei so gewahlt, dass
n(é(t)) x ¢(t) in Richtung der Flache weist.

Dann gilt
/ rot £(x) do = 7{ £(x) dx

F oF
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Beispiel:
Gegeben sei das Vektorfeld

f(xa Y, Z) - (_y> x, _Z)T

und die geschlossene Kurve c : [0, 27] — R3 parametrisiert durch

c(t) = (cost,sint,0)!, o<t<2r

Dann gilt:
2w
FEeoax = [(E(e),e()) dt
c 0

2m —sint —sint
= /< Ccost , Ccost >dt
0 0 0]
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21
= /(sith + cos?t) dt = 2n
0




Beispiel: (Fortsetzung)
Wir definieren nun eine Flache F' C R3, die durch die Kurve c(t)

berandet wird:
x COS (p COS Y
y | = | sinpcosy | =:p(p, )

z sin ¢

mit (p,v) € K = [0,2x] x [0,7/2], d.h. die Flache F ist gerade
die obere Kugelhalfte.
Der Integralsatz von Stokes besagt nun:

/rotf(x) do = 7{ f(x) dx

F c=0F
Wir haben bereits die rechte Seite, ein Kurvenintegral 2. Art, be-
rechnet:

% f(x)dx =27

c=0F
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Beispiel: (Fortsetzung)
Es bleibt also das Oberflachenintegral 2. Art:

/rotf(x) do :/ rot£(p(e. 1)), 22 x PPV dpdy
Op OY
F K
Beachte: Die rechte Seite ist ein Bereichsintegral.
Man berechnet direkt, dass rotf(x) = (0, 0,2)7 gilt und

2
op _ op ( COS ¢ COS? 1) )

_ : 2
X — = | sinpcos<y
Op 0V sin 1) cos 1

Daraus folgt:
7I'/2 2 71'/2

/rotf(x)doz / /QSimbcoswdcpdw:Qw / Sin(2¢) dip = 21
F 0O O 0
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